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Capitulo 1 
Nümeros inteiros 


O início da álgebra 


Em um curso de matemática em nível intermediário, 
não é possível começar com “1 + 1 = 2”. Por isso a 
maioria dos cursos e livros deste nível partem do 
princípio que os alunos já possuem conhecimentos 
básicos, como frações, operações com números 
naturais, etc. É comum nesses livros que partam 
também do princípio de que os alunos já sabem 
operar com números inteiros negativos. Também 
devido a isso, não são cobradas questões sobre essa 
parte inicial da álgebra em concursos como Colégio 
Naval, Colégio Militar, EPCAr e similares. 
Entretanto muitos alunos trazem do ensino 
fundamental, deficiências antigas no aprendizado de 
números negativos e expressões numéricas 
envolvendo esses números. 


Alunos do Colégio Naval 
Por isso, este livro apresenta seus dois capítulos iniciais com esses assuntos, que servem como 
uma revisão sobre essa parte inicial da álgebra. O leitor notará que ao contrário dos demais 
capítulos, este praticamente não apresenta questões de concursos, justamente porque são 
raríssimas tais questões sobre os primórdios da álgebra. Ainda assim, traz uma grande 
quantidade de exercícios, que visa sanar as deficiências, permitindo um embasamento para um 
bom aprendizado da álgebra nos capítulos restantes. 


Conjuntos numéricos 


A álgebra é uma parte da matemática estudada a partir do 6º ou 7º ano do ensino 
fundamental. Antes disso, predomina o estudo da aritmética, que trata principalmente das 
operações com números naturais e os números racionais positivos. No início da álgebra, 
aprendemos os números inteiros negativos e suas operações, depois os números racionais, 
tanto positivos quanto negativos. Finalmente são estudados os números irracionais e os 
números reais. Esta álgebra básica estudada nas últimas séries do ensino fundamental é 
necessária à continuação da matemática no ensino médio e superior. A álgebra é bastante 
cobrada em provas de concursos realizados no final do ensino fundamental e do ensino médio. 


Neste capítulo apresentaremos os conjuntos numéricos, desde o conjunto dos números 
naturais, explorado nas primeiras séries do ensino fundamental, até os números reais e 
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nümeros complexos. Estudaremos mais detalhadamente neste capítulo às Operi А 
números inteiros. O estudo detalhado dos demais conjuntos numéricos será feito nos Aq Com 
x 


capítulos. Imo, 


Existem vários tipos de álgebra. Por exemplo, a chamada álgebra booleana 6 4 

funcionamento dos computadores. Os nümeros usados na álgebra booleana assume, do 
valores: 0 e 1, ou Verdadeiro e Falso. As operações básicas da álgebra booleana nao ,, В 
mesmas usadas na aritmética e na álgebra do ensino fundamental (adição, 2) “ÃO ад 
multiplicação, divisão, etc.), mas sim, operações lógicas como AND (e), OR (ou) e NOT Ação, 
O desenvolvimento da álgebra booleana, partindo dessas três operações, permiti ào), 
desenvolvimento dos computadores, desde os mais antigos, até os mais modernos, "o 


A álgebra que nos interessa aqui é a que envolve os números reais, usados extensivamente y 
matemática, fisica, engenharia e ciências correlatas. Nossa primeira providência será чы 
apresentar os conjuntos numéricos que vocé já conhece, e novos conjuntos, até chegarmos M 
conjunto dos nümeros reais. 


Nümeros naturais 


O desenvolvimento da matemática surgiu da necessidade de contar objetos. Daí surgiram os 
primeiros números: 


1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11, 12, 13, 14, 15, .... 


O nümero O 

Inicialmente nào havia o número 0, e sim, o algarismo (. Era usado apenas para representar 
números que náo tinham quantidades inteiras de determinadas ordens. Por exemplo, o 
número 408 possui 4 centenas e 8 unidades (ordens), mas nào possui uma dezena completa. O 
zero era usado apenas como algarismo para dar esta indicacáo. Somente muito depois do 
surgimento dos nümeros naturais, foi criado o nümero zero como indicacáo de auséncia de 


quantidade. 


No ensino fundamental e no ensino médio, praticamente todos os autores consideram o 
como um número natural, mas nos estudos mais avançados de matemática pura, o 0 não é 
considerado como um número natural. Como este livro é voltado para o final do ensino 
fundamental, será usada a convencáo dos autores da área, de que 0 é um nümero natural. 


Portanto no nosso contexto, que é o mesmo adotado pelos concursos correlatos (Colégio 
Naval, EPCAr, Colégio Militar, etc.), de que o conjunto dos nümeros naturais inclui o 0. 


N = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, ... | 


que é errado 
rtence à 

penas aos 
hamado 


Este é o conjunto dos números naturais, indicado com a letra N maiúscula. Note 
dizer que N é o conjunto dos números inteiros positivos, pois o número 0 pe 
entretanto não é positivo (0 não é positivo nem negativo). Quando nos referimos à 
números inteiros positivos, ou seja, os números naturais excluindo o zero, temos O c 
conjunto N*: 


№ = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, .... | 


Tanto N quanto N* são conjuntos infinitos. A única diferença entre eles é o número 0. 


“retas 
as chamadas 7 


Conjuntos de números podem ser representados graficamente através d da P 
a 
a ser US 


numéricas”. A figura abaixo mostra como uma reta numérica poderi 
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representar os números naturals, A reta numérica ë uma espécle de “régua infinita”, na qual 
são marcados os números, No caso dos naturals, uma extremidade da régua tem o número 0. 
A partir dal são marcados os demais números, de um em um. О conjunto dos nümeros 
naturais ocupa apenas os pontos da reta numérica que correspondem às marcações inteiras, e 
não os pontos localizados entre essas marcações, Por exemplo, não existem números naturais 
compreendidos no espaço entre O e |, nem no espaço entre | e 2, nem no espaço entre 2 e 3, 


etc, Veremos а seguir que outros conjuntos numéricos como os racionais, irracionais e reais 
possuem elementos compreendidos entre as marcações inteiras. 


Números inteiros 


O conjunto dos números inteiros é uma ampliação do conjunto dos naturais. A diferença é 
que números inteiros também podem ser negativos. Por exemplo, assim como existe o número 


9, existe também o número -5. Usamos a letra Z maiúscula para indicar o conjunto dos 
números inteiros: 


Z= [... -8, -7, -6, -5, –4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, ....) 


Para cada número inteiro positivo, existe um inteiro negativo correspondente. Por exemplo, 
assim como existe o número 1000, existe também o número -1000. Quando um número ë 


positivo, não precisamos, e não é de costume, indicar o sinal. Portanto +20 é o mesmo que 20, 
por exemplo. 


Observe que todos os números naturais sáo também inteiros. Isso é o mesmo que dizer que o 
conjunto dos números naturais está contido no conjunto dos 


números  inteiros. 
Matematicamente escrevemos isso da seguinte forma: 


NcZ (lê-se: N está contido em Z) 
Em várias situagóes da vida real, é necessário usar números negativos. Alguns exemplos: 


a) Se uma pessoa náo tem dinheiro algum e ainda deve R$ 10,00 a um amigo, isso é o mesmo 
que dizer que ela tem -R$ 10,00, ou 10 reais negativos. 


b) А temperatura na qual a água se transforma em gelo, convencionou-se na fisica chamar de O 
grau centígrado (0ºC). Temperaturas mais frias são chamadas de negativas. Por exemplo, em 


um congelador é comum encontrar temperaturas na faixa de -5%C, em um freezer é comum 
chegar a -20C, 


c) Se um carro está andando de marcha-à-ré com velocidade de 10 km/h, podemos dizer que 
sua velocidade na verdade € -10 km/h. 


d) Se em um jogo perdemos 20 pontos, é o mesmo que dizer que ganhamos -20 pontos. 
e) Se subimos em um monte com altura de 30 metros, dizemos que estamos a 30 metros acima 


do solo. Se por outro lado descemos em um buraco com 20 metros, é o mesmo que dizer que 
estamos a uma altura de -20 metros. 
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f) Dizer que uma empresa lucrou -10 milhóes é o mesmo que dizer que teve um рге, А 
de 


10 milhóes. 


8) Se um automóvel andava a 60 km/h e passou para 80 km/h, dizemos que sua velocid 

variou 20 km/h. Por outro lado, se o automóvel estava a 60 km/h e passou para 50 4 ^de 
podemos dizer que variou -10 km/h. A variação negativa indica uma diminuição, enguan ° 
variacáo positiva indica um aumento. to a 


Vemos então que, mesmo sendo muito mais comum e natural encontrar números Positivo 

` . ~ - Í ° л 1 З 
várias situacóes nos Їеуаш à necessidade de usar nümeros negativos. k 
Números inteiros tambëm podem ser representados em uma reta numérica. А diferença ë lis 
essa reta se estende ao infinito, nos dois sentidos. O nümero zero deve ser representado na 
reta, á sua esquerda ficam os números negativos, e á sua direita os números positivos, 


(275 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 28 


7 


Да vimos que todo nümero natural 6 também um nümero inteiro, ou seja, o conjunto Z contém 
о conjunto N, o que é o mesmo que dizer que conjunto N está contido no conjunto 7. 
Escrevemos então: 


NcZ 


Podemos representar isso através de um diagrama de Venn, muito usado na teoria dos 
conjuntos: 


Já citamos também que o conjunto N* é o conjunto N excluindo o número zero, ou seja, ? 


conjunto dos nümeros inteiros positivos. O conjunto Z também tem alguns subconjuntos qué 
devem ser notados: 


Z* = [... 4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4, ... ) = conjunto dos números inteiros náo nulos 
Z, = (0, 1, 2,3, 4, ....) = conjunto dos números inteiros náo negativos = N 

Z,* = (1, 2,3, 4, ....) = conjunto dos números inteiros positivos = N* 

Z.- [..., -4, -3, -2, -1, 0) = conjunto dos números inteiros não positivos 

Z_* = [..., -4, -3, -2, -1) = conjunto dos números inteiros negativos 


Números racionais 


: А te 
O próximo conjunto é o chamado "conjunto dos nümeros racionais", representado por Q A 
conjunto reúne todos os números inteiros, e mais аз frações, positivas e negativas. P jo 
conjunto Q contém números como 2/5, -1/7, -А/9, 1/6, enfim, qualquer fração na forma P, 
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"DDD 
onde p e q sejam primos entre si (caso contrário estaríamos contando frações repetidas, de 


mesmo valor), e desde que q não seja O (já que não existe divisão por 0). Esta definição inclui 
também todos os números inteiros, basta fazer 4-1. 


Nas primeiras séries do ensino fundamental, estudamos as fracóes, mas somente as positivas. 
Podemos entáo dizer que foi estudado o conjunto dos números racionais nào negativos. Ao 
iniciarmos o estudo da álgebra, finalmente podemos abordar o conjunto completo dos 


nümeros racionais, abrangendo os positivos e os negativos (e o zero, é claro, que também ё 
nümero racional). 


Observe que o conjunto Q engloba o conjunto Z, ou seja, todo nümero inteiro é também um 
número racional. Isso é o mesmo que dizer que Z está contido em О, Escrevemos entáo: 


АСО 
Como por sua vez, N está contido ет 7, podemos escrever: 


NcZcQ 


O diagrama de Venn abaixo mostra a relacáo entre os trés conjuntos. 


Q 


Os nümeros racionais também fazem parte da reta numérica. Entretanto é dificil fazer esta 
representacáo, já que entre cada dois números inteiros consecutivos, existem infinitos números 
racionais. A figura abaixo mostra um pequeno trecho da reta numérica, compreendido entre 0 
e 1, e alguns dos infinitos números racionais localizados neste intervalo. 


0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,75 


0 1/6 14 1⁄3 6/13 1/2 5/8 719 1 


É claro que seria impossível indicar todos os números racionais neste intervalo. Indicamos 
alguns números na forma decimal (0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,75), que como sabemos, são iguais a 
frações (1/10, 1/5, 3/10, 2/5, 3/4). Indicamos ainda algumas frações. Todas as frações próprias 
positivas estão neste intervalo, pois são menores que 1 (numerador é menor que o 
denominador). Escolhemos apenas algumas delas para serem indicadas. 


O conjunto dos números racionais é tão denso que mesmo em um pequeno intervalo da reta 
numérica (por exemplo, o intervalo entre 0 e 1 do exemplo acima) existem infinitos números 
racionais. Se cada um desses números for marcado com um pequeno ponto, os números 
racionais desse intervalo formariam uma linha “cheia”, ou seja, sem nenhuma lacuna. Dados 
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dois nümeros racionais quaisquer, por mais próximos que sejam, sempre existirão ar A 


infinitos outros nümeros racionais. € elos 
Na verdade, mesmo estando a linha “cheia”, ainda existem pontos “vazios”, que к 

x E eda E ded sá 
números irracionais, apresentados no próximo item. O o 


Números irracionais 


Nem todos os números podem ser expressos na forma de uma fração, ou Seja, а razão , 

dois números inteiros. Todos os números que não podem ser expressos como fração t s 
que não são números racionais), são ditos números irracionais. Usamos a letra I | a 
representar esse conjunto, que também é infinito. Por exemplo, o número 4/2 6 bu. | 
Nunca poderemos encontrar dois nümeros inteiros p е q, де tal forma que p/q seja igual à à K 
quadrada de 2, ou seja que elevando (p/q) ao quadrado, encontremos como resultado + 
número 2. Números irracionais apresentam infinitas casas decimais que não se repetem. Po, 


exemplo, o número 4/2 pode ser expresso, aproximadamente, рог: 
1,4142135623730950488016887242097... 


Se continuarmos realizando o cálculo da raiz quadrada, indefinidamente, nunca encontraremos 
uma sequéncia que passa a repetir, como ocorre nas dízimas periódicas. Lembramos que 
dízimas periódicas são equivalentes a frações (chamadas de fração geratriz). Por exemplo; 


1/7 = 0,142857142857142857142857 14985714... 


Vemos que a sequência 142857 é repetida indefinidamente, já que se trata de um número 
racional. Já com números irracionais, podemos até encontrar trechos repetidos, mas nunca um 
trecho que se repita indefinidamente. 


Todas as raízes inexatas, como 42 , 3/5, J7 : 20 , etc., são números irracionais. Também 
são aqueles mais complexos, que envolvem raízes cúbicas e superiores, e raízes dentro de 
raízes. Existem também números irracionais que não podem ser expressos na forma de raízes. 
Por exemplo, o número л, sem dúvida um dos mais famosos números irracionais, muito usado 
na geometria, que dá a razão entre o perímetro e o diâmetro da circunferência. 


п = 3,1415926535897932384626433832795... 


Nümeros геаіѕ 

Se unirmos todos os números гасіопаіѕ (Q) e todos os números irracionais (D, o resultado será 
o conjunto dos nümeros reais (R). Usando a terminologia de conjuntos, isso é o mesmo que 
dizer: 

R = QUI 


O diagrama abaixo mostra a relação entre os conjuntos I, R e Q, Note que I é apenas à Me 
escura que está dentro de R mas fora de О, indicada na figura. 


A relação entre Q, Z e N já era nossa conhecida: 


NcZcQ 
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^ 


Já o conjunto dos mimeros irracionais (I) não tem elementos em comum com Q (dizemos que 
Q e Ао cigarra), Se partimos de Q e adicionarmos o conjunto I, o conjunto total será R. 


O conjunto I também tem infinitos elementos, e é extremamente denso. Se marcarmos na reta 
numérica, todos os pontos que são números irracionais, a indicação de todos esses pontos 
formará uma linha cheia, Entre dois números racionais quaisquer, sempre existirão infinitos 
números irracionais, 

OBS: É comum encontrar о termo “números relativos”, Essa expressão diz respeito aos conjuntos Z, О, I 
e R cujos elementos podem ser positivos ou negativos, além do zero, é claro. 


Q 


Números complexos ou imaginários 


Os números complexos não serão estudados neste livro, pois não fazem parte do programa do 
ensino fundamental. São estudados no ensino médio e em cursos de matemática, física e 
diversos ramos da engenharia. Este conjunto é representado por C e contém o conjunto dos 
números reais. Números complexos são formados a partir da raiz quadrada de -1, que como 
sabemos, não existe no conjunto dos reais. E criado então o conjunto C, cujos números 
possuem uma parte real e uma parte imaginária. Convencionou-se chamar de i o número 
complexo que elevado ao quadrado resulta em -1, ou seja: 


і= 4/1 


Valem para os nümeros complexos, propriedades algébricas muito parecidas com аз dos 
nümeros reais. Por exemplo: 


4716 - Aie A1 - 4i 


Todos os múltiplos de i sio números complexos, entretanto, os números complexos também 
р 
podem ser formados pela soma de uma parte imaginária e uma parte real, por exemplo: 


5 * 4i 


A forma geral de um número complexo é a*bi, onde a e b sáo reais. Quando b-0, temos 
apenas a parte real, portanto todos os números reais atendem à definigio de números 
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complexos, por 1880 R c C. Quando a-0, o nümero tem apenas a parte imaginária, Тэн 
então que se trata de um número imaginário puro. M 


O algebrismo dos nümeros complexos nào chega a ser uo ы O número i como 
fosse uma letra qualquer, e chegando ao resultado, substituir i por -1. se 
Números complexos náo sáo representados em uma reta хэрээ € Sim, através de 
retas numéricas perpendiculares, com um eixo para a parte real e um eixo p 


ara a р 
2 i Arte 
imaginária. Os números complexos sáo representados pelo plano assim formado. 


A figura acima apresenta o plano complexo. O eixo horizontal é chamado de eixo real. O eixo 
vertical é chamado de eixo imaginário. Todos os pontos do plano assim formado representam 
números complexos. Os pontos do eixo real sáo os números reais. Os pontos do eixo 
imaginário sáo números imaginários puros. Todos os demais pontos possuem parte real e parte 
imaginária. A figura mostra ainda a localização de alguns números complexos: 5+4i, 2-31, -4*6i 
e -34i. A parte real de um número complexo ё a sua projecáo no eixo real, e a parte 
imaginária é a sua projeção no eixo imaginário. 


Porque estamos ensinando isso se a matéria não faz parte do ensino fundamental? Porque 
existe uma matéria do ensino fundamental, ensinada neste livro, que usa também sistemas de 
eixos perpendiculares: o sistema de coordenadas cartesianas, as relações e funções, 


importantíssimas na álgebra. Mas primeiro Precisamos dominar os números reais, que 
felizmente são bem mais fáceis que os números complexos. 


Operações com números inteiros 


As operações matemáticas com números inteiros são muit 


: б itas 
š o parecidas com as operações fe 
com números naturais, assunto predominante nos primeiros anos do ensino fundamental. 


única diferenca é que agora temos que lidar com números negativos. Existem algumas reg 


EVA š . . É 150 
básicas para lidar com sinais, que uma vez aprendidas, não trarão mais dificuldades. É pr^ 
entretanto entender primeiro o porquê dessas regras. 


8 
ici é inai : T ага 0 
Uma notícia Боа ё que as regras de sinais aprendidas para os nümeros inteiros servem P Че 


guintes nào precisaremos mais estudar as reg" 
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Capítulo 1 - Nümeros inteiros 
Adicáo de inteiros 


“Sinais iguais, soma e repete o sinal; sinais diferentes, subtrai e dá o sinal do maior”. É claro 
que muitos alunos decoram essas regras, mas quem apenas decora em matemática, náo vai 
muito longe. É preciso entender a razáo, uma vez entendidas, a memorizacáo é natural e 
automática. Vamos ilustrar com um pequeno exercício. 

Dois jogadores A e B possuem cada um, R$ 10,00. Eles estáo jogando e apostando dinheiro, 
sendo que по início de cada partida, combinam o valor a ser apostado. Na primeira partida, 
apostam R$ 5,00 e A vence. Na segunda partida, apostam R$ 10,00 e A vence. Na terceira 
partida, apostam R$ 10,00 e A vence, pela terceira vez. Na quarta partida, apostam R$ 10,00 e 


B vence. Na quinta partida, apostam R$ 20,00 e B vence. Com quanto dinheiro cada jogador 
ficou no final? 


Vamos construir uma tabela indicando cada uma das partidas e o valor que cada um ficou no 
final de cada jogada. Complete a tabela de acordo com o enunciado do problema. 


OBS.: Considere esse exemplo apenas na sua imaginação, pois na vida real existiriam dois absurdos aqui: 
primeiro, o jogo a dinheiro é proibido no Brasil, entáo vocé pode raciocinar com “fichas” ao invés de 
reais. A segunda questáo é que nos jogos de verdade, para apostar um valor, o jogador precisa ter aquele 
valor disponivel na hora, nào pode ficar devendo para pagar depois. Entáo, neste exemplo, considere 
que é permitido ficar devendo para pagar depois. 


NE 
Sm 
JE 


- 
im 


3* parti 
4? parti 
arti 


© 
150 


Se vocé conseguiu preencher corretamente a tabela, então entendeu as adições de números 
inteiros (positivos e negativos): 


1º partida: Cada um tinha 10, e A ganha 5. Então B deve entregar 5 para A. А ficará com 15 e 
B ficará com apenas 5. 


28 partida: A estava com 15 e B estava com 5. Agora À ganha 10 novamente, então B deverá 
entregar 10 para A. Mas como B só possui 5, deverá entregar esses 5 para A, e ficará devendo 
os outros 5 para pagar depois. Sendo assim, B ficará com 5 negativos, ou seja, —5. A, que tinha 
15, fica agora com 25, já que ganhou 10. Apesar de que, À não terá os 25 imediatamente, mas 
é como se tivesse, pois B pagará depois. Portanto А ficou com 25 e В ficou com -5. 


83 partida: A tem agora 25 e B tem -5, ou seja, ainda precisa arranjar 5 para pagar o que deve. 
Agora apostam novamente 10, e A vence. Como À tinha 25 e agora ganhou 10, ficará então 
com 35 (não significa que receberá agora). B estava em situação ruim e ficou ainda pior. Já 
estava com dívida de 5, e agora deve mais 10 por ter perdido esta partida. Ficou então 
devendo 5+10=15. Isso é o mesmo que dizer o seguinte: B tinha -5, agora perdeu 10 (isso é o 
mesmo que dizer que “ganhou -10". Ficou então com -15, enquanto À ficou com 35. 


4º partida: A tinha 35 e B tinha -15. Nessa partida, finalmente B ganhou 10. Como B estava 


devendo 15, esse ganho de 10 será usado para abater na sua dívida, mas não será suficiente 
para pagar a dívida toda. Dos 15 que já devida, abatendo os 10 que ganhou, ainda ficará 
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devendo 5. Isso é o mesmo que dizer que tinha -15, ganhou 10 e ficou com -5 Em ^ 
palavras, -15+10= –5. Enquanto isso, A tinha 35 e perdeu 10, ficando então com 35-10-55 a 


om 25 e B inicia com —5. B está agora com sorte 
A. A tinha 25 e perdeu 20. A ficou entáo por Ot 9) 
tivo". Ganhou 20 nesta partida, mas nào Ro 25. 
todos os 20, pois antes será preciso abater os 5 que estava devendo. É facil ша com 
quanto restou para B: 20 - 5 = 15. Podemos ver isso de outra forma: B tinha -5 e Alcular 
ficando então com 15. Matematicamente, podemos também escrever -5+20=15. Ao final 4 2, 
ültima partida, A ficou com 5 e B ficou com 15. Esta 
OBS.: Náo importa quem venga, jogo a dinheiro é coisa de perdedor. Quem ganha em um dia, poderá 
perder tudo e muito mais no dia seguinte. Jogo a dinheiro pode ser um vício, assim como drogas, Ee 
em jogos a dinheiro: alguns perdem a casa, e ty гэв 


Аїсоо!. Muitas pessoas perdem tudo o que possuem 
que possuem. Jogos em livros de matemática são abordados apenas como exemplos para entendimento 


dos números. 


5А partida: Agora A inicia c 
Vejamos primeiro o que ocorre com 
20=5. B, desta vez, saiu com “Saldo posi 


A tabela do exemplo fica entáo preenchida da forma abaixo: 


tudo o que um jogador ganha ou perde deve ser somado ao que 
é positivo, e quando perde, o valor a ser 


fazer quatro adições envolvendo números 


Devemos considerar que 
tinha antes. Quando ganha, o valor a ser somado 


somado é negativo. Levando isso em conta, vamos 


inteiros: 


a) 8+6 = 14 

Esta adição envolve dois 
resultado é 14. Devemos 
podem ser positivos ou negativos. 
normalmente. O resultado será positivo, 


crianças de 6 ou 7 anos já sabem que ? 
úmeros inteiros, que 


então basta somar 


números inteiros positivos, 
levar em conta que estamos agora somando n 
No caso, ambos são positivos, 
ficamos então com 14. 


er uma analog! 
o sua dívida 
Então quer” 
da adição de 


b) (7) + C9) =-12 
Dessa vez as crianças de 6 ou 7 anos não vão saber calcular. Devemos aqui faz 
com os jogos. Alguém tinha -7, por exemplo, devia 7 reais. Perdeu 5 reais, entã 
aumentou. A dívida total será a soma da dívida anterior (7) com a nova divida (5). 


devia 7 e passou a dever mais 5, ficou devendo ao todo, 12. Portanto, o resultado 


-7е-56-12. 
Nos dois exemplos acima, notamos trés coisas em comum: 
Os valores a serem somados tém o mesmo sinal 


O resultado final foi obtido pela soma dos dois valores dados 
O sinal do resultado é o mesmo sinal das duas parcelas originais 


Daí vem a primeira regra para somar números inteiros: 
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NAAA мы 
Para somar dois números inteiros de mesmo sinal, basta somar os valores e dar ao resultado, o 
mesmo sinal que têm os números somados. 


Em outras palavras, para somar números inteiros de mesmo sinal (os dois positivos ou os dois 
negativos), somamos os números normalmente, esquecendo o sinal, e no fim, colocamos no 
resultado o mesmo sinal que têm os números. A soma de dois positivos tem resultado positivo. 
A soma de dois negativos tem resultado negativo. 


Exemplos: 

(-15) + (-20) = -35 
(-10) + (-50) = -60 
(3) + (72) = -5 

30 + 40 = 70 

9+8 =17 


OBS.: “30+40” também pode ser escrito como 
(+30)+(+40). Note que os sinais “+” junto dos 
números 30 e 40 tem a função de informar que 
sio números positivos. Já o outro sinal “+” serve 
para indicar que esses valores estão sendo 
somados. Entretanto, não é obrigatório colocar o 
sinal positivo em números que são positivos, 
quando o sinal não é escrito, sabemos que o 
número é positivo, portanto basta escrever 30+40. 


OBS.: Em alguns casos podemos eliminar os 
parênteses. Por exemplo, escrever (-15) + (-20) é 
o mesmo que escrever -15 + (-20). A eliminação 
dos parênteses em tomo do número -15 não 
deixará dúvidas sobre a operação que queremos 
realizar: somar o número -15 com o número -20. Alunos da EPCAr 
Entretanto, não podemos eliminar os parênteses 

em torno do -20, pois ficaríamos com -15+-20. 

Não é correto colocar sinais lado a lado, nesse 

caso o uso dos parênteses é obrigatório. 


Vejamos se você entendeu isso, fazendo alguns exercícios: 


Exercícios 

El а) (-3) +(-6) = f(-21) + (4) = k) (-3) + (-24) = р) (-21) + (11) = 
b) (3) + (5) = 9) (-13) + (33) = I) (+7) + (+3) = q) (+34) + (+42) = 
с) (+5) + (+3) = h) (732) + (14) = m) (-26) + (-19) = r) (-55) + (-20) = 
d) (-5) + (4) = i) (+7) + (+9) 5 n) (-29) + (-33) = s) (+60) + (+30) = - 
e) (+16) + (+12) = j) 716) + (222) = o) (+3) + (+4) = t) (27) + (418) = 


Confira os resultados no final do capítulo. Vamos fazer mais alguns exercícios, mas dessa vez, 
lembre-se que em alguns casos os parénteses podem ser eliminados, acostume-se com isso. 


E2) 2)(2)+(5)= f) (26) + (3) = k) C2) + (726) = p)-12 + (13) = 
b) (4) + (2) = g) (-14) + (-31) = )6+9= q) +32 +22 = 
c) (+5) + (+4) = h) (-35) + (21) = m) -28 + (-17) = r) 45 + (10) = 
d) (-3) + (4) = i*5*8- n) (-19) + (-36) = s) 40 + 30 = 
e) +6 + (+12) = ) (=15) + C18) = 0) (+6) +3 5 t) (-9) + (-29) = 
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ar números inteiros, positivos ou negativos, mas a A 


Entáo vocé já aprendeu a som 2 е Penas qu 
os números tém o mesmo sinal (dois positivos ou dois negativos): and, 


“Para somar números inteiros de mesmo sinal, some os números e repita o sinal” 


Módulo ou valor absoluto 
O que chamamos de módulo (ou valor absoluto) de um número, é o esse mesmo Número « 
sinal eliminado. Por exemplo: ч 


O módulo de —20 é 20. 
O módulo de 35 6 35. 
O módulo de -37 é 37. 
O módulo de 0 é 0. 


Existe um símbolo matemático para indicar o módulo. Basta colocar o número entre duas 
barras verticais (| |). Por exemplo: 


|21| = 21 
|-13| = 13 


Usando a noção de módulo, podemos escrever de outra forma a regra para somar números 
inteiros de mesmo sinal: 


“Para somar dois números inteiros de mesmo sinal, basta somar os seus módulos. O sinal do 
resultado será o mesmo sinal dos números que estáo sendo somados”. 


Adição de inteiros de sinais diferentes 


Somar números inteiros é fácil, desde que ambos tenham o mesmo sinal. Quando um é 
positivo e outro é negativo, é um pouco mais dificil, mas a regra pode ser entendida facilmente 
se fizermos a analogia do jogo já usada como exemplo: 


a) (+10) + (-3) =+7 

Na analogia do jogo, estamos considerando que a cada jogada, a quantia de um jogador 
sempre é somada ao resultado. O resultado pode ser positivo (quando o jogador ganha) ou 
negativo (quando o jogador perde). Então o cálculo (+10) + (-3) pode ser exemplificado pela 
situação em que o jogador tinha 10 pontos, e na jogada perdeu 3 pontos, ou seja, SU? 
pontuação deve ser somada com -3. E claro que se o jogador tinha 10 pontos € perdeu 
pontos, ficou com 7 pontos. 


b) C3) + (+10) = +7 
O jogador tinha 3 pontos negativos, ou seja, tinha uma dívida de 3 pontos. Em uma jogada, 
ganhou 10 pontos, que foram suficientes para “zerar” a dívida e ainda sobraram 7 pon 
Observe que o resultado foi o mesmo do exemplo anterior, ou seja, (*10)*(-3) é O mesmo q! 
(-3)+(+10). O sinal do resultado é +, o mesmo do 10, que é o número de maior módulo. | 
c) (+10) + (-16) = -6 | 
Agora o jogador estava com 10 pontos e em uma única jogada perdeu 16. 
foram perdidos, e ainda ficou devendo 6. Entáo (+10)+(-16) é igual a -6. Observ 
do resultado é -, o mesmo do 16, que é o número de maior módulo. 


Seus 10 pont" 
e que 0 jn 
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d) (-16) + (+10) = -6 


Dessa vez o jogador já estava com uma dívida de 16 pontos. Em uma jogada, ganhou 10, mas 
esses 10 pontos пйо foram suficientes para acabar com a sua dívida. Os 10 pontos foram 
abatidos da dívida, mas ainda ficaram faltando 6 pontos para “zerar” a dívida. Então (-16) + 
(+10) = -6. Observe que (-16)+(+10) é o mesmo que (+10)+(—16). 


e) Considere o seguinte problema: 
Uma pessoa tinha uma quantidade positiva de pontos a e perdeu b. O resultado é positivo ou 


negativo? 


Depende dos valores de a e b. Se o valor a for maior que b, o resultado será positivo. Se o 
gasto b for maior que a, o resultado será negativo. 


Observe agora o seguinte, nos quatro exemplos acima: 


e Estamos somando dois números inteiros, sendo um positivo e um negativo 


° Em todos os casos, o resultado, em módulo, é obtido pela subtração dos dois valores 
° O sinal do resultado é o mesmo do número de maior módulo que está sendo somado 


Daí vem a regra para somar dois números inteiros de sinais diferentes: 


Para somar dois números inteiros, sendo um positivo e um negativo, basta subtrair os módulos. 
O sinal do resultado será o mesmo do número de maior módulo. 


Juntando esta regra, com a anterior para sinais iguais, podemos dizer, informalmente: 


“Sinais iguais, soma e repete o sinal; sinais diferentes, subtrai e dá o sinal do maior” 


Alguns exemplos: 
(-15) + (+20) = +5 
(-30) + (+20) = -10 
(-50) + (+20) = -30 
(+40) + (-30) = +10 
(-30) + (+40) = +10 


Já vimos que na adigáo de números inteiros, podemos trocar as posições das parcelas e o 
resultado náo se altera. Por exemplo, 20+30 é o mesmo que 30+20; (-20)+(-40) é o mesmo que 
(-40)*(-20); (+40)+(-30) é o mesmo que (-30)+(+40). Isso significa que a adicáo de números 
inteiros é uma operação comutativa, assim como também é, a adição de números naturais. 


Vamos fazer mais alguns exercícios para fixar esta nova regra. 


Exercícios 

ЕЗ) a) (-3) + (+6) = f) (+25) + (-7) = k) (+5) + (-23) = p) (+22) + (-19) = 
b) (+2) + (-5) = g) (-17) + (+36) = 1) (+7) + (4) = q) (+43) + (-46) = 
©) (+5) + (4) = h) (721) + (+16) = m) (-21) + (+13) = r) (-51) + (+30) = 
d) (-5) + (+9) = i) (-4) + (+8) = n) (+28) + (-34) = 5) (+50) + (-32) = 
e) (+17) + (-12) = j) (+12) + (-27) = 0) (-7) + (+4) = t) (+5) + (-28) = 
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€—M ы. RI 
E) a)(-7)+(+3) = f) (+15) + (-9) = k) (+8) + (721) = р) (+45) + (19) „ STA 


b) (+3) + (-9) = g) (-18) + (+26) = (+4) + (-5) = q) (+38) + (-49 = 
c) (4) 92 h) (-23) + (+15) = MEMEHA p 80) + бад. 
d) (+8) + (-11) = | (+13) + (7) = n) (-32) + (42) = в) (+72) + (-33) = 
e) (+15) + (-19) = j) (+16) + (-14) = о) (722) + (+5) = 1) C16) + (-24)= 


Lembre-se que em alguns casos é desnecessário usar 08 parênteses, € que também 
desnecessário usar o sinal positivo, desde que não fiquem dois sinais lado a lado, é 


E5) а)-4+7= f) 36 + (-9) = k) 6 + (-21) = р) 42 + (-13) = 
b) 3 + (-6) = g) -15 + 32 = )84(-3) 5 9) 73 + (-31) = 
c) 6 + (-5) = h) -23 + 29 = m) -33 + 19 = r) -66 + 20 = 
d)-6+4= i-5*9- п) 21 + (-32) = s) 70 + (-53) = 
e) 16 + (-21) = j) 13+ (-32) = 0)-8+5= t) 9 + (-34) = 


É claro que na prática podem aparecer somas de números de mesmo sinal e de números de 
sinais diferentes, como nos exercícios abaixo: 


E6) а)-23+46= f) 35 + (17) = k) 15 + (-35) = p) 52 + (67) = 
b) -12 + (-15) = g) -47 + 36 = |) -17 + (211) = q) 13 + (-36) = 
с) 51 + (42) = h) -21 + (-26) = m) -25 + (-13) = r) 82 + (-10) = 
d)-15 + 15 = ) 4+8 = п) 98 + (-64) = s) -70 + (-22) = 
e) -27 + (-12) = j) -12 + (-27) = 0) 17 +41 = t) 16 + (37) = 

Е7) а)-22+62= f) 25 + (-13) = k) 25 + (-52) = p) 65 + (-12) = 
b) -19 + (-25) = g) -32 +51 = |) 31 + (-23) = q) 37 + (-75) = 
с) 44 + (-33) = h) -16 + (-27) = m) -42 + (-20) = r) -76 + (-48) = 
d) -18 + 21 = )-9413- п) 73 + (-54) = s) -20 + (-17) = 
e) -33 + (-18) = j) -24 + (-50) = 0) 28 + 15 = t) 39 + (-28) = 


Soma algébrica 


É muito comum encontrar o termo “soma algébrica”. É preciso conhecê-lo e usá-lo com 
cuidado. O nome da operação matemática é adição. O que chamamos de soma é o resultado 
da adição. Vimos que para adicionar dois inteiros, que podem ser positivos ou negativos, 
devemos adicionar os módulos quando os dois inteiros têm o mesmo sinal, e subtrair 05 
módulos, quando os dois inteiros têm sinais diferentes. Portanto a soma algébrica pode ser feita 
pela adição ou pela subtração dos módulos dos números, dependendo dos sinais. Na 
aritmética ensinada nas primeiras séries do ensino fundamental, quando os sinais são sempre 
positivos, é sempre feita a adição, mas na álgebra, e na aritmética mais avançada, quando 05 
números podem ser negativos, podemos ter que calcular a diferença, e não à som. 
Genericamente chamamos esse resultado de soma algébrica. 


Exemplos: 

A soma algébrica de -50 e 20 é -30. 

A soma algébrica de -40 e -20 é -60, 

A soma algébrica de 10 e 60 6 70. 

Lembre-se, a soma algébrica não é o nome da operação (apesar de muitos chama? > 
erradamente a adiçao de soma), ë o resultado da operacáo. O nome correto da operação 
adição de inteiros. 
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Comparacáo de inteiros 


Comparar dois números inteiros é dizer qual deles é o maior, e qual é o menor. Por exemplo, 


comparando 5 e 12, temos que 12 é maior que 5. Isso é muito fácil, mas pode ficar um pouco 
mais dificil quando temos números negativos. 


Por exemplo, qual é o maior número: -15 ou -25? 


Para responder á pergunta, temos que estender as посбез de “maior” e “menor” para o caso 
de números negativos. Intuitivamente, considere que duas pessoas estáo devendo dinheiro. A 
pessoa A deve 15 reais, e a pessoa B deve 25 reais. É fácil entender que quem deve mais é B. 
Mas se perguntássemos “quem tem mais dinheiro”, a ideia seria diferente. Na verdade nem A 
nem B possuem dinheiro, ambos estáo devendo. Mas se avaliássemos quem está em situação 


melhor, diríamos que é A, pois deve apenas 15. Se a pergunta fosse “quem tem uma divida 
maior”, a resposta seria B. 


Outro exemplo: Qual das duas temperaturas é mais fria: -109С ou -30%C? E se a pergunta 
fosse: Qual é a temperatura mais quente: -10%C ou -30%C? 


E claro que isso tudo é uma grande confusáo. Se vocé ficou confuso, entáo está com a razáo. 
Quando estamos tratando de números negativos, é preciso explicar claramente o que significa 
“maior” e o que significa “menor”. Isso também ocorre com números positivos: 


Exemplo: Um local está com temperatura de +2%C, outro está com 10°С. Qual é o mais 
quente? Qual é o mais frio? 


Quando estamos simplesmente tratando de números inteiros, o chamado “maior número” é 
aquele localizado mais á direita na reta numérica: 


Exemplos: 

+5 é maior que -1 

-1 maior que -3 

0 é maior que -5 

*7 é maior que *5 

*4 é maior que -2 

-1 é maior que -1000 


Quando náo estamos preocupados com frio, calor, dívida, riqueza, mas simplesmente com 
nümeros, convencionamos que o maior é aquele localizado mais à direita na reta numérica. 
Quanto mais à direita, maior ё o número. Daí vém as seguintes consequéncias: 


1) Dados dois nümeros positivos, o maior será aquele de maior módulo 
2) Dados dois números negativos, o maior será aquele de menor módulo 
3) Zero é menor que qualquer námero positivo 

4) Zero é maior que qualquer nümero negativo 

5) Qualquer nümero positivo é maior que qualquer nümero negativo 
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Exemplo: A 


Coloque em ordem crescente a seguinte sequéncia de nümeros: 
-5, 7, 90, 0, -30, 18, -12, 13, -10, 500, -1000 


A sequéncia ordenada deverá comegar pelos negativos, depois virá O Zero, depois од «gis 
Entre os negativos, o menor ё aquele de maior módulo, e 0 maior é aquele de menor " 
Entre os positivos, basta seguir a ordem crescente natural. Ficamos entáo com: ul, 


-1000, -30, -12, —10, -5, 0, 7, 13, 18, 90, 500 


Existem símbolos matemáticos para indicar qual de dois números ё maior e qual é q Men 
Esses símbolos sáo > (maior) e < (menor). Escrevemos por exemplo: or, 


5>3 
10<20 
0>-2 
-10 < -5 


Muitos alunos confundem os dois sinais. Para evitar a confusão, basta lembrar que a “abertura” 
do símbolo fica sempre voltada para o número maior. 


Exercícios 

E8) Complete as sentenças com os símbolos < ou > 
а) -23 46 025. -17 к) 45 __-35 p)22. -66 
b)-32. -15 g)-37. .36 )-7. 11 q) 53 _ -32 
0)31_ 42 h)-31. .-26 m)-22. -13 D-82. -15 
d)-25 15 i)-4. 8 n)90  -64 s)-70 -52 
e)-29 -12 )-a4. -27 o)19. 43 )16. —27 


Subtracáo de inteiros 


Antes de estudar a subtracáo de nümeros inteiros precisamos apresentar dois conceitos: 


1) Módulo ou valor absoluto 
Já apresentado neste capítulo, o módulo de um número inteiro nada mais é que o próprio 
número sem sinal. Sabemos que quando um número náo tem sinal indicado, significa que é 
positivo. Portanto o módulo de um número positivo é o próprio número, o módulo de um 
número negativo é o próprio número, porém com sinal tornado positivo. O módulo de zero é 
zero. 


OBS.: O módulo de um número é interpretado geometricamente como sendo a distância do 
número até a origem (0). 


2) Simétrico ou oposto 
O simétrico ou oposto de um número inteiro é o próprio número, com sinal trocado. 
exemplo, o simétrico de 5 é -5. O simétrico de -8 é 8. O simétrico de 0 é 0. 


Por 


Usando o conceito de simetria, podemos definir a operação de subtração com base па adição: 


Subtrair um número é a mesma coisa que somar com o simétrico deste número. 
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Sendo assim, quem já sabe somar números positivos e negativos, também sabe subtraí-los. 


E o que fazer para subtrair um número negativo? Por exemplo, 8 - (-3)? Usamos o mesmo 


conceito: subtrair é o mesmo que somar com o simétrico. O simétrico de -3 é 3, Entáo subtrair 
-3 é o mesmo que somar com +3, 


8 - (-3) =8 + (+3) =11 


Exemplo: 
C5) - C11) = (-5) + (+11) =6 


(subtrair -11 é o mesmo que somar com o simétrico de -11, ou seja, 11) 


Exemplo: 
-2 - 7 = (-2) + (-7) = -9 


Observe que os dois sinais “—” têm significados diferentes. O primeiro “—” é o sinal negativo de 
2, formando assim o número -2. O segundo ^-" e um sinal de subtração, indicando que o 
número à esquerda (-2) deve ser subtraído de 7. Os sinais, tanto “+” como o “—”, podem 


indicar uma operação (adição ou subtração), ou indicar o sinal de um número inteiro (positivo 
ou negativo). 


Exemplos: 


Lembre-se: subtrair é o mesmo que somar com o simétrico. Então basta transformar a 
operação de subtração em adição, e inverter o sinal do segundo número. 


(74) - (+5) = (4) + (-5) = -9 

(*9) - (+3) = (+9) + (-3) = +6 

(15). (74) = (+5) + (+4) = +9 

(+3) - (+9) = (+3) + (-9) = 6 

(56) - (3) = (4) + (+8) = +2 

(9) - (5) = C9) + (+5) = 4 

(+8) - (+8) = (+8) + (-8) = 0 

(27) - C7) = C7) + (+7) =0 

Exercícios 

E) aj(3)-(4)= f (21) - (4) 5 k) (3) - (-24) = p) (-21) - (-11) 5 


b)(-3)-(-5)= 
©) (45) = (43) = 
d (5) -(4)= 
e) (+16) - (+12) = 


E10) a)(-7)-(+3)= 
b) (+3) - (-9) = 
0) (+4) - (24) = 
d) (+8) - (-11) = 
e) (+15) - (-19) = 


g) (713) = (13) = 
h) (-32) - (-14) = 
i) (+7) - (+9) = 

j) (416) - (-22) = 


f (+15) -(-9) = 
g) (-18) - (+26) = 
h) (23) - (+15) = 
i) (+13) – (-7) = 

j) (+16) - (444) = 


) (+7) – (+3) = 
m) (-26) - (-19) = 
n) C29) - (-33) = 
0) (+3) — (+4) = 


k) (+8) - (21) = 
(+4) - (55) = 

m) (734) – (+18) = 
n) (-32) - (42) = 
0) (-22) - (+5) = 


q) (+34) - (+42) = 
r) (-55) - (-20) = 
5) (+60) — (+30) = 
t) (=7) - (-18) = 


p) (+45) - (-18) = 
q) (+38) - (-40) = 
r) (-63) - (+32) = 
s) (+72) - (-33) = 
t) (-16) – (-24) = 
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18 : ALGEBRIç 
s múmeros positivos pode ser eliminado. Também a TA 
em hs 


Lembre-se que o sinal do x 
eliminados os parénteses do primeiro nümero de uma operação. 


E11) a)(-2)-(-5)= f) C26) - C3) k) (22) - C26) = p)-12- 13). 
b) (4) - (-2) = g) (-14) - C31) = )6-9- q) +32 -22 = 
c) (+5) - (+4) = h) (-35) - C21) = m) -28 - (-17) = r) 45 - (-10) = 
d) (-3) - (4) = )+5-8= п) (-19) - (C36) = 5) 40-30 - 
e) +6 - (+12) = j) (415) - (-18) = о) (+6) — = t) (9) - (-29) = 

E12) а)-22-62- f 25 - (-13) = k) 25 — (-52) = р) 65 - (212) = 
b) -19 — (-25) = 9)-32-51= )-31-(-23) = q) 37 - (-75) = 
c) 44 - (-33) = h) -16 - (-27) = m) -42 - (-20) = r) 76 - (-48) = 
d)-18-21= )-9-13- п) 73- (-54) = 8)-20-1-17) 
e) -33 - (-18) = j) -24 - C50) = 0)28-15= t) 39 - (-28) = 


Preste atenção nos sinais, não vá somar quando for subtrair, e não vá subtrair quando for para 


somar. 

E13)  a)-23-46- f) 35 + (-27) = k) 15 + (-55) 5 p) 52 — (67) = 
b) -12 — (-15) 5 0)-47-26 = |) -17 - (221) = q) 13 + (-26) = 
с) 51 - (42) = h) -21 + (46) = m) -25 + (-33) = r) 82 - (-10) = 
d)-15-15= )-4-8- n) 98 - (-64) = s) -70 + (-52) = 
e) -27 - (-12) = j-12* (32) = o) 17 + 38 = t) 16 - (37) = 


significado de cada um dos sinais + ou - que 


No próximo exercício vocé deve indicar o 
“negativo”, “adição” ou “subtração”. Vejamos 


aparecem. Os sinais podem indicar “positivo”, 
três exemplos: 


(4) – (+5) > negativo, subtração, positivo 
(+3) – (+9) > positivo, subtração, positivo 
-3 + (-9) > negativo, adição, negativo | 
Е14) Não precisa calcular, apenas indique o significado de cada sinal, como fizemos nos | 


exemplos acima. 


а)-23-46- f) 15 + (-55) = 
b) -12 - (715) 5 9) -17 - (-21) = 
c)51- (42) = h) -25 + (-33) = 
d)-15- 15 = i) 98 — (-64) = 
e) -27 - (-12) = j) 17 +38 = 


Expressões com adição e subtração de inteiros 
1 

Na aritmética ensinada nas primeiras séries do ensino fundamental, lidamos e x 
izimi 


números positivos, sejam naturais, sejam racionais (frações, números decimais, dicio 
periódicas) Os nümeros sáo agrupados com sinais das operações aritméticas o 
subtração, multiplicação, divisão, potenciação, e até raízes), com a ajuda de parênteses, C s 
e colchetes. Aquelas expressóes, que chegam a assustar muitos alunos, também estáo pem. 
nas séries superiores do ensino fundamental, mas dessa vez podem apresentar а p 
nümeros negativos e nümeros irracionais. Vamos сошесаг a estudar o assunto aqui 
expressões simples. 


y 
ari ; Aci : . „press 
Na aritmética básica, lidamos apenas com nümeros inteiros. Para formar =. рог 
precisamos ter pelo menos dois nümeros e um sinal que represente uma operas 5 3. se 
exemplo, partindo dos números 5 e 3, nào podemos formar uma expressão com 


Dp 
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ho riL 1 4 


juntarmos os dois números, sem espaço, teremos o número 53, mas se usarmos um espaço, 
teremos alguma coisa sem significado matemático: o número 5 ao lado do número 3. Não 
podemos operar os números, pois não está sendo informada, qual é a operação que deve ser 


feita. Para juntar esses números em uma operação matemática, devemos ter pelo menos um 
sinal, como 5+3, 5-3, 5/3, etc. 


Quando estamos lidando com números 
relativos, faz sentido colocar números lado 
a lado, desde que convencionemos o 
seguinte: quando não existe indicada a 
operação a ser feita, considera-se que o 
sinal do segundo número indica a 
operação a ser realizada. 


Alunos da Е$РСЕх 


Por exemplo, no caso do 5 e do 3, colocados lado a lado, passamos a considerar que o sinal + 
do 3 é a operação a ser realizada. Escrevemos opcionalmente o 5 como +5 e obrigatoriamente 
o 3 como +3. Ficamos então com +5+3, que é o mesmo que 5 + 3. É uma expressão que dá 
resultado 8. Note que esta convenção não é obrigatória, por isso não é conveniente usá-la de 
forma indiscriminada. Sendo assim, devemos evitar expressões como “5 3”, e usarmos ao invés 
disso, “5 + 3”, que não deixa margem a dúvidas. 


Um outro exemplo, vamos colocar lado a lado os números 3, -7, 5 e -9. Ficaríamos então 
com: 3-7+5-9. (convencionamos que os sinais dos números indicam implicitamente as 
operações a serem realizadas). E uma expressão válida, que pode ser facilmente calculada. 
Podemos usar agora dois métodos para fazer os cálculos: 


1) Fazer as operações uma a uma, na ordem em que aparecem. 


3-7 =-4 
-485-1 
1-9--8 


2) Agrupar todos os positivos, agrupar todos os negativos, e somar (algebricamente) os 
resultados. Este processo é em geral, menos trabalhoso. 


4355 = +8 
-7-9 = -16 
+8-16 = -8 


Outro exemplo: 

-5+6+12-11-7+9 

Juntando os positivos: *6*12*9 = +27 
Juntando os negativos: -5-11-7 = -23 
Resultado: +27-23 = +4 


Quando um aluno estuda números negativos pela primeira vez, é neste ponto onde começa a 
errar sinais, começa a não entender, dando início a uma deficiência que se prolonga pelo resto 


do estudo da matemática, inclusive nas séries posteriores. Observe novamente a expressão: 


-5+6+12-11-7+9 
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expressáo. Afinal, 5*6 é o mesmo 


O aluno fica tentado a substituir o "5*6" por 11 па ias КЕ Que 
respeito ao 6. É errado entáo trocar О 5*6 por 11 na expressão, е сак com -1, 0 Certo 


somar —5 com +6, o que resulta em +1. 


ressáo por 16, ficando com -16. O sinal 
=E 


А do trocar o 7+9 da exp 
Da mesma forma, seria erra -7 +9, o que resulta em +2. 


apenas do 7, e não se aplica ao 9. O correto € fazer 


Para não cair nos erros, basta você entender a que números se ipn os нан negativos, Na 
expressáo do exemplo, o primeiro sinal — se aplica apenas ад 2, O segundo sinal - se арц, 
apenas ao 11, e o terceiro sinal - se aplica apenas ao 7. 


juntar os negativos e somar algebricamente ë 


O método ensinado (juntar os positivos, ; 
ais um exemplo e a seguir exercícios sobre 0 


resultados) é bem fácil de ser usado. Façamos m 
assunto. 


Exemplo: 

Calcular -5-7+6-9+4-3 

Juntando os positivos: *6*4 = +10 
Juntando os negativos: -5-7-9-3 = -24 
Resultado: +10-24 --14 


Facamos entáo os seguintes exercícios: 


E15) a)-74+5= 05-3-247- k) 7 -3 +5 -2 +7 = 
b) -2 -3 +2 = 9) -9 +6 +2 -1 = |) -7 -2 +3 -7 +4 = 
с) 5-2-3 = h)-6 +4 -3 +5 = т) -5 +3 -2 +8 -3 +9 = 
4)-5-6-2- i) -5-8 +2 +1 = n) 9 6 +8 -3 +6 -2 = 
e)-2 -8 +3 = j) -3 +3 -5 +7 = 0)7 +3 -1-2 -3-1= 
E16) a)-23-46+15= f) 35 -27 -38 +42 = k) 15—55 +32 -24 +12 = 
b) -12 -15 +12 = g) 47 +26 +21 -11 = 1) -17 -21 +13 -17 +14 = 
с) 51 42 -13 = h) -21 +46 -13 +15 = m) -25 +33 -22 +18 -13 +19 = 
d) -15 -25 -21 = i) -4 -8 +22 +11 = n) 98 —64 +28 -32 +26 -12 = 
e) -27 -12 +33 = j) -12 +32 -15 +18 = 0) 17 +38 -11 -23 -13 - 31 = 
Corta-corta 


Quando temos uma longa sequência de adições e subtrações, muitas vezes encontramos 
- t 
nümeros que, uma vez somados, dáo resultado zero. Por exemplo, uma expressáo pode ter 
"ie x Q : 
e -9, na mesma adicáo, entáo podem ser “cortados”, pois seu resultado será zero: 


-049-5-9--249-5-8--2-5--7 


! :0 
No exemplo abaixo, cortamos o -9 com o 46 e o *3, pois quando somarmos 43 e + 
resultado será +9, que poderá ser cortado com -9. 


+5 -9 +12 +6 +3 -10 = +5 A +12 8 +3 -10= +5 +12 -10 = +17-10 = +7 


pá 
Note que isto só pode ser feito quando os termos a serem cortados fazem parte de um? mes! 


adição. Por exemplo, estaria errado cortar 8 com -8 na expressáo: 
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—— A meme am ə ə e-o ..—+á O, ..QUDUOU eP— —,ə—.—Ə.——ə>— v,>x>,>>—>  ]o -.—.o; Ç. . 
5 +8 + 3x(7 – 8) 

pois o segundo 8 náo faz parte da mesma adigáo que o primeiro 8. O segundo 8 está 
multiplicado por 3, e náo simplesmente somado com o primeiro 8, entáo náo pode ser 


cortado. 


No exercício a seguir, simplifique o que for possível, e então calcule o resultado final. 


Exercícios 

E17) a) -23 40 +23 = f) 35 -27 -35 +42 = К) 15 -5 +3 -10 +12 = 
b) -12 -15 +12 = 0)-47 +26 +11 -11 = |) -7 -21 +13 -17 +28 = 
c) 13 42 -13 = h) 221 +46 -13 +21 = m) 5 +4 -2 +8 -8 —9 = 
d) -15 -15 +30 = i) -33 4 +22 +11 = n) 8-6 +8 -3+6-16 = 
e) -27 -12 +12 = j) -12 +27 -15 +10 = 0) 7 +8 -11 -3 +3 -15 = 


Eliminação de parênteses 


Expressões matemáticas podem apresentar parênteses, chaves e colchetes. Esses símbolos, 
quando usados, servem para indicar a ordem na qual as operações devem ser realizadas. 


Para resolver expressões que usam esses simbolos, é preciso conhecer duas coisas: 


1) Precedência entre as operações 
2) Precedência entre parênteses, colchetes e chaves 


O cálculo de potências deve ser a primeira operação a ser calculada, depois as multiplicações 
e divisões, na ordem em que aparecem, e por último, adições e subtrações. Por exemplo, para 
calcular a expressão 


3.5+4,32 


A poténcia deve ser feita antes, ficaremos entáo com 32-9.A expressão se reduzirá a 3.5+4.9. 
Como as multiplicações têm precedência, devemos resolvê-las primeiro. 3.5 resulta em 15 e 4.9 
resulta em 36. A expressão se reduz então a 15+36. Finalmente realizamos a adição, que dá 
resultado 51. Esta é a ordem padrão para o cálculo. 


Quando a intenção de quem cria a expressão, é que as operações sejam feitas em ordem 
diferente da padrão, devem ser indicadas entre parênteses, colchetes ou chaves. Devemos 
resolver primeiro as expressões que estão entre parênteses, depois as expressões que estão 
entre colchetes, finalmente as expressões que estão entre chaves. Recordemos por exemplo 
como calcular a expressão: 


200 + ( 2. [ (49 — 1496 + 34)2 -5] - 30)? 
O cálculo ficará assim: 
200 + (2. | (49 - 1496 + 34) -5| - 30)? Calculamos primeiro os parénteses mais internos, a 


divisão deve ser feita antes da subtração. Ficamos 
com 1496 : 34 = 44. 


7 200 + ( 2. [ (49 - 44)? -5] - 30)? Calculamos agora 49 - 44 = 5 

2200 + { 2. [ (5) - 30)? Elevando 5 ao quadrado temos 25 

= 200 + (2.[25-5] - 30)? 25 menos 5 resulta em 20 

= 200 + (2.[20] - 30)? A multiplicação 2x20 deve ser feita antes 
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= 900 + ( 10}? A potenciação deve ser feita antes da divisão 
= 200 = 100 Finalmente fazemos a divisão 
=2 


A ordem das operacóes continuará sendo a mesma que voce usava nas séries anteriore, d 
ensino fundamental, a diferenga é que a partir de agora aparecerao nümeros negativos, frações 
negativas e números irracionais. Você aprenderá a resolver essas БУРЕЕНЗЭЕВ complexas ао 
longo do livro. No momento, comecaremos ensinando a técnica da eliminação de Parênteses, 


Considere a expressão: 
+5 —7 +8 -3 +9 + (+4 -8 +10 +7) 


A regra nos diz que devemos resolver primeiro a expressáo entre parénteses, que no caso 
resultaria em +13 (confira!). A expressáo seria reduzida a: 


+5 —7 +8 -3 +9 + 13 


Entretanto, ao invés de fazer dessa forma muitas vezes é mais simples eliminar os parênteses, 
Observe que dentro dos parénteses temos um -8 que poderia cortar com o +8 que está fora 
dos parénteses, e temos também um +7 que poderia cortar com o -7 que está fora dos 
parénteses. Entretanto, náo podemos cortar um valor que está entre parénteses, com um valor 
que está fora dos parénteses. Os valores só podem ser cortados se fizerem parte da mesma 
sequéncia. A solucáo para o problema é eliminar os parénteses. Para isso, basta saber duas 
regras simples: 


1) Quando um par de parénteses tem um sinal * antes, basta eliminar os parénteses e repetir o 
seu conteüdo. 


2) Quando um par de parénteses tem um sinal — antes, basta eliminar os parénteses e inverter 
os sinais dos seus termos internos, ou seja, 08 positivos viram negativos, e os negativos viram 
positivos. Mas cuidado, esta segunda regra náo pode ser usada quando dentro dos parénteses 
existem outros parénteses, seu uso é apenas quando temos uma sequéncia de valores com 
sinais + e —. 


Usando essas regras, a eliminação dos parênteses ficaria assim: 


+5 —7 +8 3 +9 + (+4 -8 +10 +7) = 
+5 -7 +8 -3 +9 +4 8 +10 +7 = 

+5 -X +48. -3 +9 +4 Y +10 +X = 
+5 —3 +9 +4 +10 = 25 


Muitas vezes na álgebra, a eliminagáo de parénteses náo é uma simples facilidade, mas Sim, 
uma necessidade, ou seja, se náo a fizermos, náo conseguimos resolver o problema. 


Vejamos agora um exemplo com a elimina 


сао de ё didos por um sin | 
negativo. parénteses precedidos Р | 


+3-7+8+5-(6-3+9-7) 


О par de parénteses está precedido devem 4 


por um sinal ne 1 = e . 440 
inverter os sinais dos números no seu gativo, então para eliminá-0, 


interior. Ficamos com: 
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+3-7+8+5-6+3-9+7 = 4 (confira!) 


Outro exemplo: 
+5 -7 +8 -3 +9 —[+4 -(-8 +10 +7) -3] = 


Observe que existem aqui dois níveis (parénteses dentro de colchetes). Мао podemos eliminar 
todos de uma só vez. Devemos eliminar primeiro, os mais internos, que no caso, sáo os 
parénteses. Ficamos entáo com: 


+5 -7 +8 -3 +9 -[+4 —(-8 +10 +7) -3] = 
+5 -7 +8 -3 +9 -[+4 +8 -10 7 -3] = 
+5 -7 +8 -3 +9 —4 -8 +10 +7 +3 = 


Na segunda linha do cálculo acima, 
eliminamos os parênteses internos, que 
estavam precedidos por um sinal negativo, 
invertendo os sinais dos números. Na terceira 
linha, fizemos a eliminação dos colchetes, 
que como estavam precedidos por um sinal 
negativo, os números do seu interior tiveram 
seus sinais invertidos. Agora como todos os 
números ficaram em uma só sequência, 
podemos fazer os cancelamentos permitidos 
e calcular a expressão: 


+5 -7 +8 -3 +9 -4 -8 +10 +7 +3 = 
+5 Y +8 -8 +9 4 -8 +10 +X +3= 
+5 +9 -4 +10 +3 = 

=23 


Alunos do Colégio Militar 


Note que temos dois caminhos que levam ao mesmo resultado: 

1) Fazer as operações de todos os parênteses, antes de serem eliminados 

2) ou entáo ir simplesmente eliminando os parénteses na ordem correta (a partir dos mais 
inteiros), para só no final realizar as operações. 


Exercícios 

E18) Faga a eliminagáo dos parénteses, a seguir use cancelamentos quando for possível e 
termine os cálculos só quando todo os parénteses estiverem eliminados. A seguir, repita os 
exercícios, realizando as operagóes à medida que for possível ou seja, eliminando e 
calculando. 


a) +3 -6 - (-2 -6 +8) f) 5- (6-8) - (+9 4) - C7 +3) k)-6 +3 + (2-3) +2 - C1 +5) 
b) -5 + (-7 -3) g) -5 + (-5 +3) - (6-8) |) +4 -7- (7 -5) + (4 -3) 

c) +9-8-5 + (-2 +9) h) -1 -8 + (-2 +3) -7 + (4 +5) m) +4 + (+2 7) +5 - (23) 
d) +4 +3 -7 - (5 -2) i) +12 + (+8 -6) – (+8 5) n) +5 -5 (+6 -2) + (-2 4) 

e) -2-8- (-7 -3) j) -9 + (2 4) + (-6 +9) 0) 2-5 + (4 -7) - C2 +5) 
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ань 


ST 
E19) dos parênteses, a seguir use cancelamentos quando for poss A 


Faça a eliminação 


termine os cálculos. Vel e 
—(-3+8-5) — 3-6 +3+(-2 +4 -3) + 

а) *5-6*7-(-5-64244) f) 4 -(-5*6-7) -(-3+8-5) -(-6*2) k) + )+2-(-1-3 

b) -3+6+(-2+3-4) g) 3-2-7+(-3+2+5) -(-4 -9) I) 6 +4 747 -5 -5) +6 «(C4 45 Bis 

с) +8-7+4-5+(-3-4+7+5) h) +4-1 -8 +(-2+4+3) -7+(4+5-6) — т):4-2-88-332-7)85-(ннд a) 

d) +5+2-8-6-(12+4-6-20) i) -3+12 +(+8 +4 -6) -(+6+8 -5) п) +5 +3 -5-5 +6 -2) +3 403.09 


е) HISSIIN) | |-8-0408-2-4485-040) — o)+2-5:4+(4-7-1)+4-C2459) 


Parénteses, chaves e colchetes 


Matematicamente, os símbolos (), | e {} tém o mesmo valor. Na verdade, bastariam А 
parénteses, е о uso da regra: *Resolver primeiro os parénteses mais internos”. Entretanto, : 
facilitar os cálculos por alunos mais novos, foram adotados também os colchetes "I ea 
chaves “()”. Isto ajuda um pouco as crianças a identificarem quais partes da expressão devem 
ser feitas antes. Por outro lado, o elaborador da questão fica na obrigação de respeitar a ordem 
do uso de (), [] e () no enunciado. Por exemplo, não seria correto formular neste nível, uma 
questão como: 


(5 — 4x(30 — 18) - [27 – 20]) 


Para manter coeréncia, os parénteses deveriam ser internos, e as chaves deveriam ser externas. 
Usar esses símbolos na ordem diferente do padráo seria uma confusáo desnecessária. 
Matematicamente correto neste caso seria usar todos os símbolos como parénteses, e resolver 
primeiro aqueles mais internos. 


Multiplicacáo e divisáo de inteiros 


As operações de multiplicação e divisão de números inteiros são muito parecidas com as 
operações correspondentes nos números naturais. À única diferença é a questão dos sinais. Os 
números que estão agora sendo multiplicados ou divididos podem ser positivos ou negativos, е 
o resultado também pode ser positivo ou negativo (é claro que o resultado também pode ser 
zero). 


A regra é muitos simples: 
Para multiplicar ou dividir dois números inteiros: 


a) Sinais iguais, O resultado será positivo 
b) Sinais diferentes, o resultado será negativo 


Exemplos: 
(13) 84) = +12 
(-3).(+5) = -15 
(+6).(-4) = -24 
(-4).(-5) =+20 


o uma 


Tradicionalmente, esta regra de sinais é apresentada no ensino fundamental com ções 
traço 


i i : 18 
propriedade a ser decorada, mas na verdade isto pode ser demonstrado. Tais demo! ren 
são feitas em cursos de matemática do ensino superior. Vamos justificar de forma simpl 
o porqué dessas regras de sinais. 


jas 
. e х : : súa 5 n . M _ р 5 пай!“ 
А multiplicacáo de inteiros positivos ё consequéncia da multiplicação de números para 


à ositivos e ë NE . 
que sáo sempre p o resultado é sempre positivo (exceto no caso do que 0 


. . ^ 2. z . io rc 
multiplicar um número inteiro positivo por um negativo, entende-se claramente po 
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produto é negativo, já que tal multiplicacáo pode ser desmembrada em parcelas a serem 
somadas. Por exemplo: 


3. (55) = (55) + (—5) + (55) = -15 


Obviamente, a adição de parcelas negativas terá resultado negativo. Isto justifica o resultado de 
que a multiplicação de dois inteiros, um positivo e um negativo, terá um resultado negativo. 


Um pouco mais dificil é a demonstracáo de que o produto de dois inteiros negativos tem como 
resultado um valor positivo. Para justificar (não demonstrar, pois a demonstração correta seria 
mais elaborada) esta regra de sinal, considere dois inteiros positivos, a e b, de tal forma que os 
números -a e -b sejam negativos. Partimos então da seguinte igualdade: 


-a.0=0 


Isto nada mais é que uma propriedade da multiplicação: qualquer número inteiro multiplicado 
por 0, dá como resultado 0. Por outro lado, o número 0 pode ser obtido pela soma de 
qualquer número b com o seu simétrico, -Б. Ficamos entáo com: 


-а. (b +(-b))=0 


A multiplicacáo de inteiros tem a chamada propriedade distributiva, ou seja, o número -а está 
multiplicando b e -b, ficamos entáo com: 


-a.b + (-a).(-b) = 0 

Somando a.b aos dois lados da igualdade, ficamos com: 

-a.b + a.b + (-a).(-b) = a.b 

Os números ab e -a.b são simétricos, sua soma é zero. Ficamos finalmente com: 
(-a).(-b) = a.b 


Este resultado mostra que o produto de dois números negativos (-a e —b, lembre-se que 
consideramos a e b positivos) é igual ao produto dos seus módulos, com o sinal positivo. Isto 
mostra por exemplo que (-6) . (-8) = 6.8 = +48. Fica assim justificada a propriedade de que o 
produto de dois nümeros negativos tem como resultado, um valor positivo. 


Como vemos, para multiplicar dois nümeros relativos, multiplicamos normalmente seus 
módulos. О sinal do resultado dependerá dos sinais dos números que estáo sendo 
multiplicados. Se os sinais forem iguais (++ ou — —), o resultado será positivo. Se os sinais dos 
dois números que estão sendo multiplicados forem diferentes (+ — ou — +), o resultado será 
negativo. Obviamente, se um dos dois nümeros for zero (ou ambos), o resultado será zero. 


À mesma regra é aplicada para a divisáo. Inicialmente fazemos a divisáo dos nümeros, sem 
levar em conta o sinal (ou seja, dividimos os módulos dos números). Lembre-se que nào existe 
divisáo por zero. Para saber o sinal do resultado, basta verificar os sinais dos dois nümeros da 
operação. Se os sinais forem iguais (+ + ou — —), o resultado será positivo. Se os sinais forem 
diferentes (+ — ou — +), o resultado será negativo. 
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26 NM О ALGEBRISTA 
Exemplos: 
(+48)-+(+6) = +8 
(-32)-4-8) = +4 
(-28) (44) = -7 
(+21)+(-7) = 3 
Exemplo: : А 
со expressóes abaixo, usando o menor número possível de parênteses e de sinais 
: fetuar ões: , 
ги PEE 
b) (53) (+5) e) (+48) (+6) Шин 
с) (56) (-4) 0 (-32) 1-8) i) (-12).(73) 


o o uso do sinal nos nümeros positivos. Por exemplo, +5+8 pode 
ser escrito como 5*8. О ünico sinal + que permanece nesse caso éo que indica a operação de 
adicáo. Parénteses também podem ser omitidos, desde que isso não resulte em dois sinais 
juntos, como ++, —., por exemplo. Sendo assim, podemos escrever аз oito expressões acima da 


seguinte forma: 


Sabemos que não é obrigatóri 


a) 3.4 = 12 

b) -3.5 = -15 

c) 6.(-4) = 6.4 

d) 4.(-5) = 4.5 

e) 48-6 

f) -32+(-8) = 3248 
g) -28+4 

h) 21-4-7) = -21+7 
(-12).(-3) = 12.3 


Produto com mais de dois fatores 


A regra para sinais de multiplicacáo e divisáo deve ser alterada para o caso de quando temos 
mais de duas parcelas. Por exemplo: 


(-3).(+4).(-5).(-10) = 


No exemplo acima temos uma multiplicação de quatro fatores. O módulo do resultado é 0 
produto dos módulos, no caso, 3 x 4 x 5 x 10 = 600. Para saber o sinal, contamos quantos 
números negativos existem entre os fatores que estão sendo multiplicados. Se o número de 
fatores negativos for ímpar, o resultado será negativo. Se o número de fatores negativos for p% 
o resultado será positivo. No nosso caso são 3 fatores negativos, então O resultado ser 
negativo. 


(-3).(+4).(-5).(-10) = -600 


ra O 
dá 


É fácil entender o motivo desta regra. Um sinal positivo em uma multiplicação não alte 

sinal do produto. Já um sinal negativo, se agrupado com um segundo sinal negativo, 

resultado positivo. Se os sinais negativos forem agrupados “de dois em dois”, ficarão posi 
, 


Quando sobra um sinal negativo sem agrupar (ou seja, quando o nümero de sinais negativ 
ímpar), o produto será negativo. 


tivos. 
os é 
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Exercícios 


E20 a)(-3).(-6)= f) (728) + (4) = k) (3) . (-24) = р) (-2) . (411) = 
b) (-3) . (-5) = 9) C13). (-3) = ) (+7) . (+3) = q) (+3) . (+32) = 
c) (+5) . (+3) = h) (32) + (4) = m) (6) . (-9) = r) (-58) + (-2) = 
d) 5). (4) = i) (+7) . (+9) = n) (-27) + (-3) = s) (+60) + (+3) = 
e) (+6) . (+12) = j) 6) . (-22) = 0) (+3) . (+4) = t) 7) . (-8) = 
E21) a) (-2) . (-5) = f) (-27) + (-3) = k) (-2) . (-26) = р)-72 + (-24) = 
b) (4) . (2) = g) (-54) + (3) = )6.(-9)= q) +32 + (-2) = 
с) (+5) . (+4) = h) (-95) + (5) = т) 84 + (-7) = г) 45 . (2) = 
d) (-3) . (4) = i) +5 (-8) = n) (49) + (-7) = s) 90 + (-30) = 
e) +96 + (+12) = j) (45) + (-9) = o) (+6) .(-3) = t) (-91) + (-7) = 
E22) а) (-24). (-5) = f) (-270) + (-3) = k) C20) . (-26) = p) -720 + (-24) = 
b) (42) . (-2) = g) (-108) + (-3) = ) 60 .(-9) = q) +680 + (-20) = 
c) (+25) . (+4) = h) (-850) + (-5) = m) -840 + (-7) = r) 45 . (-20) = 
d) (-30) . (4) = i) +500 (-8) = n) (-490) + (-7) = s) 900 + (-30) = 
e) +960 + (+12) = j) C450) + (-9) = o) (+65) .(-3) = t) (-630) + (-7) = 
E23)  a)-2.(4).(3) = f) 5.(-7).2 = k) 5.(-5).2.(4).2 = 
b) –2.(-5).12 = g) -4.2.11 = ) -7.(-2).3.(-4) = 
с) 5.(4).(-3) = h) –2.4.(-3).5 = т) –5.3.(-2).3 = 
d) —5.(—5).(—2) = )-44-8)2 = п) 9.(-6).2.(-3) = 
e) 7.(22).3 = j) -2.3.(-5).8 = 0) 7.3.(-2).(-3) = 


Expressões combinando multiplicações e divisões 


Podemos encontrar inúmeros tipos de expressões, combinando todas as operações 
matemáticas possíveis. Até agora vimos somente alguns tipos, a mais complexa foi a sequência 
de multiplicações. Vejamos agora como resolver uma expressão que tem somente 
multiplicações e divisões em sequência, como por exemplo: 


6) . (+14) + (7) + (22) . (+4) 


Note que esta expressão não tem adições e subtrações, só uma série de multiplicações e 
divisões. Quando isto ocorre, devemos realizar as multiplicações e divisões, na ordem em que 
aparecem. À regra de sinal é a mesma da sequência de multiplicações: quando o número de 
sinais negativos for impar, o resultado será negativo, caso contrário, será positivo. Ficamos 
então neste exemplo com: 


6.14=84 

84 + 7 = 19 

12 2-6 

6.4-24 

O sinal é negativo, pois existem 3 fatores negativos. Portanto o resultado é -24. 

Exercícios 

E24) а)-2(-14)-4- f 15.(-7).3+(-9) = К)5.-5)-4) 10 = 
b) -3.(-5).12+(-9) = 0)-14--211 = |) -7.(4)+2.(4) = 
0)54-4)1-3) (-15) = 1)-24(-3) 6- т)-5.3(-2) 3 = 
0) -15.(-5)-+(-25) = )-144-4) 22 = п) 9.(-6)+2.(-3) = 
e) -27.(-2)+18 = j) -2.3.(-5)+10 = o) 7.6+(-2)+(-3) = 
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oes € divisões é formar uma fra ão 
equ à ipli 

Md o fator e todos 05 números que e sendo multiplicados, | 

ão sendo divididos. À regra de sinal E 

a 


Outra forma de reso 
colocando no numera 
colocando no denomin 
mesma. Por exemplo: 


(6) . (14) + € 509: (= 


ção de frações. SA 
: :mplificar com O 7, иса 
depois de simp 4-94, e 0 sinal é negativo: -24. 


resultado será entáo 0. 


7 do denominador simplifica com y 


A seguir usamos as regras de simplifica 9, Este 2 sim lifica 
14 do numerador. O 14, : P com o 2 que 
está no denominador. O 
Exercícios 

F25) Repita o e a de simplificação que acabamos de apresentar. 
їасао de números inteiros 


ncia nada mais é qu 
e repete) 
das bases negativ 


xercício 24 usando а técnic 


e fatores iguais. А mesma coisa 
negativo. Apenas temos que 
rtanto interessados em 


e um produto d 
é um nümero 
as. Estamos po 


Potenc 
Sabemos que uma poté 
valerá quando a base (o fator que 5 
conhecer a regra de sinal para о caso 


calcular: 


AB 

(0, 1, 2, 4) chamado expoente, € А pode ser qualquer número 
ero), chamado base. Elevar o número A à poténcia B nada mais 
com um total de B fatores: 


onde B é um número natural 
inteiro (positivo, negativo ou 2 
é que multiplicar Á por si mesmo, 


48 = Ax AX Ax Ax...X A 
(B vezes) 


As primeiras regras da potenciação são as mesmas já estudadas na aritmética: 
1) Qualquer base elevada à potência 1 é igual à própria base. 
Al=A 
2) Qualquer base, que não seja O elevada ao ex éi 

, , poente 0, é igual a 1. 
A? = 1 (AO) gs 
3) O nümero 1, elevado a qualquer expoente (no : 
que sejam nümeros naturais), é igual a L (no nosso caso estamos lidando com expoentes 


1B=1,BeN 
4) O número 0, elevado a ualqu intei : 
2-1 di qualquer expoente inteiro positivo, é igual a O. 
OBS.: 0 n&o pode ser elevado a 0, nem a expoentes negativ 
OS. 
0 ou 1. Par 
г do 


Essas quatr indivi 
meta ie - цэвэрч individualmente os casos de base ou e alend 
eros, vale a regra de multiplicar a base ianiai а par О : 
> ezes quanto tor o 


expoente. 
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Capítulo 1 - Nümeros inteiros 
Exemplos: 


а) C9? = (—4).(—4).(—4) = -64 

b) (53) = C3). C3) -9 

0) Є5)°=1 

3 7! =-7 

Para calcular potências onde a base 
é um número inteiro (positiva, 
negativa ou 0) e o expoente é um 


número natural (exceto 00, que não 
existe), fazemos o seguinte: 


29 


1) Calculamos a potência normalmente, sem levar em conta o sinal. 
2) Se a base for positiva, o resultado será positivo 


3) Se a base for negativa: 
3.1) 
3. 


Quando o expoente da base negativa for par, o resultado será positivo 
2) Quando o expoente da base negativa for ímpar, o resultado será negativo 


Note que esta regra de sinal é similar à da multiplicação com vários fatores, já que uma 
potência nada mais é que uma multiplicação de fatores iguais. 


Exemplos: 

a) (-2)6 = +64 

b) (4) = -27 

c) (-2)º = -32 

d) (-2)8 = 128 

Exercícios 

E26) Calcule as seguintes potências 

a) (-5J2 = 062= 
b) (3) = 9) (4) = 
с) 2= h) 35= 
d (6) = ) Є25= 
e) 8- )/ 525 
E27) Саїсше as seguintes poténcias 

a) (-3) = ) 9 = 

b) (4) = g) -3) = 
c) 35= h) 28 = 
d) (-5} = i) (3) = 
e) 102 = j) 122 = 


E28) Calcule as seguintes poténcias 


32! f 1912! = 

b) (-5.000.000)º = g) (-534) = 

c) (-173) = h) 230º = 

d) (179001 = i) 12 = 

e) 07 = j) 1.234.567? = 


e) (-1)!% = | 
f) 43 = 64 
g) (200) = 1 
h) 0% =0 


e cn 
)42- 

m) (-3)* = 
п) (-2) = 
o) (-8)? = 


k) (-9 = 
1) 182 = 

m) (-5) = 
n) (-2) = 
о) (4)? = 


k) 09 = 

) 7125! = 
m) (-78) = 
п) 125 

о) (-512) = 
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anci fatores primos: 
duto de potências de ОЧ 
E29) Represente v P 3334-7)07)3 ЭЛЭЭЖ, 
:)333333621(2)9) 92233344 ШҮ БА, )442)(2)222 
b) 20055 t 2771 h 3344455519 п) 234 А> ).3.(-5).5.5 
с) 2.2.2. 479) od ARA : 2.3.5.3.2.5. 3.0. DJ 
д 22224949823" | 213513287 o) 10.11.(-12).14.(-46) 
e) 10. 1U.2U.2 V. 
MN n ин 
а 31 5 
a 1 d 
20 i) 1000 n)- 
A 07 1) 98908093! о) 4433439930327930 
Propriedades das poténcias 
A potenciação de números inteiros tem as mesmas propriedades das poténcias de número, 
naturais: 
a) (a.b)* = ax b* 
b) (a/b)* = a"/b" 


a e b são números inteiros, € X & um número natural, respeitando apenas 


Nessas propriedades, 
te divisáo por 0, nem 00. 


as restrições de que não exis 
É muito fácil justificar essas quatro propriedades, partindo da própria definigáo de poténcia. 


Por exemplo: 


(a.b) = (a.b) x (a.b) x (a.b) x... x (a.b) = ахахах..хах bxbxbx...xb 


(x vezes) (X vezes) 


(x vezes) 
— аг х b” 


As outras três propriedades citadas podem ser demonstradas pelo mesmo princípio. 


Vejamos alguns exemplos com números naturais: 


Exemplos: 
a) (3.5)? = 32.52 = 9x 25 = 225 


b) (2.3)! = 24.34 = 16x81 = 1296 

c) (4/2)? = 45 /2 = 648 = 8 

d) (23? = 93.2 = 96 = 64 

Até aqui nào há nad. jn a 
a de novo, essas propriedades já foram estudadas em séries VS i 


ensino fundamental. Уе! 
. Vejamos 
negativos. 3 agora quando as bases são números inteiros, s€ 
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НЕ гэ A xxw+:-—x+aa+sx<|h$uuwƏw—.u.  — — .  _  ——— 
Exemplos: 


a) [2.(-5)]2 = 22. (—5)? = 4 x 25 = 100 
ё o mesmo que: 


P.S = H10? = 100 


b) [(-6) + 3P- (-6? + 323-236 «9-4 
é o mesmo que: 


[(-6) + 3]? = [-2]? = 4 

o) IP = C29?» C3) = 64 

é o mesmo que: 

EJP = [-8 = 64 

Essas propriedades podem servir para facilitar cálculos. Digamos que vocé precisa calcular: 
106 + 56 

10º vale 1.000.000, e 5º vale 5.5.5.5.5.5 = 15.625. Agora temos que dividir 1.000.000 por 15.625, 
uma conta bastante trabalhosa, que resulta em 64. Fica muito mais fácil usar a propriedade: 
(a+b)* = a*=bx 

isso é o mesmo que dizer que a*-b* = (a-b)*. Então: 

106 = 56 = (10-5)6 = 26 = 64 


Exercícios 


E31) Multiplique as seguintes poténcias, e agrupe as que tiverem a mesma base, reduza a bases 
positivas, colocando o sinal à parte, quando for o caso. 


a) 2.21.23 f) 251.210 29 k) 32.3.(-3)5.102.10* 
b) 32.3.33 0) 35.32 |) -251.210 29 (.2)5 
c) 25.27 25 h) 103.10.10º m) -57.58 

d) 102.10* i) 57.58 п) -25.(-29,(-2)9. 
е) 53.55.52.54 j) 22.28.25.27 o) 5555-51-59) 
E32) Multiplique as seguintes poténcias, dando a resposta na forma de uma poténcia ünica 
а) 39.55 f) 103.83 k) (27.325? 

b) 27.57 g) a5.b5 1) 454-6р 

c) 22.32.52 h) 25.105 m) -10%.(-8)3 

d) 45.65 i) 200.550 n) (-2)5.(-105 

е) 55.55 j) 57.57 o) -57.(-5)7 

E33) Efetue as seguintes divisóes 

а) 3+32 f) 129-123 К) -315+(-3)2 

b) 25-23 0) 69-63 1) (-10)2+103 

с) 57-45 h) а50+а20 m) 69+(-6) 

d) 108+103 i) 1008-1009 n) (7) 174 

6) 75-14 j) 10005-10002 o) (-2)8+(-23) 
E34) Efetue as seguintes divisões 

a) 10%+58 f 95+35 k) (-12)3+23 

b) 12342» g) 304+64 ) 242«(-3? 

c) 16545 h) 142+72 m) -95«(-3)5 
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— O ALGE 
: E +32 i) 12010+2410 n) (306) RISTA 
| 158054 j) 805459 0) -80 +(-5)6 
аш as seguintes хий” — | 
b) (2.10 g) 25) MEAE 
c) (5.7) h) (219) m) 2.C3)8] 
d) (3.4) i) (213) n) [459 
7.10 -5 


oduto de potências de fatores primos, sem тере 
do 


E36) Exprimir as expressóes como um рг n 4 
de bases. Ex: 42.63.9* = 92 92.93 33.34.34 = 27.31. Use apenas bases positivas, e indique о sinal 
em separado, quando for o caso. k) 23-69 


a) 62.103 43.62.103 

| 22 65.93 | 21448? J) (—15)5.(—9)* | 
c) 62,85 h) 98,18? m) —43.(—6)2.105 | 
d) 103.20 i) 63.124.182 п) 4-5)*.(-10)5.25? 

e) 153.94 j) 54.102.253 o) (-6Р.128,-18р | 


E37) Exprimir as expressóes como um produto de poténcias, agrupando as que, forem de 


mesma base. 


Ex: 2.x2.y3.5x4 = 10.хб.уз 


а) 2х2.73.Х5 f) 2х3.2.23. 3х2.у!29 К)-33,-ур.22 xyz 
b) 3a2.b5.c? . 2 a.b?.c? g) X4.y4.z2  2х2.у22 |) (-ар (0) 

с) 5x?.y5 . Зу! h) a*.b? . a3.b2 m) —a?.(-b)?.b* 

d) 22º.b*. За . 4b . 540 i) m3.p4.q2 . 3m . 2n . 5q n) (-a)*.(-a)º,a2 
e)xày? .2xy . 3x2 y* j) 5at.b2.0º .2. a.b.c o) (-a)*.b5.(-a.b)? 


Expressóes com números inteiros 


Praticamente todo o estudo da álgebra exige a resolucáo de expressóes num 
Literais, porque apresentam letras que representam números. Por exemplo, x? -3x * 5 é uma 
expressáo algébrica do segundo grau, na qual x representa um número real qualquer. Para 
operar com essas expressões, é preciso ter habilidade algébrica, ou seja, saber operar ё 
simplificar diversos tipos de expressões, das mais simples às mais complexas. Essas expressões 


podem envolver operações como: 


éricas ou literais. 


e Adição, subtração, multiplicação e divisão 
Potências e raízes 

Frações algébricas 

Parênteses, colchetes e chaves 

Números e letras com sinais positivos ou negativos 


$ 

| го valore 
A partir de agora vocé vai trabalhar com expressóes numéricas, inicialmente ie mais 
inteiros, positivos ou negativos. Dominando a técnica para números inteiros, HC m I 
fácil manipular as expressões algébricas mais complexas 


As expressóes algébricas apresentadas nesse capítulo teráo apenas: 
e Números inteiros 


° Operações de adição, subtração, multiplicação e potências de números ШП 
e  Parénteses, colchetes e chaves 


teiros 
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“ага efetuar essas expressões, vamos usar os conceitos já apresentado nesse capítulo. 


Sequência de adições e subtrações 


Realizamos as operações na ordem em que aparecem. Para facilitar, podemos agrupar todos os 
positivos e agrupar todos os negativos, para calcular a soma algébrica final. Podemos ainda, 
antes iniciar a operação, fazer simplificações como já ensinamos neste capítulo. 


Exemplo: 

Calcular -5 +3 -8 +7 -6 +2 -9 

-5 -8 -6 -9 = -28 (agrupando os negativos) 

+3 +7 +2 = +12 (agrupando os positivos) 

-28 +12 = -16 (operando a soma dos negativos com a soma dos positivos) 


Exercícios 

E38) Faça a eliminação dos parénteses, a seguir use cancelamentos quando for possível e 
termine os cálculos, 

8)6-1-348-5)-1-546-7) (-4+5) f) +5-8 +5+(-4 +6 -5) +4 —(-3 -5+7) 

b) 6-1-10+(-6+5+8) -(-3 -6) g) -9 +7 -10-(10 8 -8) +9 +(-7 +8 —6) 

c) +8 -5 -4 +(-7+10+7) -8+(-6+7-4) h) 48-6 —4+(-7 +6 -3) +9 (49+6 -7) 

d) -7+8 «(412 +8 2) (+9+5 -8) i) +7 +8 -2-(-3 +9 -7) +8 «C8 -7 -9) 

e) 6-7 «(55 -6 -8) «(48-3 +7) j) +6 -9+8 +(-8 -3 -5) +8 -(-6 4946) 


Sequéncia de multiplicacóes e divisóes 


Nesse tipo de cálculo, realizamos as operações na ordem em que aparecem. Um método que 
toma o cálculo mais simples é formar uma fração, colocando no numerador o primeiro fator e 
todos os fatores que estão sendo multiplicados, e colocar no denominador, o produto de todos 
os fatores que estão depois de algum sinal de divisão. Quanto ao sinal, será negativo se o 
nümero de valores negativos da sequéncia for ímpar, e positivo se o nümero de fatores 
negativos da sequencia for par. 


Exemplo: 


3141 = (—7) = CD), (+ = 6х14х4. 9, 
C9. (4) + (57) + (52) 4) = ERA 


Ou seja, o primeiro fator vai para o numerador. Entre os termos seguintes, todos os que tém 
antes um sinal de multiplicação, ficam no numerador. Todos aqueles que têm antes um sinal 
de divisão, ficam no denominador. 


Exercícios 

E39) а) 25.(-4).3-(-15) = f) 15.(5).(-2) 210 = 
О)-24--3.11 = 9) -9.(-4)7-2.(-4) = 
c) -12.4.(-3)+6 = h) -15.3.(-2)+3 = 
d) -24.(-4)-6 = i) 9.(-4)+2.(-6) = 
e) -2.3.(-6)--18 = j)9.6+(-3)+(-2) = 


Expressóes com adicáo, subtracáo, multiplicacáo e divisáo 


Quando a multiplicação e a divisão se misturam com a adição e subtração, devemos primeiro 
resolver todas as multiplicações e divisões. Vejamos um exemplo simples: 
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Itiplicar O resultado p 7$ As multiplicaçõe 
primeiro 5.(-3) = -15. Só então 5 devem 


depois mu 
rreto é fazer 


5 
i o somar 7+9, Р“ 
Seria errad » E Portanto O со 


745.3) = 
7+(-15) =-8 


Exemplo: 
9.3+4.7-2.4.5+3.6 = 
rram devido à confusáo de números agrupados no papel. Para não errar de 
tre os sinais de adicáo € subtração, € deixe mais juntos os números ligados 
5 


divisão. Ficaria assim: 


Muitos alunos € 
um espaço maior en 
pela multiplicação € 


23 + 4.7 - 9.4.5 + 3.6 = 
6 + 98 - 40 + 18 = 12 
o existem divisões, à regra é à mesma: realize todas as multiplicações e divisões, para 


Quand 
as adições Є subtrações. 


no final, realizar 


Exemplo: 
9.3+40+5.7-2.4.5+3.6+9 = 
93 + 40-57 - 24.5 + 3.6+9 = 

6 + 56 - 40 + 9 = 24 

Se existirem nümeros negativos, realize normalmente 85 operações, levando em conta os sinais. 


Exemplo: 
9.3+(-40)+5.7-2.4.(-5)+3.(6)+9 = 

23 + (40)+57 - 24.5) + 3.-6)+9= 
6 + C56) - (40) + (-2) = 

6 -56 +40 -2 = -12 

plicação e divisão como “sinais fortes”, que deixam 08 números 
as operações devem ser 


Considere os sinais de multi 
ção e subtração como “sinais fracos”, cuj 


“grudados”, e os sinais de adi 
feitas depois. 


Exercícios 
OBS.: O símbolo 5.” Significa multiplicação 
E40) а) (3).(4) + (2).(-24) f) (-32)+(4 
-(4) - (-3).(-11 
a о. , no 2 (-13) (53) + Үү 
| -7). ) (-28)+(4) – (-28)+(- 
: ко -(-21)-(3) i) (+6).(+9) + Ван) i 
) (+6).(+5) + (+3).(+9) j) C7).722) - (-6).(-8) 


k) (-27)+(-3) + (+5).(+4) 

|) (254) + C3) - 96=(+12) 
т) (-95)+(-5) + (49)+(-7) 
п) +5.(- 8) + 90--(-30) 

о) (45)+(-9) - 84-4-7) 


ЕА1 -2)(- 
) 3C209*C2029)-C2)H)9)s — 01-27н-1-3)-72-4-24)851-7)25 


b) (-4).(-2) - 6.(- 9) - 2.(-5).12 = 
c) (45) (24) + 84-47) ns = 
d) (-3).(4) - (49)+(-7) - 5.(-5).(-2) = 


g) C54)-- (-3) + 322) + 2.3.(-5).8 = 
h) (-95)+ (-5) –45.(-2) + (-2)44-3) 55 
i) *5(- 8) + 90+(-30) + 4.2.11 = 
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35 
e) +96+(+12) + (+6).(3) - 7.(-2).3 = 1) (-45)-(-9)-(-91)--7) + (-4).(-8).2 = 


E42) а) -2.(=14)+4 + 5.(-5).2.(4).2 + 15.(-7).3+(-9) - 5.(-5).(-4)+10 
b) -3.(-5).12+(-9) - 9.(-6).2.(-3) + (-14)+2.11 
с) 5.(4).(-3)+(-15) + 7.3.(-2).(-3) + (-7).(-4)+2.(-4) 
d) -15.(-5)-(-25) - 5.3.(-2).3 - (-5).3.(-2)+3 + (-14).(-4)+2 + 9.(-6)+2.(-3) 
e) -27.(-2)+18 + 7.(-2)3.(4) - 7.6+(-2)+(-3) - 2.4.(-3)+6 + (-2).3.(-5)+10 


Parênteses, colchetes e chaves 


Servem para mudar a ordem normal das operações. A regra é que devemos resolver primeiro 
os trechos das expressões que estão entre parênteses. É possível usar parênteses dentro de 
parênteses, mas para evitar confusão, convenciona-se usar também chaves e colchetes. O 
correto é usar mais internamente os parênteses, externamente os colchetes, e mais 
externamente ainda, as chaves. Matematicamente, todos esses símbolos têm o valor de 
parênteses, mas por clareza visual, convenciona-se esta ordem. 


Exemplo: 
-5+6-(-7+4) = 
-5*6-(-3) = 
—5+6+3= 
-5*9-4 


Exemplo: 

-6.142 (244.6) = 

-6.1424 = 

-84-4-21 

Exemplo: 
25-{3.17-[-10+6.(8-4.(-2))+2+3]-4.(—4) ) 414) = 


A expressáo tem uma parte entre chaves, na qual encontramos uma parte entre colchetes, na 
qual encontramos uma parte entre parénteses, que é (8-4.(-2)). Esta deve ser resolvida 
primeiro. A seguir continuamos resolvendo, sempre partindo das expressões mais internas. 


(8-4.(-2)) = 
8 - (48) = 
8+8=16 


[-10+6.(16)+2+3] = 
[-10 + 6.(16) + 2 + 3]- 
[Ho + 96 + 2 + 3] = 91 


Portanto o conteúdo dos colchetes resulta em 91. Passamos agora a calcular o conteúdo entre 
chaves: 


[3.17-91-4.-4)) = 
{3.17 - 91 - 4.47) = 
{51 - 91 - C19) = 
[51 - 91 + 16) =-2 
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A сөн 


ra que 08 parénteses, colchetes e chaves f 
Oram 


-94. Ago 
te da expressáo: 


36 
O conteúdo entre chave 
eliminados, podemos reso 


S resulta em 
мег o restan 


95-(-24)+(-4) = 
95 - (-24)+(-4) = 


Exercícios 
OBS.: O símbolo « ? Significa multiplicação | | | 
E43 -35] + [53-27 к) [28 -4.09)- -36 - 4.(-9) 

| s P - 2 Эн 2.1 | ) [23- 2.34 + 3.4.5+8] + [13.13 - 12.12] 

o) [234] + | 2.(8-4)] m 1-2 4-24 2-3) - 5.(-8)) ] 

a) [30+4.-7)] . [40 - (41-91 n) 10-3.[4 -2.(4.(-2) - 15-4-3)2)| 
6)(26-3(-2)-44-2) ]-[-604] 9 (2) 453) - (4.2 + [2-0 + 213 -4.C9)]) 
f 4-5.[5.C9)-3.-9)] 42 - (18.-2)- 42. [-24+(-8) -12+2.(-5) + 5-2]) 
g) 3.5) + 4.3) [4.72 + (-2)-3) q) [-2.719)*10 + 21-81 [279] 
пу [302+9] + [10- 2.3] )2414+7.3 345-5-3236-4-4)-2424-3)-82))) 

i) [23-34 + 45]. [23- 3.5] s) [3.(-2) + (-4).3] + [19.02 - 4.(-5)] 
p (E (-8)+2]. [2.31 t) ((8.8-4)+(-6) + (-21)+(-7).[-2.(2.-5)= 8-6) (4) 


EM) agCc34*C20124020€2- (+5).(+4)] 
b) (-3).(-12) - (+60) (43) [C99) C9) = (49)--7)| 
c) (+5).(+3).[-54)+(-3) = 96+(+12)] + (7).(4) 
d[c5.-9- (27)--3)54-8) + 90-- (-30)] 
e) [(+6).(+5) + (+3).+9)).[(-45)+(-9)- 84-4-7)| 
0(-32)-4-4)-(-34-11 (62319 (24-91 -27)-4-3)-(85)(04) -60|) 
g) -13)-3) + (+2).(+22).+{ (-5).-14)- (-2).(+3).[(-95)+(25) - (49)+(-7)] ) 
nc28)--4- C19: C2 (09.69 [6595 €3) - 96-12) - C250] 
) [10 + (46) (49) + (#30)+(+3)2]+{ [09.9 - c2n«ca] 5-9 + 78+(-2)] } 
penea- C904 less) - c9] fea9)« c9) - 98=(-7)]) 


Expressóes com poténcias 
Uma expressáo envolvendo potências não é mais difícil que as expressões que possuem apen?” 
adições, subtrações, multiplicações e divisões. A única coisa que você precisa saber ё qué й 


poténcias sáo realizadas antes das outras operações 


Exemplo: 
513.25 = 
5 + 8.2f = 


das еа | i ser feita depois da multiplicação. Devemos então resolver p 
шаг dni ia Н 3.2-6, para depois calcular 64. O correto - lam 
5448 = 53. 3 . Só então calculamos 3.16=48, e finalmente ^ 4 
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5+32%= 
5 + 3.16 = 
5 + 48 = 53 


Exemplo: 
5+(3.2)? E 


Nesse caso, a expressáo entre parénteses deve ser calculada antes da poténcia. Ficamos entáo 
com 3.2 = 6, para então calcular 62 = 36. Finalmente fazemos a soma com 5, ficando com 5436 
= 4]. 


Exemplo: 
(5+3.2)? = 


Mais uma vez temos que resolver primeiro a expressáo entre parénteses, para só entáo calcular 
a potência. À expressão entre parênteses resulta em 11, então o resultado final é 11? = 121. 


Exemplo: 
-52- (4)? = 


No primeiro termo temos um 5 com um sinal negativo e com uma poténcia. A poténcia tem 
precedéncia, ou seja, devemos primeiro calcular 5? = 25, para entáo atribuir o sinal negativo, 
ficando então com -25. A seguir, temos que subtrair (-4)2. Se não fossem usados os parênteses, 
calcularíamos a potência primeiro (42 = 16), para então tratar o sinal. Como temos parênteses 
em tomo de -4, este valor deve ser elevado à potência 2. Ficamos então com (-4)2 = 16. 
Finalmente podemos operar os dois resultados obtidos: 


-52-(-4р- 
-25 - 16=-41 


O importante aqui é lembrar que para elevar um número negativo a uma poténcia, devemos 
sempre escrever o número negativo entre parénteses: 


(4)? = 16 (o número —4 está elevado ao quadrado) 
-4? = 16 (o negativo de 4? = o negativo de 16 = -16) 


Exemplo: 
дз, = 


Nessa expressáo temos duas poténcias envolvidas. Como calculá-la? Qual número está elevado 
ao quadrado, o 3 ou o 23? 


Nesse tipo de expressão, convenciona-se que as potências devem ser calculadas “de cima para 


baixo", Sendo assim, calculamos primeiro 3? = 9. A seguir calculamos a próxima poténcia, que 
ficará 29 = 2.2,2,2,2,2.2,2.2 = 519. 
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Parénteses, colchetes e chaves são usados nas expressões matemáticas para alterar TA 


normal das operações. Se não existissem parênteses nesta expressão, seu cálculo seria, Order 

. y H om já 
mostrado no exemplo anterior: 2 —512. Entretanto dessa 2 usados Paréntes, од 
alterar a ordem de cálculo. A regra é sempre 3 já 8, 58 e icu Primeiro resol гч 
expressóes entre parénteses. No caso, calculamos 2º = 8. 50 então c culamos а ошар Ver 


ficando com 8° = 64. Отоа 
2 
2? = 519, mas (2) —64. 


Exercícios 
OBS.: O símbolo ©.” Significa multiplicação 


F45) a) (-3} + 2.32 = f) 3.22 = k) ( 5) -5° = 
b) 29 - 42-23 = g) 2.(-3)2 = |) (-5} -5° = 
с) 27 +3.(-2) = h) (3.29 = m) (-2)* + (-2P + (2 + (2)! + (2) = 
d) (4) - (205)? = i) C35 (5.7) = п) C2? + C25 = 
e) 53-52451-50- j) 2.132 = o) 72-37! + (-1289)0 = 
E46)  a)(-2)+(-29+(-2)%+(-2)1+(-2) к) |-722-224-5)| . 62-44-2 | 
b) [2.32 2.7]. [t52 -2.3-(2] — 9 [2.3-3.2 + 3.22.5+23] + [132 - 122] 
c) [2.3-2] + [2.(3-4)] m) 1-2. [4-22 2.(2.(-3) - 5.25) | 
9) [39+31 + 22.(-7)] . [5.23 -(22).32)] п) 10-3.[-2? 2.(72) - 15=(-3).2)] 
e) [26 - 3.(-2) - 22(-2) | 225-604| о) (-2).(-3)- (C2 + [2.(-1)9 + 2.(1.3 - 22.(-5))]) 
f) 22.(-5).[5.(-5)-3.(-3)] р) 23 - (2.32.(-2) - 22+2.[-24+(-2)8 -12+2.(-5) + 5.(-2)]) 
9) (3.65) + (-2/2.3).[22(-2) + (-2) 3] — 9 [2)--15)+10 + 2.28] . [-2.-3)] 
h) [30--2+32] + [101 - (-2).(-3)] r) 2.{14+7.3 4152-52-32. [62 (722) 2.(2.(3) - 6:2)]] 
i) [2.3 3.(-2)2 + 22.5] . [2.3 - 3.5] s) [3.(-2) + (—22).3] = [(24+31).(=2) - (-2)2.(—5)] 


p -1)-3)1-28-21((29--21-3| 0 {028 –22)-(-6) + C21)- C7) [2.2.09 - 3.(6)/]}+) 


E47) а)(-3).(-22) + (-2).(-12) [C33+(-3) - (®5).(+4)] 
b) (-3)22-29-(46)93)-95)-4-5)-14-7-4-7)| 
o) [(+6).(+5) - (+3)(+9)] [(-5.32)+(-32) - 84+(-7)] 
d) |-5)-9)-1-3-4-3) [5.(- 8) + 10.32+(-30)] 
е) (45)(+3).[(-2.33)+(-3) + 3.2)%+(+12)] + (-7)(-4) 
0-13)-3) + (+2).(+36).+{ (5).(14) + (-2) [(1-3.25) 5) + (1-62) 75] } 
g) (-29):4-9-1-34-10 C23). 04) - (2) 04) [H39) 1-3)-145)444)-80|) 
h) 7.013) - 4.2) [065 - (63)-12)] [8:5)- 792 - 27: 77)]) 


Propriedades da adicáo 


ЖШ, 
Ao estudar os números naturais, vocé já aprendeu algumas propriedades das operasi" g, 
exemplo, a propriedade comutativa da adição diz que a+b tem o mesmo Valor 
Eventualmente podem surgir em provas e concursos, questões teóricas que simples 
perguntam os nomes dessas propriedades. Entretanto, sua aplicagáo aparece ' 
momento, em questóes de cálculo. Suponha por exemplo que vocé vai fazer O cálculo: 


49 + 297 +3 
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Nem todos conseguem somar tão rapidamente оз números 49 e 297, Entretanto, todos podem 
calcular rapidamente, “de cabeça”, 29743, que vale 300, Como a soma des duan últimas 
parcelas é 300, fica fácil agora somar este resultado com 49, O resultado Anal ё 340, O que 
fizemos aqui foi usar a propriedade associativa da adição, que diz que: 


(a+b)+c = a+(b+c) 

Portanto é necessário conhecer аз propriedades para usádas, multas vezes facilitando os 
cálculos, e também saber seus nomes para poder responder eventuals quentõen teóricas, As 
propriedades das operações, que você já aprendeu nas séries anterlores, рага números 
naturais, também são válidas, e têm os mesmos nomes, по caso de números Intelros, Vamos 
então relembrar essas propriedades. 


Propriedade de fechamento da adição 


Essa propriedade diz que quando adicionamos dois números inteiros, o resultado será sempre 
um número inteiro. Escrevendo isso em linguagem matemática: 


xeZeyeZ>(x+y)ez 


Lé-se: se x pertence ao conjunto dos números inteiros e y também pertence ao conjunto dos 
números inteiros, então o resultado da adição de x e y também pertence ao conjunto dos 
números inteiros. 


Observe que nem todas as operações matemáticas possuem esta propriedade. Por exemplo, a 
divisão não a possui. Quando dividimos dois números inteiros, o resultado não 
necessariamente será um número inteiro. 


A subtração de números naturais não possui propriedade de fechamento, mas a subtração de 
números inteiros possui. Dados dois números x e y, inteiros quaisquer (positivos ou negativos), 
o resultado x - y também será um número inteiro (que pode ser positivo ou negativo, ou 
mesmo 0). Podemos escrever essa propriedade na forma: 


xeZeyeZ5 (xy) є Z 


Já a operação de subtração de números naturais não possui propriedade de fechamento, pols 
pode resultar em um número negativo, que não pertence aos naturais, 


Elemento neutro 


O elemento neutro de uma operação é aquele que, quando operado com qualquer outro 
número, não altera o valor deste número. 


A adição de números inteiros, assim como a dos números naturais, possul um elemento 
neutro, que é o zero, pois: 


para todo x e 2, х+0 = 0+x = х 
Já a subtração de números inteiros não possul elemento neutro. Apesar de x-0 ser Igual a x, o 


resultado de 0-x nào ё igual a x. O elemento neutro, para que exista, precisa ser neutro nas 
duas ordens (operando à esquerda e à direita), 
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Comutatividade 


Uma operagáo é comutativa qu 
resultado. A adigáo de números inteiros é 


ando podemos inverter a ordem dos operandos Sem al 


comutativa, pois: terar $ 


— — u — a — ia. h... ma mh. 


x e Ze yy e 2 > х+у = у+х 


Associatividade 


Já vimos como exemplo, 
naturais quanto nos números inteiros, ou seja. 


a associatividade da operação de adição, que vale tanto nos fiim 
eros 


aeZ,b e Zeb e Z at(btc)= (a+b)+c 
Por isso, quando temos uma expressáo como: 


—5-746-9*4-3 


nte fazer os cálculos na ordem em que aparecem. Podemos 


náo precisamos necessariame 
de números inteiros: | 


inicialmente considerar a expressáo como шпа soma 


(5) +(-7)+(+6)+-9)+(+4)+(=3) 

úmeros da expressáo original náo sáo os sinais das 
da é uma adicáo de vários números, e os sinais de 
ecem sáo os sinais (positivos e negativos) que 
“+” das adições envolvidas. 


Note que os sinais que estão na frente dos n 
operações consideradas. À operação envolvi 
adição estão implícitos. Os sinais que apar 
acompanham cada número. Por isso explicitamos os sinais 
Graças à comutatividade, podemos alterar a ordem das parcelas, juntando todos os valores 
negativos e juntando todos os valores positivos. 


(-5)+(-7)+(-9)+(-3)+(+4)+(*6) 
8 negativos" da forma 


podemos "juntar os positivos" e “juntar o 
demos 


Agora, graças à associatividade, 
como 5+7=12 e 943-23 e 4*6-10, po 


que acharmos mais conveniente. Por exemplo, 


escrever: 


(-12)+(-12)+(+10) 


Agora podemos fazer 12+12=24, e fazer -24+10 = –14, ou fazer -12+10 = -2, e dep 
-14. A associatividade nos permite operar em qualquer ordem, desde que os números 
parte de uma sequência de adições “vizinhas”. 


ois -12 -27 
façam 


Propriedades da multiplicação 


A multiplicação de números inteiros, assim como ocorre com a multiplica 
naturais, têm propriedades muito parecidas com as da adição. 


р 5 
cáo de número 


Fechamento 


Quando multiplicamos dois números inteiros, o resultado será sempre um número inteiro. 


xeZeyeZ > XyeZ 
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Elemento neutro 


A multiplicação de números inteiros possui um elemento neutro, que é o número 1, já que: 
рага todo x e Z ,x.1 = 1.x = x 


Comutatividade 


A ordem dos fatores nào altera o produto. Isso ë o que diz a propriedade comutativa da 
multiplicacáo de inteiros: 


хє2вує2-хузух 


Associatividade 


Sabemos que em uma sequência de multiplicações, devemos realizá-las na ordem em que 
aparecem. Por exemplo, para calcular x.y.z, calculamos primeiro x.y e a seguir multiplicamos 
o resultado por 2. A propriedade associativa da multiplicação diz que podemos opcionalmente 


combinar o segundo com o terceiro fatores, para entáo combinar o resultado com o primeiro, 
ou seja: 


(х.у).2 = x.(y.z) 


Graças a esta propriedade, junto com a comutatividade já ensinada (x.y = y.x), os cálculos de 
multiplicacóes ficam bastante facilitados. 


Distributividade 


A distributividade é uma propriedade que envolve duas operações. Por exemplo, dizemos que 
entre os números inteiros, a multiplicação é distributiva em relação à adição. Vejamos o que 
isto significa através de uma expressão. Considere o cálculo: 


10.(5+3) 
Este cálculo pode ser feito de duas formas: 


a) Calcular 5+3 =8, e a seguir 10.8 = 80 
b) Distribuir o fator 10 entre as duas parcelas da adição: 10.5 + 10.3 = 50 + 30 = 80 


Quando um fator está multiplicando o resultado de uma adição, podemos “distribuir” este 
fator pelas parcelas da adição, ficando com uma soma de multiplicações menores. Em 
linguagem matemática: 


x.(a + b) = x.a + x.b 


Trata-se de uma operação muito utilizada na álgebra. Quando a expressão tem somente 
números, é mais fácil realizar primeiro a expressáo que está entre parénteses, para fazer a 
multiplicacáo no final. Entretanto na álgebra, é comum operar com letras ao invés de números 
(as letras nada mais são que representações de números). Nesses casos é mais recomendado 
usar a distributividade. Este conceito ficará claro nos capítulos seguintes, quando começarmos 
a usar expressões com letras e números. 
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Raiz quadrada e raiz cúbica de numeros naturais A 


Dois casos de poténcias muito comuns sáo a segunda e a terceira Potência, oy 
quadrados e cubos. n 


Exemplos: 
72-49 
23-8 


Elevar à segunda poténcia é também chamado de “elevar ao quadrado”, e elevar 4 ёс: 
poténcia também é chamado de “elevar ao cubo". É até mesmo conveniente, para еа 
resolucáo de problemas, memorizar alguns quadrados e cubos. de 


a p И 


Os números dessa tabela são chamados de quadrados perfeitos e cubos perfeitos, jå que são os 
quadrados ou os cubos de números naturais. 


A tabela mostra algumas coisas interessantes. A primeira delas que chama atenção é que os 
números ficam logo muito grandes quando são elevados ao cubo. Ainda assim aparecem 
alguns valores fáceis de lembrar, como 103 = 1000, 202-8000 e 303=27000. 


Recomendamos que você memorize os quadrados de números até 20, e os cubos de números 
até 10. Podemos considerar que esses são “números famosos” que podem aparecer com 
frequência em questões de provas. 


A partir dos quadrados e cubos, vêm as noções de raiz quadrada e raiz cúbica. Por exemplo, 8 
raiz quadrada de 144 6 12, já que 12? = 144. О símbolo da raiz quadrada é chamado radical 


(Y ). Você encontrará este símbolo em todas as calculadoras eletrônicas, até nas 72" 


simples. Vejamos as raízes quadradas de alguns números de alguns quadrados perfeitos 
indicados na nossa tabela. 


400 = 20 
4289 =17 
(225 =15 
464 -8 
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Da mesma forma como existem os cubos perfeitos, existe a raiz cúbica. É fácil calcular a raíz 
cúbica de números que sejam cubos perfeitos. O símbolo da raiz cúbica é um radical com 
índice 3. 


1/27 =3 

3/64 =4 

4512 =8 

311000 =10 

Nos concursos para ingresso no ensino médio (Colégio Naval, EPCAr, Colégio Militar, etc.) 


podem surgir problemas envolvendo raízes de quadrados e cubos perfeitos, quanto aqueles 
que exigem o cálculo de radicais. 


Exercícios 

F48) Calcule os quadrados e cubos abaixo: 

a) 20? f) 30? k) (-5 р) (-16) 
b) 13? 0) 14º | -14? q) (-15) 
с) 82 һ) 123 m) (-13) r) (-9р 
d) 100? i) 83 п) (-8р s) (18)? 
e) 802 j) 253 o) (-58 t) (-30р 


Raiz quadrada e raiz cübica de nümeros inteiros 


Alguns itens importantes devem ser aprendidos sobre a raiz quadrada, no que diz respeito aos 
sinais: 


a) Náo existe raiz quadrada de números negativo 
Todo nümero positivo, ao ser elevado ao quadrado, dá resultado positivo. Todo nümero 
negativo, ao ser elevado ao quadrado, também dá resultado positivo. Exemplos: 


(-7)? = 49 
(9)? = 81 


Sendo assim, nunca um número poderá ser elevado ao quadrado e dar resultado negativo. 
Esta regra é válida para nümeros naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. Por isso, 
nümeros negativos nào tém raiz quadrada. 


4—49 não existe 
4-81 não existe 
4-144 não existe 


Raízes quadradas de nümeros negativos 50 existem no conjunto dos números imaginários, ou 
numeros complexos, estudados no ensino médio. 


b) A expressáo “raiz quadrada” e o símbolo “ Í ` ” têm significados ligeiramente diferentes. 


Para nümeros positivos, ambos tém o mesmo significado. Quando lidamos com nümeros 
negativos, os significados sáo ligeiramente diferentes. 


A "raiz quadrada de N" é um nümero, positivo ou negativo, que elevado ao quadrado, dá 
como resultado, N. Por exemplo, (-3) é uma raiz quadrada de 9, pois se for elevado ao 
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quadrado, dará como resultado, 9. O número 3 também é uma raiz quadrada da y STA 
elevado ao quadrado, também dará como resultado, 9. Dizemos entáo que 9 чы, los se fo 
quadradas, uma positiva e uma negativa. EUN 


É correto entáo usar expressóes como « 
quadrada de 9”, “a raiz quadrada positiva de 9”, “a raiz quadrada negativa de 9» É " тар 
quando usamos o símbolo 49, que in 


dica “a raiz quadrada positiva de 9”. Esta den, eren, 
i 
a “raiz quadrada” e uma convengáo, adota: ç 


da por muitos autores. Existem muitos 4 йо Para 
seguem outra definição, de que a expressão *raiz quadrada" indica apenas a рош Эн 
uma definição como a outra estão corretas, desde que seja especificada qual ad 
sendo usada. Da mesma forma, ambos os grupos de autores e matemáticos convencio 2 
o simbolo “ / ” é usado рага indicar a raiz quadrada positiva. 
« Г ” indica a raiz quadrada Positiva, e m 
ta 


está 
am u 


Neste livro convencionamos que o símbolo 
expressáo “raiz quadrada" refere-se tanto à positiva quanto a negativa, sendo Ропа, 
especificado no texto, à qual raiz estamos nos referindo. to 


c) A raiz cúbica de um número positivo é também positivo. 
Um número negativo fica negativo quando é elevado ao cubo, assim como um positivo fi 
positivo quando elevado ao cubo. Sendo assim, O sinal do cubo de um número acompanha ; 


sinal do número original. 


d) A raiz cúbica de um número negativo é também negativa 
Números negativos também têm raiz cúbica. Veja o exemplo: 


53 = 125, então a raiz cúbica de 125 é 5. 
sy? =-195, então a raiz cúbica de -125 é -5. 


Quando um número é cubo perfeito, porém negativo, sua raiz cúbica é também negativa, e 
tem o mesmo valor da raiz cúbica do seu simétrico. 


Exemplo: 
3/2 64 = —4, já que (4). C4). (74) = -64 


Е49) Calcule аз raízes abaixo: 
а) 6 = f Ji21- к) 3/8000 = р) 3/27000 = - 


b) J25 = g) 4144 = ) 3/27 = q) 3/216 = 
с) /36 = h) /196 = m) 3/64 = r) 3/8 = 
d) /49 - i) J225 = n) 3/1000 = s) 31 = 


е) /81- j) 411024 = o) 3/125 = t) 3/0 = 


E50) Calcule as raízes abaixo: 

a) 3/-8000 = f) 3/-27000 = 
b) 3/-27 - g) 3/-216 = 
c) /—64 = h) 3/-8 = 

d) 3/1000 = )3/-1- 

e) 3/-125 = j) 3/0 = 


Raízes de ordem superior " 
em 


A raiz quadrada e a raiz cúbica não são as únicas existentes. Da mesma forma como p y, que 
elevar um número a qualquer poténcia inteira, podemos também fazer a operagáo invers? 
é extrair sua raiz. Por exemplo: | 


D» 
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Y=2x2x2x2x2=32 


Sendo assim: 

У32-2 

Da mesma forma, como (-2)? = (-2) x (-2) x (-2) x (-2) x (-2) = -32, segue-se que: 
У-32--2 

Para raízes indicadas algebricamente, com o símbolo “ Í ”, valem as seguintes regras: 


1) Raízes de números positivos são sempre positivos. Isto vale para raiz quadrada, raiz cúbica, 
raiz quarta, raiz quinta, etc, ou seja, para qualquer índice da raiz. 


2) Raízes de números negativos, com índice ímpar, são sempre negativas. Por exemplo, 


/-32--2. 


3) Raízes de índice par 50 existem quando o nümero dentro do radical é positivo. Por 
exemplo, 416 22, mas 4/-16 nào existe. 


Quando é usada a forma por extenso, como “raiz quadrada”, "raiz quarta", “raiz sexta", valem 
as mesmas regras, com a diferença de que na regra 1 são válidos o resultado positivo e o 
negativo. 


Exercícios 
E51) Calcule as expressões abaixo, quando for possível: 
а) 4/81 = f 464 = 


b) 416 = g) i256 = 
с) 4—32 = h) 4/-256 = 
d) 3/32 = i) y-1- 
e) {64 = j) Yo = 


Valor numérico 


Este assunto será muito usado no restante deste livro, a partir do capítulo 3, mas já iremos 
abordá-lo agora de forma simples. Uma das principais ferramentas da álgebra é operar com as 
chamadas expressóes algébricas, que envolvem letras e números. As letras nada mais sao que 
simbolos que representam números. Essas expressóes possuem adicóes, subtraçóes, 
multiplicacóes, divisoes, ou qualquer outra operaçáo matemática, envolvendo os números e as 
letras. Considere por exemplo uma expressáo simples como: 


Р(х) = х? +2х2 +4х +5 
Esse tipo de expressão algébrica é chamada de polinômio. A letra х é chamada de variável, e 
representa um número qualquer. Uma expressão algébrica pode ter várias variáveis. Vejamos 


outros exemplos de expressões algébricas: 


ab? + 4a?p?«3ap^ 
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RI 
(x+1)(y+2)(2+3) STA 


x^«3x42 


Entre as inúmeras operações envolvendo expressões algébricas, uma delas que é y 

7 31 
porém importante, é o cálculo do valor numérico. As letras pedem Números qu ples 
porém no cálculo do valor numérico, queremos calcular o valor da expressão p er 


ага va 
particulares das suas variáveis. dores 


Exemplo: 

A velocidade de um veículo, medida em m/s (metros por segundo) é dada por y = 22 4 34 

onde t representa o tempo, medido em segundos. Calcule o valor da velocidade deste мэн, 
0 


no instante t=10 segundos. 


Solução: 


A expressão algébrica de v nada mais é que uma fórmula que dá a velocidade do veículo p 
qualquer instante t (ou seja, a velocidade varia de acordo com o tempo). O problema me 
saber a velocidade no instante t=10. Basta entáo calcular o valor numérico da expressão para 


t=10. Ficamos entáo com: 
v = 2.10? + 3.10 + 5 = 200 + 30 + 5 = 235 m/s 


O cálculo do valor numérico de qualquer expressáo consiste em substituir as letras dadas pelos 
respectivos valores numéricos. 


Exercícios 

E52) Calcule o valor numérico das seguintes expressóes: 

a) х2-3х+8, para x=2 f) x2+y2+22-2xyz para x=1, y=2=2 k) 2* + 2, para x=1 e y=0 

b) x3+3x2+5x+7, para x=-2 0) 5a+3b+4ab, para a=1 e b=-1 |) C3) + (4), para x=3 e y=2 
с) a?*2ab*b?, para a=1 e b=-2 h) (х+#2)[(у+3).(х2-у)] para x=1, у=2 m) (x*y)**, para x=4 e y=2 
d) (a+1)(b-2)(c+3) para a=b=c=5 i) ху + yx, para х=2 e y=3 n) 3a?-b3, para а-2 e b=3 
e) (2x+1)/(x2-8) para x=3 j) EE , para x73 e у-4 o) | 42-12 para a=3 e b=4 


Racional ou irracional? 
Existem problemas que recaem em identificar se determinada expressáo numérica é um valor 
inteiro, racional ou irracional. 


Q 


‚о deste 
a edi : ЭР | : yiciO 
A relação entre os diversos conjuntos numéricos envolvidos já foi apresentada no il ado 


capítulo. O conjunto mais estudado neste livro é o dos REAIS. Já o conjunto apre 


ent 
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nesse capítulo é o dos INTEIROS. A figura | 
. mostra mais uma vez а г á 
conjuntos. elação entre esses 


Exemplos de números naturais (N): 3, 5 10, 18, 234, 2001, 16.777.216, ... 
Exemplos de números inteiros (2): 12.000, 1024, —511, 121, -5, 28, 34, 77, 1.000.000 
Números racionais são formados por frações irredutíveis, positivas ou negativas. 


1 47 13 2 22 99 


Exemplos de números racionais: --,—, pd 


5 11 100 5 17 64 
Todos os números inteiros também sáo racionais. 


Os números irracionais são aqueles que não podem ser expressos na forma de fração. 


Exemplos de números irracionais: 7, JE, J5, 3/7, 4247, 45-42 yc 


Neste capítulo mostramos que аз operações de adição e multiplicação tanto com números 
naturais (N) quanto os inteiros (Z) possuem propriedades de fechamento: 


Se a e b sáo naturais, entáo a * b é natural, e a.b é natural 
Se a e b são inteiros, então a + b é inteiro, e a.b é inteiro 


Veremos no capítulo seguinte que os nümeros racionais e os números reais também possuem 
essas propriedades: 


Se a e b sáo racionais, entáo a + b é racional, e a.b é racional 
Se a e b sáo reais, entáo a + b é real, e a.b é real 


m essas propriedades. A própria figura que representa a 


Já os números irracionais náo possue 
ue os irracionais tém uma estrutura diferente. 


relacáo entre esses conjuntos mostra Ч 


A figura mostra que NcZcQcR. Entretanto, o conjunto dos irracionais (D não se encaixa 
nessa estrutura. Apenas podemos dizer que ICR, entretanto I não está contido, e não 
contém os conjuntos N, Z e Q, Nenhum elemento de I está contido em N, Z e О, 


Se a e b são irracionais, o valor a + b pode ou náo ser um irracional. 


P : 
or exemplo — 


a) Considere a = л e b = 4 , que são ambos irracionais. А soma mija 


irracional 


b) Considere a = 3+z eb = 5-7, ambos irracionais. Sua soma é 8, que é racional. 

: í ional, ou em 

Analogamente, a diferença entre dos irracionais pode resultar em um número raciona;, - 
{ гасїоп 

um irracional. Por exemplo, 3+ 45 e 10--4/5, ao serem subtraídos, resultam em um Я 


mas л е 47, se subtraídos, resultam em um irracional. 


a divisão de números irracionais. O resultado pode ser 


O mesmo ocorre com a multiplicação e 
racional ou irracional. 
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Exemplos: 


(V3+1)(V3-1)= 2, que é racional 
mx 5 = z 55 , que é irracional 


(2/2 -2)+ (/2 - 1)= 2, que é racional 
45-42 = 10/2, que é irracional 


o apresentados 80 longo do livro. Por hora, é importa 
nte 


Os cálculos dessas expressões serã 


lembrar que: 
números irracionais, o resultado poderá ser y 
m 


до existe uma regra fixa. É preciso reali 
Р А “Zar q 
irracional. 


dividir dois 
irracional, n 
do será racional ou 


Ao somar, subtrair, multiplicar ou 
número racional ou um número 
cálculo para identificar se О resulta 
ando fazemos as mesmas operações com um racional e um irracional o | 

- H | 
e um irracional, com uma exceção: | 


Por outro lado, qu 
resultado será sempr 


O.irracional = 0, que é racional 
Para qualquer outro valor de número racional, temos racional.irracional = irracional 


Exemplos: 
m+ ; : Irracional 


2- 43 : Irracional 
9л: Irracional 


Е : Irracional 


Exemplo: CMM 2009 
Quaisquer que sejam o racional x e o irracional y, pode-se dizer que: 
(A) xy é irracional 

(B) yy é irracional 

(C) x + y é racional 

(D)x-y+ /2 é irracional 

(E) x + 2y é irracional 


Solução: 
(A) racional . irracional = irracional, exceto para O irracional = 0 (F) 
(B) irracional - irracional : o resultado pode ser racional ou irracional 
(C) racional + irracional = irracional (F) cional (F) 
(D) racional + irracional + irracional: 

: А : : pode ser racion i i 
(E) racional + irracional.2 = racional + irracional = Зэвсэг (E) 


Resposta: (E) 
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Exercícios 


E53) Indique se as seguintes operações resultam em valor racional ou irracional 


OBS: Lembre que Jab = МаЪ 


8) Ya +3/5 f) л? "UU 4 4-2/2 
417 2-45 
b) 4-43 9) Var Ah ) 43-л q) (435° -1)/7 
J2+7 
д6+/2)+8—у/2) w 4545 m) = 1) 4,13+1,4 
2 
d) (s+7)-(2+7) i) 4/5-/3 n) 43 s) m +Y7 
2 
в) 643 2 o) J2./3./6 0 43.427 
10 
Exercícios de revisáo 
E54)Efetue 
а)8-(3+2) {)7-(7-3) k) (4 - 3) - (5 - 12) 
b) 9- (6 + 1) 0)7-1(5-2) i) (17 - 9) + (6-11) 
c) 10 - (9-5) h)9- (4-3) m) (10 — 15) + (9 - 12) 
d)9- (8-6) )8-13-2) n) (14 - 9) - (19-13) 
e)3 + (8 - 2) )9-14-5) o) (17 - 26) - (9 - 18) 
E55) Simplifique 
a) - (-3) )-1-13| k) 4-7) 
b) - (-5) 9)112| i) – 110] 
с) 18| h) | -5| - -81 1 m)- (5-1-51) 
d) | -8| i) [a] - |-al n) | X -3)| 
е)|—5| )-1-4 o) - (-15) 
E56) Calcule 
a) 8-15 f-9*3 к)-7-18 
b)-13+7 g) -15 +20 i) (-3) - (-8) 
c)-15+9 h) -13 +1 m) 45-61 
d) -12 -8 i) 20 - 17 n) 23 + 17 
e)9+3 j) 20 + (-17) o) -20 -30 
E57) Calcul 
a)-2- (-6- CS) )-4-0-1(8) Ю(8-5)-(-7-2) 
b) 1- (-1 -6) g)-5- (8 - C11) i) (6 — C9) - 4 - C3) 
c)4- (-8-15) h)-1- (11- (77) т)-8-(-2-(-7) 
d) 8 - (14 - (-6)) i (-2- C4) - (5 - C3) n)(5-7)- C9-3) 
e) -2 - (9 - (-5)) j) 14- (16 - (-3)) o) -3-1-5)-(-8-1-4) 
E58) Calcul 
| тү (29) = f M5 - (-10) = k) 98 -64 +28 -32 +26 -12 = 
b) (+50) + (-32) = g) 98 - (-64) = i) -25 +33 -22 +18 -13 +19 = 
с) (63) + (+32) = h) -82 - (-10) = m) 8 -6 +8 -3 +6 -16 = 
d) 70 + (-53)= i)-5 +3-2 +8 -3 +9 = n) 21 +46 -13 +21 = 


e) C34) - (+18) = 1)-47 +26 +21 -11 = o) 15 -5 +3 -10 +12 = 
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> Calcul SS | 
A -5 + (549) - (-6 -8) ) (+6). (0125 | DA 12 = 
b) +4 + (32 -7) +5- (42-3) g) (-6) . 22) = Amy Жиш 
c) -3+12 «(48 +4 -6) -(+6+8 -5) h) C85) + 9I" n)7.3(-2)(-3) = 
d) +4-1-8 +(-2+4+3)-1+(-4+5-6) 0 (+60) + (+3)= 95 P p үн 
е)42-544-44-4-7-1) 442450) DESDE (7)= EZ] 
E60) Calcule = 
a) 54-4)-3)-(-15) = 9-6) = Ч к 
b) 15.(-7).3+(-9) = g) (-2} = үрд = 
c) 7.(-4)+2.(4) = h) 182 = цул - 
4)7.6-4-2) 1-3) = 0(-3 = 0) 230) = 
е) 1422.11 = (0) = о) 290 = 
ш ce e simplifique, ur indica — 
b) (-2)2.32.52 g) (-30)*«(-6)* i) 27.57 
с) а50+а20 h) 242+(-3)? m) -251,210,29.(-2)5 
d) 69+(-6)3 i) [2.(-3).5P n) 103.10.109 
e) 10003+1000? j) 1008-1003 о) 55.55.52,5* 
E62) Calcule 


а) +8 —4+(-7+10+7) -8+(-64) 
b) +6 -9 +(8 -3 -5) +8 -(-6 +9) 
c) 9.6+(-3)+(-2) = 

d) 15.(-5).(-2)>10 = 


SO O TT 


9)(-28)-1-4)-(-28)-(-2) 
g) (-45)-4-9)-84-4-7) 

h) (-54)-(-3) - 96-- (412) 

i) (+6).(+9) + (+30)+(+3) 


k) [2.3 3.5] + [5.3 -2.7] 

i) [2.3-4] + [2.(8-4)] 

m) 4.(-5).[5.(-5)-3.(-3)] 

n) Ї-1)4-3)8 (8)+2] . [4772.03] 


e) (86) 85) + (93) 39) 0)(-5)-6)-(-27)443). 0) 28-41-5) . [36 - 4.(-8) ] 
E63) 

а) 230 f) -12 k) 0720 

b) -150 9) 12 1) 1720 

c) (-12)º h) 1-5 m) 720! 

d) 13! i) (-1)9 п) 7200 

e) C12)! pct o) 10 
E64) Calcule 

a) 132 03/- k) 2-3x+8, para x=2 

b) (+13)? g) 3/ 27000 = i) 5a+3b+4ab, para a=1 e b--1 

c) (-30р h) 3/—64 = m) x + yx, para х=2 e y=3 

d) 4/8000 = i) 4/256 = n) | a? — b?] para a=3 e b=4 

е) 41024 = ђ 432 = о) X2+y2+z2—2xyz para х=1, y=z=2 


E65) Resolva аз expressoes: 


„+100 


a) |-23 -46| +15 = f) (22925424) - (3233434) | = 
b) -12 -|15 +12] = 9) | 1-25 | -[-5 - csy] = 
с) 51 -|62 —(-8)2| = h) [1-2]. [1-32] . [1-42] = 
d) 20-24 -52 -|252| = )|e-e|.|25-7|- 

e) (-3) 122-24 +02-25= }) |a-b| - |b-a| = 


k) (142+3+4+...+100)? — |1+2+3+4 | 
i) [20-21-2228] + 1-2) + C2)! n (2 n (2) 
menezes + 1 

n) es + es + Ian + ЇЕЭР” 

9 Jx -h = 
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E66) Quanto vale a soma dos cubos de dois nümeros inteiros simétricos? 
E67) Qual é a temperatura mais fria, -25%C ou -35%C? 


E68) Quando elevamos um nümero inteiro ao quadrado, e extraímos a raiz quadrada do 
resultado, qual é o valor obtido, em comparagáo com o número original? 


E69) O cubo de um número inteiro pode ser menor que este número? 

E70) Um nümero inteiro nào se altera quando é elevado ao cubo. Qual é este nümero? 
E71) O que é o módulo ou valor absoluto de um nümero inteiro? Qual é o seu símbolo? 
E72) Um número inteiro nào se altera quando é elevado ao quadrado. Qual 6 este número? 
E73) Para quaisquer nümeros a e b, |a*b| é o mesmo que |a] + |b|? 

E74) O que é o simétrico ou oposto de um nümero inteiro? 

E75) O simétrico de um nümero pode ser positivo? 

E76) Qual é o nümero inteiro cujo simétrico é ele próprio? 

E77) Quais sáo os 5 maiores nümeros inteiros negativos? 


E78) O produto de dois nümeros inteiros é um nümero negativo, e a soma desses dois 
números também é um valor negativo. Entáo podemos dizer certamente que: 


(А) Os dois números sáo negativos 

(B) Um nümero é positivo e outro é negativo, porém o negativo é o maior 

(C) Os dois números sáo simétricos 

(D) Os nümeros tém sinais contrários, porém o negativo é o de maior módulo 
(E) Impossível ` 


E79) Marque V ou F nas afirmativas abaixo 


( ) A subtração é a operação inversa da soma 

( ) A adição e a multiplicação são operações associativas 

( ) A adição e a subtração são operações comutativas 

( ) O elemento neutro da divisão é o número 1 

( ) Nos números inteiros, a multiplicação é distributiva em relação à adição 
(JA diferenca entre dois números negativos será sempre um número negativo 
( ) A soma de um número inteiro com o seu módulo nunca será zero 

( ) O triplo de um número inteiro sempre será menor que o seu dobro 

( ) Para quaisquer números a e b, |a|*|b| nunca será menor que |a+b| 
(JO conjunto dos números inteiros é infinito 


E80) Marque V ou F nas afirmativas abaixo 


()Z,=N (o conjunto dos inteiros não negativos é igual ao conjunto dos naturais) 
()Магеа numérica, quanto mais à direita, maiores são os números 

( )Z ёо conjunto dos inteiros negativos 

( )Entre 0 e 1 existem infinitos nümeros racionais 


( ) Os números пе 5 são irracionais 
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( ) O número 455 é irracional 

( ) Nümeros irracionais possuem in 
( ) Dívidas e temperaturas abaixo 
cotidiana 

( ) Quanto maior é um número, 
negativos 

( ) Em uma expressão algébrica, 
eliminar os parénteses e repetir o seu con 


finitas casas decimais que nào se repetem 
de zero são dois exemplos de números negar: 
eu simétrico, 


menor será O S isso vale para р 
Ositiy 
Os 


quando um par parénteses tem um sina] + м 
teüdo. tes, bas, 


E81) Marque V ou F nas afirmativas abaixo 
( ) Para multiplicar potências de mesma base, basta repetir а base e somar os eXpoente 
8 
( ) A raiz quadrada de um número п, indicada como Ул , nunca poderá ser negativa 
( ) Um número inteiro nào se altera quando é elevado à poténcia 0 
( ) Potências de expoente par serão sempre positivas, mesmo quando a base é negativa 
( ) O cubo de um número inteiro pode ser negativo, mas seu quadrado será Sempre positivo 
( ) Em uma potência, dada uma base, quanto maior é o expoente, maior será o resultado 
3? | 
| 
| 


( ) Associativa e comutativa são duas propriedades da adigáo de inteiros 
( ) A raiz cúbica de um número positivo pode ser um nümero negativo 


( ) V 32 + 42 ë a mesma coisa que 3+4 


E82) Sejam os conjuntos: 

N = conjunto dos números naturais 
Z = conjunto dos números inteiros 

Q = conjunto dos números racionais 
I = conjunto dos números irracionais 
R = conjunto dos números reais 


Indique quais afirmações são verdadeiras e quais são falsas 


( )1oQ =R 
()INQ=9 

( )ZoQ =Z 

( ) Para todos os valores de xeZ e y eZ, temos que x/y є Z 

( )ZOR=Z 

( ) NEZCOCR 

( )R-I-Q 

( )Z-N=Z* 

( ) Os conjuntos N e Z sáo infinitos 

( `) O número 0 pertence а todos os conjuntos: N, Z, Q, I e R 


. ym 
E83) Em uma cidade no norte da Rússia, a temperatura interna de uma casa é 18°С. Ын 
dado instante, a temperatura ambiente externa era de 12°С negativos. Ао sair do interior P 
o exterior dessa casa, qual é a уапасао de temperatura que uma pessoa experimentan?" 


E84) Quantos anos foram transcorridos entre 520 AC e 450 AC? 
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hA so Эшли ———— "RR 14 
E85) O planeta Vénus é um dos mais quentes do nosso sistema solar. Sua temperatura média é 
de 4509С. Enquanto isso, o planeta Plutáo ё um dos mais frios, com temperaturas médias de 
250°C negativos. Quantos graus Plutão é mais frio que Vênus? 


E86) Uma determinada loja teve os lucros (valores positivos) e prejuízos (valores negativos) 
mensais de acordo com a tabela abaixo, medidos em reais. 


Cami | 1300| ho — | 240] 
1500 


Março | 3000 


5300 
8500 


-2000 
3600 


Qual foi o trimestre de menor lucro, e qual foi o lucro total anual? 


E87) Um avião levantou vôo de uma cidade A que está a 50 metros acima do nível do mar. 
Subiu 300 metros, depois desceu 40 metros, subiu mais 80 metros, desceu até a metade da 
altura que estava, em relação ao nível do mar, então subiu mais 100 metros. Quanto precisará 
agora descer para chegar ao chão na cidade B, localizada a 30 metros acima do nível do mar? 


E88) No deserto de Gobi, localizado na Ásia, podem ser verificadas diferenças de temperatura 


de até 60°C entre o dia e a noite. Durante o dia, a temperatura chega a 50°C. A quanto chega 
a temperatura à noite? 


E89) O isolamento térmico de um avião permite suportar diferenças de temperatura de até 
60°C entre seu interior e seu exterior. Mantendo a temperatura interna do avião em 18°C, qual 
é mínima temperatura externa suportada? 


1237 


E90) Se x + y = 0 e x70, qual é o valor de —757? 


E91) Qual é a ordem correta entre 328, 414 e 521? 


(A) 328 < 414 < 521 
(B) 414 « 521 « 328 
(C) 414 < 328 < 521 
(D) 328 < 521 < 414 
(E) 521 < 328 < 414 


CONTINUA NO VOLUME 2: 70 QUESTÕES DE CONCURSOS 
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Vista aérea da Escola Naval, no Rio de Janeiro 


Respostas dos exercícios 


El) 
а)-9 c)8 e) 28 0)-46 i16 k)27 т) 45 
b-8  d-9 0-25  h-e 0-8 2010 п) -62 
Е2 
2-7 c)9 e) 18 g) 45 i) 13 k) -28 m) 45 
b) 6 d) -7 f) -29 h) 56 )-33 1) 15 п) -55 
us ) 19 )4 К)-18 т) —8 
3 1 e)5 g i = 
3 -3 : 4 f 18 һ)-5  j-5 )3 п)-6 
ЕА 
a) д c)0 4  ge8 )6 k)-13  m)-16 
b) -6 d)-3 f6 hs 02 )-1 n) -74 
E5) 
a)3 с)1 е)-5 gi? 04 К)-15 т)-14 
b) -2 d) -2 f) 27 h) 6 j-199 15 n) -11 
E6) | 
а) 23 с)9 e) -39 9) -11 i) 4 k) -20 m) -38 
b)-27 do f) 18 h)47  j)-39 1) -28 n) 64 
E7) 
a) 40 c) 11 e)-51  g)19 i) 4 k)-27  1)-02 
b) -44 d)3 f) 12 h)43  j-4 1) -54 n) 19 
E8) Complete as sentenças com os símbolos < ou > 
а) -23 «46 f) 25 > -17 k) 45 > -35 
b) -32 « -15 g) -37 < 36 i) -77 «-11 
c) 31» -42 h) -31 « -26 m) -22 < -13 
d) -25 «15 )-4«8 n) 90 » -64 
e) -29 < -12 ))-21»-27 0) 19 « 43 
ЕЭ) 
а)3 c)2 e)4 0) 0 i) -2 к) 21 m) -7 


p) 53 r 


q) 53> -32 


)16»-27 
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Capítulo 1 - Матегов inteiros 55 
b)2 d- 0-17 h-18 )6 )4 n)4 p-10 0-35 911 
E10) 

а)-10 с)8 0) 34 g) -44 i) 20 k) 29 m)-52 o-27 q s) 105 
b) 12 0) 19 f) 24 h)-38  j30 )9 п) 10 р) 63 r) -95 t8 
ЕП) 

а)-3 c) 1 e) -6 0) 17 i) -3 k) 24 m)-11  0)3 q) 10 s) 10 
b)-2 d) 1 f) -23 h)-14  j3 l) -3 n) 17 р) 1 r) -35 t) 20 
E12) 

a)-84 c)77 0)-15  0)-03 1)-22 К) 77 m)-22  0)13 q112 5)-3 
b)6 d)-39 938 h) 11 j) 26 1)-8 п) 127  p)77 г) -28 1) 67 
E13) 

а)-69 с)93 e)-158 9)-73 1)-12 к) -40 m)-58 0) 55 q)-13 $)-122 
b)3 0)-30 98 h-67  j-4 )4 n) 162  p)119 0-72 t) 53 
El4) 

a) -23 - 46 = Negativo, subtração f) 15 + (-55) = Adição, negativo 

b) -12 - (-15) = Negativo, subtração, negativo 9) -17 – (-21) = Negativo, subtração, negativo 

с) 51 — (42) = Subtração, negativo h) -25 + (-33) = Negativo, adição, negativo 

d) -15 – 15 = Negativo, subtração i) 98 – (-64) = Subtração, negativo 

e) -27 - (-12) = Negativo, subtração, negativo j) 17 + 38 = Adição 

E15) 

a) -6 c) 0 e) -7 g) 2 i) -10 k) 14 m) 10 о) 3 

b)-3 0)-13 97 h)0 )2 l) -9 n)6 

E16) 

8)-54 с)-4 e) -6 9) -11 i) 21 k)-20 т)10 0) -23 

b)-15 . d)-61 f) 12 h) 27 j) 23 1) -28 п) 44 

Е17) 

a-40  c)-42 e)-27  0)-11 i) -8 k) 15 т)-2 0)-11 

b-15 0 {) 15 h) 33 j) 10 )-4 n)-3 

E18) 

a) -3 c) 3 e)0 0) 7 i) 11 k)-10 m)5 0) -17 

b-15  d)-3 f) 18 h-14  j)-12 1)-12 п)-10 

Е19) 

a) 11 c)5 e)7 0) 11 i6 k)0 т)-13 0)-12 

b) 0 d) 3 {) 14 h-12 0-2 1-2 п)-2 

Е20) 

а) 18 0) 15 e) 72 0) 39 i) 63 k) 73 m) 54 o) 12 q) 96 s) 20 
b15  d)20 07 h)8 132 121 n)9 p) 22 г) 29 1) 56 
E21) 

a) 10 c) 20 e)8 g) 18 i) 40 k) 52 m) 12 0-8  4)-16 $)-3 
р) 8 d) 12 )9 h) 19 DE )-54 n7 p3 г) 90 1) 13 
E22) 

a)120 с)100 ө)80 0) 36 )-4000 k)520  m)120 0)-195 q  s)-30 
b) 84 d)120 {)90 h) 170  j)50 )-540  n)70 p) 30 r) 900 t) 90 
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E23) 

34. ge е 9-3 NS 
b120 9-50 0-0 0120 12 
E24) е E25) 

a)7 д)-4 e)3 g-77 028 
b-20  d)-3 f 35 h) 4 )3 
E26) 

8)25  c)128 em 96 i) -32 
b)-27  d)-216 136 n24 025 
E27) 

а)9 c)243 е 09)81 ) 81 
b)256  d)-125 181 e ])14 
E28) 

a) 12 c)-173  e)O 0)-534 01 
b) 1 d) -1 f1912 hi j1 
E29) 

a) 35-294 0)25(-3р73 е) 103.202 g)-2.3 
b) 23.53.72 d) 259.3 0)34(7р — n)3 205 
E30) 

a) 1 c) 1 e)0 0) 3 

b) 1 d) 0 f0 h) 27 
E31) 

a) 215 с) 221 e) 514 g) 37 

b) 36 d) 105 f) 270 h) 1083 
E32) 

a) 155 c) 30? e) 510 g) (ab) 

b) 107 d) 245 f) 803 h) 205 
E33) 

a) 39 с) 5? e)7 0) 68 i) 1005 
b) 23 0) 105 0122 ha? j)1000 
E34) 

a) 29 c) 45 e) 3 5 

b) 63 d)82 f) 35 3n 

E35) 

a) 15? c) 355 e) 27/37 23/53 

b) 209 d) 12º f) 11(710) x 22/92 
E36) 

а) 25.32.53 с) 217.3? e) 311,53 218 

b) 2.311 d) 21.57 naus ке? 
ЕЗ7) 

а) 2х123 с) 15x2y9 е) бхбув 2хбүв 

b) Gabo 0)1204529 f) 6x5y6z8 нэ 


k) 400 
)-168 


k) 10 
|) -56 


k) -128 
) 16 


k) -729 
|) 324 


k) 0 
1) 7125 


i) 24.33.53 
j) 22.32.52.73 


i) 1000 
j) 98908093 


i) 55 
j2" 


i) 105000 
j) 5 


k) -35 
1) -105 


ij 50 
j 16º 


) -23/33 
j) 195) 


i) 213,311 
j) 22.512 


i) 30m*nptq? 
j) 10a5b3c4 


m) 90 
n) 324 
m) 10 


n) 81 


m) 81 
n) -128 


m) 625 
n) 256 


m) 1 
n) 1 


To, 
)-2 


К) 1 
)-1 


k) -38,108 
1) 275 


k) 302 
|) -245 


m) -66 
n)-7 


k) 6 
|) 82 


k) 32/52 
1) 103 


k) 28.37 
|) -311,53 


k) xtyiz3 
|) —a3b4 


O ALGEBRI : 
0) 126 \ 


0)7 
0) 64 
0) -64 


0) -512 


т)-223259 0835711 
п) 24.32.5 


m) 1 0) 1 
п)-1 


т) —5'5 o) -5^ 
n) -2'5 


m) 80? o) 5^ 
n) 206 


o) -2 


m) 35 o) -16º 
n) 54 


m)302 0) 675 
n) -1/2 


m) —213 32.55 0) A 35 


n) 23.5" 


ma ab 


n) a? 
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— A E ONE 7: 
E38) 
а) 11 с) -2 0)-10 g) -8 |) -2 
b) 6 4)-10 04 h)-2 1)-12 
E39) 
a) 20 с) 24 ө)2 g) -72 i) 108 
b) -88 d) 16 f) 15 h) 30 )9 
БАО) 
a) 60 c) 43 8) 57 0) 83 |) 64 k) 29 m) 26 o) 17 
b) 18 d) 21 f) -25 h)-7 j) 106 ) 10 п)-43 
FAI) Е42) 
a) 38 c) -52 е) 32 g)-238 1)45 a) 432 c) 66 e) 171 
b) 182 d) -45 f) -58 h) 229 j) 56 b)-421 4) 186 
Е43) 
а)-8 c) -1 e)8 g) 6 )-120  k)32 т)145 o-30 3-78 s! 
b) 12 d) 8 f320 1)6 E )2 п) 34 р) 90 )120 429 
FA4) 
а) 276 c) 178 e) 969 g) 225 )4 
b)-180 — d)-903  f-21772 1)-43 j)120 
E45) 
a) 27 c) 32 e) 104 0) 18 i)1 k) 0 m) 11 0) 13 
b) -10 d) 80 f) 12 h)-216  j)-338 |) -250 n) -8 
F46) 
а) 11 0)-1 e)8 0) 54 )-126  k)32 т) 145  0)-30  q)78 s) 1 
b) 12 4) 8 930  h)6 ђ 2 )2 п) 34 р) 90 )120 t)29 
E47) 
a) -252 c) 51 e) 178 g) -21772 
b)-432  d)-903 943 h) 43 
FA8) 


a400  c)64 — e)6400 g)2744 152 К)-125 т)169  0)-125 (0)225  s)324 
b)169 d 0000 9900 h)1728 ¡15625 1)196 — n)-512 p)256  r)-728 (1700 


EA9) 

a) 4 c)6 e) 9 g) 12 i) 15 k) 20 m)4 0)5 q) 6 8) 1 
b)5 d)7 011 h) 14 j) 32 113 n) 10 p) 30 n2 to 
E50) 

8) -20 0-4 e)-5 0) 6 )-1 

b) -3 d) -10 f) -30 h)-2 jo 

E51) 

a) 3 c) -2 g- 9)4 )-1 

b)- 4)2 f2 h)- jo 

E52) 

a) 6 с)1 e)7 g)-2 i) 17 k)3 m) 36 0)7 

b) 1 d) 144 01 h) -15 }) 5 1) -11 п) 39 
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Мн! юк т QR дв 

Ч ài i DR j)! |! п) К p)R DR ! Ц 
E54) 

3 6 3 0) 7 i)7 ЮВ т)-8 оо 
р 47 Dá nio 010 s Ls 
E55) 

3 8 5 g) 12 0 k) -T m) 0 0) 15 
bs E 1-18 h)-3 )-4 )-10 n3 
o )3 k) -25 m) -16 
a) 7 c) -6 e) 12 0)-5 | E s 0) -50 
b) -6 9 -20 0, h) -12 ПЕ )5 п)-6 
E57) 
a) c) 27 g-t6 gi DA k) 12 m-13 ^ o)6 
b) 6 d) -12 f) 21 h) -18 j) 5 )8 п) 10 
E58) 
a) -38 c) 31 e) -52 g) 162 i) 10 k) 44 m) 3 0) 15 
b) 18 d) 18 f)-35 n-2 0-1 1) 10 n) 33 
E59) 
a)7 c)6 eJ-12 9)132 020 к) 120 m)120  o)-50 
b)5 d-122 972 h) 19 j 13 70 п) 126 
E60) 
a) 4 c) -56 e) -77 g) -32 i) -27 k) 1 m) -1 0) 1 
b) 35 d)7 f-216 №324 )-0 D-512 mo 
E61) 
a) 245 c) a30 e) 1000 g) 5º i) 302 k) 105 m) 275 0) 514 
b) 302 d) -66 f) 510 h) 8? po 1)107 n) 1013 
E62) 
a) 4 с) 9 e) 57 0) 17 i) 64 k)-8 m) 320 0)32 
b)-14 d) 15 0-7 h) 10 121 )-1 n)2 
E63) 
a) 1 с)1 e) -12 g) 1 )-1 k) 0 720 1 
b) 1 d) 13 f) -12 h) 1 j-1 4 i É 
E64) 
a) 169 c)-27000 6)32 g< i4 3 
b)169 20 01 h)-4 i 3 no iid 0) 
E65) 
a) 84 929 7 0-5 3 k)0 1 0)0 
bs ds 008 зо jo Pa 504 
E66) zero 
E67) -35%C 
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Capítulo 1 - Números inteiros — — — — 59 


E68) O nümero original, com sinal positivo. нэ 
E69) Sim, se o número for -2, -3, — ou outro inteiro menor. 

E70) Pode ser 0, 1 ou -1. 

E71) É o número com sinal positivo. O simbolo do módulo de х é |x]. 

E72) 0 ou l. 

E73) Somente quando a e b tém o mesmo sinal, ou quando a=b=0. 

E74) É o número com sinal trocado. 

E75) Sim, quando o número é negativo. 

E76) Zero. E77) -1, -2, 3, 4 e -5. E78) (D) 


E79) 

(V ) A subtração é a operação inversa da adição, e não da "soma". 

(Е) A multiplicação é associativa em relação à adição 

(Е) Somente a adição é comutativa, a subtração não é. 

( F ) O elemento neutro tem que ser à direita e à esquerda 

(У ) Nos números inteiros, a multiplicação é distributiva em relação à adição 
(F) A diferença entre dois números negativos será sempre um número negativo 
(F) A soma de um número inteiro com o seu módulo nunca será zero 

(Е) Somente para os positivos 

( V ) Chama-se Desigualdade triangular 

( V ) O conjunto dos números inteiros é infinito 


E80 

(C Z, = N (o conjunto dos inteiros não negativos é igual ao conjunto dos naturais) 
(У ) Na reta numérica, quanto mais à direita, maiores são os números 

(F)Z_ é o conjunto dos inteiros negativos e mais o zero. 

( V ) Entre 0 e 1 existem infinitos nümeros racionais 


( V ) Os números z e 45 são irracionais 
(F) O número 425 é irracional (= 5) 


( V ) Números irracionais possuem infinitas casas decimais que não se repetem. Os algarismos 
se repetem, mas as sequências não se repetem de forma infinita. 

(У ) Dívidas e temperaturas abaixo de zero são dois exemplos de números negativos na vida 
cotidiana 

(Е ) Quanto maior ё um nümero, menor será o seu simétrico, 1880 vale para positivos e 
negativos 

(У ) Em uma expressão algébrica, quando um par parênteses tem um sinal + antes, basta 
eliminar os parénteses e repetir o seu conteúdo. 


E81) 

( V ) Para multiplicar poténcias de mesma base, basta repetir a base e somar os expoentes 
(У ) A raiz quadrada de um número n, indicada como Jn , nunca poderá ser negativa 
(Е) Um número inteiro não se altera quando é elevado à potência 0 


(V ) Potências de expoente par serão sempre positivas, mesmo quando a base é negativa 
(F) exceção: 02 não é positivo 
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( F ) exceção: não vale para base igual a 1. 
(Е) 2º vale 512 


( V ) Associativa e comutativa são duas propriedades da adição de inteiros 
(Е) A raiz cúbica de um número positivo pode ser um número negativo 


(F) y 3? + 42 ë a mesma coisa que 3*4 


ЕВ2) 

(WIVQ =R 

(V)InQ=9 

(У) 250 =Z 

(Е ) SexeZeyeZ, então xy є Z 
(V)ZAR=Z 

(V) NCZcQcR 
(V)R-I-Q 

(У)2-Х-25 

( V ) Os conjuntos N e Z sáo infinitos 
( F) nào pertenceaI 


E83) 30?C negativos. E84) 70 anos 
E86) 1º trimestre e R$ 28.300,00 — E87) 265 m 


E89) -42?C. E90) -1. 


como a”, b’ e d. 


E85) 700ºC. 
E88) —10°С. 


E91) (C) Sugestão: exprimi 
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Números racionais 
RENE PR 


Também Reais e Irracionais 


Já estudamos no capítulo 1, a relacáo entre os conjuntos ©, I e К. Este capítulo trata 


principalmente das Operacóes no conjunto Q (Racionais), entretanto, praticamente todas elas 
aplicam-se também aos conjuntos I e R. No seu final seráo apresentadas observações adicionais 
sobre I e R, além disso, praticamente todos os capítulos seguintes lidam com números reais e 
irracionais. Entretanto, do ponto de vista didático, é melhor apresentar as propriedades de I e 


R, usando inicialmente o conjunto Q, para depois estender as propriedades para os demais 
conjuntos. 


Segurança, precisão, rapidez 


Em praticamente todas as questões de matemática temos que realizar algum tipo de cálculo. 
Na maioria das questões, o cálculo é uma parte importante, mas não a principal. Em muitas 
questões, o cálculo é o objetivo principal, do tipo calcule isso, calcule aquilo. As questões dos 
concursos para a EPCAr apresentam cálculos bastante cansativos. Por exemplo, ao invés de 
apresentar uma expressão, apresentam quatro expressões e os respectivos valores e perguntam 
quais delas estão corretas. O aluno se vê obrigado a calcular 


as quatro expressões. Expressões 
nas provas do Colégio Naval são menos trabalhosas, mas requerem mais atenção, e o aluno 


tem que fazer uso das propriedades das operações. Questões do Colégio Militar têm estilo 
mais parecido com o do Colégio Naval. Questões das Olimpíadas de Matemática muitas vezes 
precisam de uma “sacada genial” para a resolução, e deve ser levado em conta que muitas 
vezes os outros concursos repetem questões da Olimpíada de Matemática. 

Este capítulo tem um grande número de exercícios. Você deve resolver todos, com a máxima 
atenção. Você deve treinar para ter rapidez, pois nos concursos o tempo para a resolução de 
cada questão é muito pequeno. A precisão é necessária para que você não erre em contas. E 
você deve conhecer muito bem as propriedades das operações, para que não perca tempo 
pensando no caminho a ser tomado nos cálculos. 


Inteiros e racionais 


Você já estudou os números inteiros no capítulo 1, suas operações, expressões e resolveu 
diversos problemas. A boa notícia é que todas as operações aprendidas para ов números 
inteiros são praticamente idênticas nos números racionais. Então você já sabe mais da metade 
do que precisa saber sobre os números racionais. 


: БОБ na 
Os nümeros racionais sáo todos os nümeros inteiros, e ainda todos aqueles е a 
forma de uma fração, na qual o numerador e o denominador são primos entre si. O sinal pode 
ser positivo ou negativo. O número zero, é claro, também é um número racional. 


| 
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los de números гас 
Exemp 2000, -1, 000.000, 


И 
9 -5, 0, 1, 187, 20, 11, 3% -9, -85, 


2 41 16 F. ы 3 
hasa 3 73x35 2 
5 
2 EZ 0 conjunto dos números racionais (ing 
icado 


juntos ЇЇ 
Assim como осоп com OS conjunt 


ano do ensino fundamental, e faz Dis 
62 ano sem um bom domínio do Pid. 


meros 

PNE nhecer 05 nüme 
; notícia é que para CO I 0 
A má no que р ensinado até O 5 


б iti ue é 
frações positivas, assunto qu i 
aritmética. Infelizmente muitos alunos chegam 
que engloba: 


e Frações ordinárias, frações decimais o | 
e Frações próprias, impróprias, irredutíveis, número misto 
e Frações decimais 

Dízimas periódicas simples e compostas 
Porcentagem 

Operações com frações 

Redução ao mesmo denominador 

MMC, MDC, divisibilidade, nümeros primos 


os assuntos acima no seu livro de aritmética. Seja como for, 


É recomendável que vocé revise 
da tópico necessário conforme apresentarmos os números 


faremos uma breve revisáo de ca 
racionais nesse capítulo. 


Módulo e simétrico de um nümero racional 
Assim como ocorre para os nümeros inteiros, os nümeros racionais apresentam: 


2 Simétrico ou oposto: 
o número com o sinal trocado. Por exempl imétri А —-—9 : 
8/5, o simétrico de 0 é 0. plo, o simétrico de 4/3 é —4/3, o simétrico de -35 é 


b) Módulo ou valor absoluto 
aia оо módulo de -2/3 6 2/3, o módulo de 4/7 € 4/7, o módulo de 0 é 0 
башо, colocamos o valor entre barras verticais (41). Рог exemplo: 


1-23| = 93 
Revisáo de fracóes 
Um mesmo número raci 
racional pode s . 
por exemplo as frações 1/2 e 5/10. ровар por infinitas frações diferentes. Coni 
ui 


duas frações não «a 
frações não são iguais, mas sim, são ed 


Frações iguais: Sã 
iguais: São aquelas 
ue 
exemplo, 1/2 e 1/2 são м. йы S О mesmo numerador e mesmo denominados. P 
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———— mO e Leo ==. 
Ao considerarmos os valores numéricos dos números racionais, estamos levando em conta nào 
ав fragóes, mas os valores representados. Quando afirmamos que: 


estamos dizendo que ambas as frações são representações diferentes do mesmo número 
racional. Não estamos afirmando que as frações são iguais, mas que ambas representam o 
mesmo número racional. 


Fracáo é uma divisáo 


O que muitas vezes os alunos esquecem é que a fracáo é na verdade uma divisáo. No exemplo 
da fracáo 3/8, equivale a dividir um objeto em 8 partes e usar 3 delas. Mas também equivale a 


Juntar 3 unidades 


MA | | | | | | | UR Y 
3 divididos por 8 
é o mesmo que 3/8 


Na primeira parte da figura acima temos 3 unidades. Depois de juntar as trés partes, dividimos 
este total por 8. Isso é 3 dividido por 8 (2* parte da figura). Na terceira parte da figura 
dividimos uma unidade por 8 e tomamos 3 dessas partes. Isso também é 3/8. 


O resultado da divisão (no exemplo, 3 dividido por 8) é o número racional que a fração 
representa. 


Lembramos que os termos da fracáo sáo chamados de numerador (o de cima) e denominador 
(o de baixo). Correspondem ao dividendo e ao divisor da divisão representada por esta fração. 


Simplificacáo e fracáo irredutível 


O valor de uma fracáo náo se altera quando dividimos o numerador e o denominador pelo 
mesmo valor inteiro. Isso é o que chamamos de simplificar a fracáo. Considere por exemplo a 


fração 79/96. 


72 36 18 9 3 
96 48 24 12 4 


Se dividirmos o numerador e o denominador de 72/96 por 2, encontraremos 36/48, que é uma 
fracáo equivalente, ou seja, representa o mesmo nümero racional. А seguir podemos continuar 
dividindo o numerador e o denominador por 2, 2, e finalmente por 3, chegando a 3/4. Esta 
última fração não pode ser mais simplificada, ou seja, não existe nenhum número natural pelo 
qual podemos dividir simultaneamente 3 e 4 (ou seja, 3 e 4 são primos entre si). Dizemos então 
que a fração 3/4 é irredutível. 
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Fracáo decimal, їгасао ordinária ви 17 


Frações decimais são aquelas cujo denominador é uma potência de 10. Alguns exempl 
Plos; 


3 1 200 5 7 5000 


— — — —, —> 


10 100 1000 10 100 10000 


Os números racionais que são representados por frações decimais, podem 
representados por números decimais, com um número finito de casas decimais. Exemplos ser 
Os; 


3.03 Leo 2 s05 155905 
10 100 10 100 


As frações cujo denominador não é uma potência de 10, são chamadas de frações ordinár 
23 


Exemplos: 


Fracáo própria, їгасао imprópria, fracáo aparente, nümero misto 


Fração própria e aquela na qual o num 
disso, essas frações são sempre menores 


erador é menor que о denominador. Em consequência 
que a unidade. Exemplos: 


Já as fragóes impróprias são aquelas nas quais O numerador é maior ou igual ao denominador. 


Essas frações podem ser convertidas em números mistos, que possuem uma parte inteira о 
uma parte fracionária. Basta realizar a divisáo inteira, do numerador pelo denominador. 
quociente será a parte inteira do número misto, e o resto será o numerador da sua parte 


fracionária. 
Exemplos: 
j 33.53 

5 5 
b) 23.32 

7 7 
c) 1 213 

4 4 

cional 


Quando uma fração tem o numerador que é múltiplo do denominador, 1 
resultante será inteiro, pois a divisão será exata. Essas são chamadas de йа 
Exemplos: 


15 28 200 20 


— a 


5 7 40 5 
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Porcentagem 


65 


A porcentagem é um tipo especial de fração, onde o denominador é igual a 100. 


Exemplo: 
Em um dia de chuva, 25% dos alunos faltaram, de uma turma de 32 alunos. Quantos 
compareceram? 


A turma tem 32 alunos. Para saber o nümero de alunos que faltaram, temos que multiplicar o 
número total (32) pela fragáo correspondente à porcentagem, que é 25/100. 


Faltaram: 32x23. 32x = 32 =8 


100 4 4 


Explicando: A porcentagem 25% é representada como 25/100 na forma de fração. Essa fração 
pode ter o numerador e o denominador simplificados por 25, o que resulta em 1/4. Ficamos 


então com 32 x (1/4), que é o mesmo que 32/4-8. Como faltaram 8 alunos da turma de 32, 
compareceram 32 — 8 = 24. 


Qualquer problema de porcentagem se transforma em um problema de fração, quando 
convertemos esta porcentagem para a fração correspondente. Basta lembrar que x% é o mesmo 


que x/100. 


Dízimas periódicas 

Números decimais podem ter uma parte inteira e uma parte decimal exata. Por exemplo, 3/4 é 
o mesmo que 0,75. Para chegarmos a este valor, basta realizar a divisão, inicialmente tratando 
com inteiros. Quando chegamos ao resto, colocamos uma vírgula depois do quociente e 
continuamos fazendo a divisão. Em muitos casos, como no exemplo do 3/4, a divisão termina e 
temos um número determinado de casas decimais. Em outros casos, a divisão não termina 
nunca, o resto nunca chega a zero e as casas decimais são repetidas indefinidamente. Por 
exemplo: 


1/3 = 0,333333333333333333333333333333333333333333333333333... 


Dizemos entáo que temos uma dízima periódica. A parte que se repete é chamada de período. 
No exemplo acima, o período é 3. Usamos reticéncias (...) para indicar que o período se repete 


indefinidamente. 


Dependendo dos nümeros, o período pode ter vários algarismos. Por exemplo: 


11/7 = 1,57 149857142857 1428571428571428... 


Nesse caso, o período é 571428. Мао é necessário escrever à dízima com tantas casas decimais. 
Basta colocar uma vez o período que se repetirá, seguido de reticéncias. A dízima periódica 
gerada pela fração 11/7 pode portanto ser escrita como 1,571428..., o que deixa claro que O 
período é a parte indicada após a vírgula, no caso, 571428. Em certos casos, ocorrem algumas 
casas decimais náo repetitivas, chamadas anteperíodo, para depois comegarem as repeticóes. 
Por exemplo: 


145/18 = 13,611111111111111111111111111111... 
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«aito 6, para depois iniciar a rep — А 
o 


: um digi 
| cim M 13,611... ou 13 
Vemos que d is Ps C indicar então este número como 66111... о que С 5 
ue é o periodo: ode e 
claro que “éap pU meros racionais re 

„bricas, € Mais comum manter 05 5 representação P ados Com 
Nas expresso! o ° dízimas periódicas sa poe damnio со fração е exata 

~ 4 Е m 4 
fração, 80 m n ro d imal resulta ет erro de pu "Iss que o d náo é Possivel 
a s 22 d ais, acaba ер ы ° сша нэ 9 infinito Por 
a o ces resentarmos 1/3 como ,333 estamos na Ve uzindo um emo 
exemplo, à 
0,000333... para menos. 
ë ;. qual é a fração geratriz 
inverso, que € descobrir qual ë 2 ^ ge di 
Muitas vezes 00015 q E fração que se for feita а divisáo do numera rin 
ratriz de 0,333... é 1/3. ° 


ja, encontrar 


ulta na dízima plo, a fração ge 


:өдіса, ou 86 a 
pese dada. Por exem 


denominador, res 


Encontrando a fracáo geratriz — 

Р А : : ica. rmelra coisa а Ё 5 
| trar a fração geratriz de uma dízima per ica. primeira а fazer 
a сла esa одо. A seguir multiplicamos a dízima periódica por 
10, 100, 1000, etc, conforme for o número de algarismos do período (1, 9, 3, etc). Fin lus 
subtraímos este novo valor pela dízima original. Ficamos com duas equações simples, que 
subtraídas, permitiráo chegar à fração geratriz. 


Exemplo: 
х = 3,7111... 


О período tem um algarismo, entáo tem 


os que multiplicar por 10. Ficamos entáo com: 


10x = 37,111... 


Agora calculamos esta equação menos а original: 


10x = 37,111... 
х = 3,7111... 


Subtraindo 10х - x encontramos Ox. Subtraindo 37,111... - 3,7111... encontramos: 


37,111111... 
3,711111... 
33,400000 
Ээ усаар M para adicionar ou subtrair números decimais, é preciso alinhar suas e 
O resultado im al ш e ео infinito (1111) vai ser “cancelada”, resultando em | 
subtracáo é um decimal exato, 33,4. Agora podemos fazer: 


9x = 33,4 
yacht) 395 
9 90 
Portanto a fração geratriz da dízima é 334/90 


Fatoracáo de números naturais 
por 
а. 


М w 
as operações com frações é comum ter 


exemplo: que escrever números na form? i 
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a AA AA A 4 


30=2.3.5 (podemos representar a multiplicação pelo símbolo “x” ou por “.”. 
49 =7.7 = 72 


12 = 2,2,3 = 92.3 
80 = 24.5 
190 = 93.3.5 


Fatorar um número é representá-lo como um produto de fatores primos. Quando existirem 
fatores primos repetidos, usamos poténcias. Para fatorar um número, fazemos sua divisáo 
sucessivamente pelos números primos, em ordem crescente. Lembramos que um número 


primo é aquele que só pode ser dividido, com divisáo exata, por ele mesmo ou pela unidade. 
Os números primos sáo: 


2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... 


Exemplo: Fatorar 120 

120 + 2 = 60 

60 + 2 = 30 

30 + 2 = 15 (agora náo pode mais ser dividido por 2, passamos para o 3) 
15 + 3 = 5 (agora náo pode mais ser dividido por 3, passamos para o 5) 
5+5=1 


Entáo 120 = 2x2x2x3x5 = 93.3.5 


Para evitar erros, devemos armar as divisóes no dispositivo abaixo. Vejamos o exemplo da 
fatoracáo do nümero 720. 


720 
360 
180 
90 
45 
45 
5 

1 


l| Q) Q) N N N N 


MMC 


Para fazer a adição ou a subtração de frações, é preciso que possuam o mesmo denominador. 
Por exemplo, não podemos adicionar diretamente 1/2+1/3, porque os denominadores são 
diferentes. Mas podemos representar ambas as frações com o denominador 6, ficando com: 


Vemos então que antes de adicionar frações, precisamos reduzi-las ao mesmo denominador, 
multiplicando os termos de cada uma delas por um número tal que os denominadores ficam 
iguais. No exemplo acima, multiplicamos os dois termos (numerador e denominador) de 1/2 


Scanned by CamScanner 


| [TT 


cado e denominador de 18 por 2, pç STA 
68 lúplicamos numerador € denominador de 1/3 эг үг BRIST 
* санд 


09 — 
3/6 1 
рог 3, ficando com 3/6, e mt ; 
Com | 


2/6. 
| a mais é que O MMC (mínimo múltiplo comum 
Este denomin MMC entre dois ou mais números, usamos ntre 
сетр!о do cálculo do MMC entre 24, 45 6 k врода 
los fatores primos (2, ¿ ‚Кау. 
elos р 05 (2, 3, 5, 7 1] у; 


denominadores. ip 
indicado abaixo. Mostraremos о e 
uder ser dividido, prosseguimos ddl Ps. 
о. Se.) 
. Se 
Um 


хел э > 
sucessivamente а divisão desses 


Enquanto pelo dos números P 


menos um e 
а os repeti-lo. 
nümero nào pu devemos гер 


der ser dividido, 


Inicialmente dividimos por 2. O 45 é repetido 


- 45 - 2 
T: - 15 - m 2 Mais uma VEZ podemos dividir por 2 
6-45- 24 | 2 pela terceira vez dividimos por 2 
3 - 45 - 12 | 2 O 3 e o 45 nào podem, mas O 12 ainda pode ser dividido А 
2 Or 
3-45- 6|? O 6 ainda pode ser dividido por 2. 
3-45- 3|3 Agora começaremos а dividir por 3 
1-15- 1|3 O 15 ainda pode ser dividido por 3 
1- 5- 1|5 Agora dividimos todos por 5. 
1- 1- 1 MMC = 25. 32. 5 = 1440 


Comparação de frações 


Além da adição e da subtração, 
mesmo denominador, que é à comparação 

denominadores iguais, podemos então decidir qu 
simplesmente seus numeradores. Vejamos um exemplo: 


existe uma outra operação que requer à redução de frações ao 
de frações. Uma vez que todas tenham 
al é a maior e qual é a menor, comparando 


Exemplo: 
Colocar em ordem crescente as seguintes frações: 


1 
ene y 
2 
A primeira coisa а fazer é encontrar o MMC entre seus denominadores: 


MMC 0, 5, 7) = 70 


Para que as três frações fiquem com denominador 70, devemos multiplicar ambos os termos 
da terceira 


da primei 5 
soin eira fragáo por 35, ambos os termos da segunda por 15, e ambos 05 termos 


1x35 , 2x14 : 4х10 
2x35 5x14 7x10 


Ficamos entáo com 


e 25 е 40 

70 70 70 

Vemos entá А nr É À 

primeira (85/70 = 12 terceira fração (40/70 = 4/7) € a maior das três. À segun da mai | 
), e a menor de todas é a segunda fraçao (28/70 = 2/5). 
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Exercícios de revisáo sobre fracóes 


El) Fatore os seguintes números: 


a) 720 f) 320 k) 84 p) 384 

b) 150 0) 512 1) 120 4) 625 

c) 96 h) 630 m) 160 r) 900 

d) 105 i) 1024 n) 180 s) 121 

e) 144 j) 420 0) 240 t) 288 

E2) Calcule o MMC entre: 

a) 18 e 30 f) 200 e 320 k) 105 e 120 p) 10, 15 e 45 
b) 36 e 48 9) 24, 36 e 60 1) 45, 72 e 150 0) 20, 24 e 30 
c) 45 e 72 h) 35, 42 e 48 m) 25, 35, 45 e 55 r)6e 32 

d) 120 e 144 ))1,2,3,4,5e6 n) 1, 27, 12, 45 e 36 s) 30 e 10 

e) 150 e 180 j) 10, 11, 12e 15 0) 36, 54 e 12 t) 40 e 20 


ЕЗ) Se A é um nümero natural, calcule o MMC entre А e 12.A 

EA) Calcule o MMC entre 23.62.102 e 22.92. Indique o resultado na forma fatorada. 
E5) Encontre um máültiplo de 36 e 24, compreendido entre 100 e 200. 

E6) Encontre uma fracáo equivalente a 2/5 cujo numerador seja 32 

E7) Encontre uma fração equivalente a 3/7 cujo denominador seja 56 

E8) Encontre uma fracáo equivalente a 3/4 cuja soma dos termos seja 35 


E9) Encontre uma fracáo equivalente a 5/8 onde o denominador seja 21 unidades maior que o 
denominador. 


E10) Em uma estrada de 180 km, um motorista viajou 1/3 do total e parou para almoçar, 
depois percorreu 1/2 total e parou em um posto de gasolina. Qual fração da estrada representa 


o trecho restante? 


E11) Transforme as seguintes fragóes impróprias em número misto: 


a) 7/3 f) 18/7 k) 9/4 p) 20/3 
b) 18/5 0) 39/35 1) 21/10 q) 48/5 
c) 72/25 h) 17/3 m) 24/5 1) 100/7 
d) 14/3 i) 25/3 n) 32/14 s) 9/2 
e) 23/5 j 11/5 o) 17/13 t) 25/7 
E12) Transforme os seguintes números mistos em frações impróprias: 

a) 3 1/2 f) 1 3/5 k) 1 1/3 p)4 1/2 
b) 51/4 g) 21/3 ) 23/7 ч) 22/11 
с) 7 3/5 h) 147 m) 2 5/9 n) 1 1/5 
d) 11 1/3 i) 2 3/8 п) 13/10 s) 5 1/7 
e) 2 37 )219 0) 3 1/3 t) 10 3/4 


E13) Um ónibus enguigou depois de percorrer 2/5 do seu trajeto. Ficaram faltando 12 km para 
chegar ao ponto final. Qual é a distáncia total do trajeto? 


E14) Encontre uma fração equivalente a 3/8 cuja soma dos termos seja 55. 
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Е15) Depois de percorrer 1/3 do caminho, um carro parou para abastecer. A sem: 


is de percorrer a metade do caminho restante, quando faltavam apenas 15 E = Pam 
sue sa Qual é a distância total do trajeto? id 


: alor que sobrou, guardei 2/5 e gastei o y 
i 1/3 da minha mesada. Do v; | Estante 
a FU де computador que custou R$ 48,00. Qual é o valor da minha mesada» Para 


E17) Qual é a maior fração própria irredutível na qual o denominador é 18? 


E18) Coloque as seguintes frações em ordem crescente: 


1/3, 4/5, 7/12, 2/3, 11/12, 4/3, 17/12 
Е19) Simplifique as fragóes: 


a) 480/72 f) 63/777 k) 144/480 р) 42/105 

М 156/240 9) 85/68 1) 210/360 9) 28/70 

с) 85/221 h) 60/450 m) 74111 r) 45/150 

d) 91/130 i) 84/63 n) 20/75 s) 18/48 

e) 420/960 j) 225/50 0) 96/240 t) 26/65 

E20) Encontre trés fracóes equivalentes a 3/8 nas quais os numeradores sáo os menores 
possíveis. 

Е21) Qual é a maior fração própria irredutível na qual o denominador é 15? 


E22) Qual é a fração equivalente a 3/16 de menor denominador possível e que seja múltiplo de 
12? 


E23) Reduza as seguintes fraç 


без ao mesmo denominador, 
3/2, 2/3, 4/15, 1/30, 72/144 


€ que este seja o menor possível: 


E24) José acertou 5/8 de uma prova de 16 questões 
10 questóes. Sabendo que em cada prova, todas 
acertou mais questões? Quem tirou a maior nota? 


» João acertou 4/5 de uma outra prova, com 
as questóes tinham o mesmo valor, quem 


E25) Em uma sala, 2/3 dos estudantes 580 m 


eninos. Certo dia, metade das meninas faltou, 
tendo comparecido apenas 8. Qual é o nümero 


total de estudantes? 


E26) Qual é a maior fracáo menor que 2/5 cujo denominador ё 8? 


E28) Joáo andou 8/11 d опей à 
saco de um percurso, Pedro andou 7/10 do mesmo. Quem pet 


E29) Em uma escol 


a, 4 
DO terceiro ano. 


tante 
/11 dos alunos estáo no primeiro ano, 5/13 no segundo ano € O х 
Em qual dos trés anos há mais alunos? 


E30) Das 25 questóes de um 95. Qual éa 
sua nota em uma escala de rin EON 18, ficando com nota 18 sobre 
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E31) Dois carros partem em sentidos opostos, com a mesma velocidade, em uma estrada de 30 
km, sendo um do km 0 em direção ao km 30, e o outro saindo do km 30 em direção ao km 0. 
Em qual quilômetro da estrada os dois se encontrarão? 


B32) Como ficaria o problema anterior se o carro que parte do km O tiver o dobro da 
velocidade do carro que parte do km 30? 


E33) E se o carro que parte do km 0 for 4 vezes mais rápido que o outro? 


E34) Calcule as porcentagens: 


a) 30% de 20 f) 125% de 20 k) 40% de 45 p) 5% de 80 

b) 25% de 60 9) 12,5% de 40 1) 25% de 36 q) 100% de 237 
c) 15% de 40 h) 300% de 80 m) 75% de 80 r) 19% de 200 
d) 10% de 70 1) 80% de 14 n) 30% de 40 s) 15% de 60 
e) 35% de 80 1) 75% de 20 0) 90% de 40 t) 12% de 100 


E35) Qual das afirmativas abaixo é falsa? 

(A) Frações equivalentes representam o mesmo número racional. 

(B) Todo número misto é igual a uma fração imprópria. 

(C) Uma fração que não é decimal é chamada fação ordinária. 

(D) O numerador de uma fração nunca pode ser 0. 

(E) Numa fração irredutível, o numerador e o denominador são primos entre si. 


E36) Qual das afirmativas abaixo é falsa? 

(A) À fração cujo denominador é uma potência de 10 é chamada fração decimal. 
(B) Fração própria é aquela menor que a unidade 

(C) O denominador de uma fração nunca pode ser 0. 

(D) A divisão frações é uma operação distributiva em relação à adição 

(E) Nas frações impróprias, o numerador é menor ou igual ao denominador 


E37) Escreva as seguintes frações decimais na forma de números decimais: 


a) 27/1000 f) 1/1000 k) 115/10 p) 13/1000 
b) 456/10 9) 500/10 1) 217/10 q) 10/100 
c) 12/10000 h) 27/10 m) 1178/100 r) 32/100 
d) 5/100 i) 43/10 n) 36/100 s) 21/1000 
e) 156/100 j) 77/100 o) 27/1000 t) 8192/1000 
E38) Escreva as seguintes porcentagens na forma de fração decimal: 

a) 209, f) 1,2596 k) 1096 p) 4096 

b) 596 0) 162% 1) 1,590 4) 6096 

c) 1% h) 200% m) 496 г) 90% 

d) 1,3% 1) 18% п) 25% s) 75% 

е) 0,5% j 12% 0) 32% 1) 35% 
E39) Escreva аз fragóes decimais correspondentes aos seguintes números decimais: 
а) 03 f) 100,1 k) 1,3 p) 1,8 
b)12 g) 0,0002 1) 21,12 q) 0,7 

c) 0,01 h) 0,000001 m) 0,001 r) 0,99 

d) 1,75 i) 0,25 n) 0,005 s) 10,5 

e) 324 j) 2,25 0) 12,5 t) 8.3 
E40) Converta as seguintes frações ordinárias em números decimais: 

a) 1/4 f 154 k) 6/5 p) 7/2 

b) 5/4 g) 3/25 1) 12/20 q) 3/2 

с) 7/5 h) 3/20 m) 17/2 r) 1/8 
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үг A em су A | 
n) 5/8 s) 9/5 ^ | 


21/5 i) 3/8 
Е A 17 o) 9/12 1) 4/5 


1 
| 
| 


seguintes nümeros decimais em frações ordinárias irredutíveis 


E41) Converta os 

a) 15 f) 3,4 k) 1,6 р) 0,75 

b) 0,35 0) 7,2 ) 1,75 0) 0,6 

c) 0,75 h) 4,25 m) 2,2 r) 0,4 | 
d) 0,625 i) 5,2 п) 1,1 5) 0,2 | 
e) 0,125 118 0) 2,5 t) 0,025 | 
E42) Transforme as seguintes frações em dízimas periódicas 

a) 1/3 f) 8/11 k) 5/6 p) 7/18 

b) 2/9 g) 1 2/9 1) 1/7 q) 5/3 | 
c) 4/6 h) 3 1/3 m) 7/3 r) 21/11 | 
d) 3/7 i) 5 3/7 n) 16/3 s) 7/9 | 
e) 4/3 j) 19/15 o) 5/9 t) 10/13 

F43) Encontre a fração geratriz das seguintes dízimas periódicas: 

а) 0,323232... f) 2,1333... k) 16,666... p) 0,058333... 

b) 1,777... 9) 0,1333... 1) 5,111... q) 0,131313... 

c) 3,1818... h) 24141... m) 0,444... r) 0,7432432432... 

d) 0,555... i) 2,666... n) 0,0666... s) 0,00666... 

e) 0,999... j) 8,333... 0) 0,13232... t) 5,4747... 


Lidando com sinais 

cionais envolvendo frações são praticamente idênticas às 0 
anteriores do ensino fundamental. O único detalhe que cau 

pela primeira vez é о uso dos 

tomemos como exemplo, 2/1) e 

racionais podem ser 


perações 
sa um 
sinais. 


Operações com números ra 
com frações feitas em séries 
pouco de confusão para quem aprende números racionais 
Se tomarmos um certo numerador e um certo denominador ( 
levarmos em conta todas as possibilidades de sinais, diversos números 
formados (veremos que na verdade só existem dois valores, 2/15 e —2/15): 


+2 +2 -2 m +2 +2 -2 -2 
+— —, +——. +——. +—  —-— 7-187 —— € —— 
+15 -15 +15 -15 +15 -15 +15 -15 


n 
opcional colocar 


Sabemos que o sinal antes de um número positivo é opcional. Também é 
desnecessários 


antes de um número racional Então podemos eliminar sinais positivos 
frações acima. Ficamos então com as possibilidades: 


2 2 -2 -2 2 2 -2 -2 
Levando em conta apenas o sinal do numerador e do denominador, lembramos 


entre dois números de mesmo sinal dá resultado positivo, e de sinais diferentes 
negativo. Então recalculando as oito frações acima, ficamos com: 


2 
a) 5 = = (nada a recalcular) 
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ps 
H5 15 
E2 2 
d === 
Дат 15 
e) - 2. 2 (nada a recalcular) 
IN 15 
282 
“SUE 
g) E 2 
150015 
Нь: 
-15 15 


Dos exemplos (d) e (h) acima, vemos que dois sinais negativos, um no numerador e um no 
denominador, podem ser simplificados e eliminados. No caso geral, sendo a e b números 
inteiros quaisquer: 


CRT 
-b b 
Outro exemplo: 
EN 
= Y 


Dos exemplos (b) е (c) acima, vemos que um sinal negativo do numerador ou do 
denominador podem ser transferidos para a fração. No caso geral, sendo a e b números 
inteiros quaisquer: 


za aça a 
b —b 
Outros exemplos: 

= Sau 

7 795 

T :.5 

-8 8 


Essas não são na verdade novas regras de sinais. São consequências de regras já apresentadas 
no capítulo 1. Qualquer fração, com um sinal positivo ou negativo numerador, um sinal 
positivo ou negativo no denominador, e um sinal positivo ou negativo na própria fração, pode 
ser considerada como uma sequência com uma multiplicação e uma divisão. Por exemplo: 


4 
775 = (ED x(+4)+(=7) 
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A regra de sinal é simples: se for um número par de negativos, o resultado será Posi, A 


: tivo. O 
ї tivos, ou resultado será nega númer T 
ümero ímpar de negativos, ou "ves p. . O (. 
= ve o sinal negativo antes da fração. Se a fração ази sinal, represent? St 
Чэн or um fator (*1). Levando em conta esses trés sinais (o u ração, o do numer, me " 
1 ° 4 (al S 
udenuminadni), podemos considerar que dois aq зүг d T pie le Cancelam, do 
quando multiplicamos ou dividimos (-1) por (-1), o resuitado se . Por isso: Род 
4 4 
-7 7 
Ao formarmos qualquer fração usando números negativos, o ways рн Será sempre igual a 
uma fracáo com numerador e denominador positivos, e com um sina! na frente da fração 32 


poderá ser positivo (opcional) ou negativo. Por 1850 nào é usual escrever fracóes como 


Apesar de nào ser errado usar as formas acima, é de praxe representar esses nümeros racionais | 
usando numeradores e denominadores positivos, adicionando um sinal negativo na frente d; 
fracáo, quando for o caso: 


45/23 etc 
Exercícios 


E44) Reescreva as frações abaixo, usando numeradores e denominadores positivos, e quando 
for o caso, um sinal negativo antes da fração: 


a 5.5 04 _ Ю.-2. MSS 
-3 3 -5 9 -5 
Bt. 4 +) 7. ) 2 _ q +. 
9 9 -11 -7 -13 
0-3. h) =5 _ m 2. pcr. 
-2 12 -3 10 
dt. ij) -9 _ c = 5-2. 
-8 -4 13 -17 
e) -6. || Mi о) 53 _ б >з. 
5 -6 11 100 
Simplificacáo 


a5 

como 
- m lexas, 

aprenda a resolver expressóes comp apresente” 


O números racionais. Por isso vamos aos poucos o ba tante 

exas. Começaremos com um tipo de d ¡nado! 
d : io de 

fracáo, cujo numerador é uma expressáo e cujo 


Um dos objetivos deste capítulo é que vocé 
do capítulo anterior, porém usand 
expressóes cada vez mais compl 
básico, formada apenas por uma 
é outra expressáo. Por exemplo: 


AA 


-1P*2(1x3-22x (5) 
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(nos cálculos abaixo usamos “.” para multiplicação, ao invés de “x”, para lembrar que esta 
notação é muito comum): 


Numerador: 

[24-27 + [ 2.(34)] = [8-4] + [2.(-1)] = 4 + (-2) = -2 

Denominador: 

(-2).(-3) - (C2? + [2.(-1)9 + 2.(1.3 — 22.(-5))D) =6—(—+[2.(-1) + 23 - 4.(75))]) 

= 6 — { -8 + [-2 + 2.(3 +20)]) = 6 - (8 + [-2 + 46]} = 6 - (-8 + -2 + 46) = 6-(36) = -30 


Sendo assim, a fração será igual a: 


M 2 
-30 30 15 


Portanto resolvemos o numerador e o numerador, depois tratamos o sinal da fracao, e 
finalmente simplificamos. Quando encontramos em uma expressão, frações cujo numerador 
ou denominador seja uma expressão complexa, devemos antes resolver essas expressões, e se 
possível simplificá-las, ficando com frações mais fáceis de operar. 


Exercícios 
E45) Resolva as expressões do numerador e do denominador, a seguir simplifique a fração 
resultante. 
m2. a УС C9 ю- _ p -JC2y _ 
5345 Т5) зА) 7 58-53) ас; 
b) 7-4_ 9) es -(-2)х(-37-- ) DC q ? . 
7-2 10х(1-2-344) | -(-7)-(-7) 1+(-2) 


g HEY EY __ m 24-27 n e 
С27-с27 1-5 AF PES Csr-e 


g 1-2. i (20427002 0-0. 9 

pe AAA 5(-4)-2.(-8) C2 __ 
Ey -E3) 

E DA 0) 24-15) 599 

EIE (-6€7)-(-9xC2) Jaa- Jay (37403). 


Adicáo e subtracáo de nümeros racionais 


Nümeros racionais podem aparecer na forma de fração, na forma de números decimais exatos, 
na forma de dízimas periódicas, como nümeros inteiros, e como positivos ou negativos. Em 


relacáo aos sinais, lidamos da mesma forma como fazemos para nümeros inteiros: 


1) Para adicionar dois números racionais de mesmo sinal, somamos seus módulos e repetimos 
o sinal 

Exemplo: 

-2,4 -3,2 = -5,6 

cionais de sinais contrários, subtraímos seus módulos e 


2) Para adicionar dois números ra 
damos ao resultado, o sinal da parcela de maior módulo. 
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рэн эь 


Exemplo: 

125 1,6 = +0,4 
- d iti 

a de adições, podemos agrupar todos 0$ positivos, e agrupar todo, " 


3) Em uma sequénci ; 
negativos, e fazer à soma algébrica no final. 
Exemplo: 1,6 + 45) = -68 + 6,1 =-0,7 


12 + 16-24 -3,2 + 457 (12-24 -8,2) + ( 


er na mesma expressáo números decimais с 
nümeros decimais, dízimas. Quando isso no 
or exemplo, fração. Em alguns 
evitando as frações. Vejamos iem 


que podem aparec 


diferentes: frações, 
a mesma forma, P 


úmeros decimais, 


A única dificuldade é 


diversas representações 
devemos converter todos eles para 
podemos usar todos na forma de n 


exemplos. 


Exemplo: 

0,333... -0,7 + 2/5 - 1/6 
ados a trabalhar com frações, já que 0,333... ё dízima periódica, que 
da como um número decimal exato. A fragáo 1/6 também resulta em 
o converter todos para а forma de fração. 


Nesse caso somos Obrig; 
náo pode ser representa 
uma dízima. Devemos entá 


0,333... = 1/3 
0,7 =7/10 

e trés números racionais na forma de fração. É recomendável 
lificação das frações, quando for possível. Neste exemplo 
ode ser simplificada. Ficamos com: 


Ficamos então com uma adição d 


que nessa etapa façamos a simp 
das quatro frações envolvidas p 


nenhuma 

1 

——— +- 
3 10 5 6 


Para adicionar algebricamente as frações, devemos reduzir todas ao mesmo denominado: о 


MMC entre 3, 10, 5 e 6 é 30. 


MMC(3, 10, 5, 6) = 30 


Sendo assim, multiplicaremos os dois termos da primei ue сой 

: i a primeira fragáo por 10, para que fiq f. 

denominador 30. Na ipli sep d: or 

Ficamos então com: segunda multiplicaremos por 3, na terceira por 6 ena quarta Р 

Ixl0 7x3, 2х6 155 

30 30 30 30 

10 21,0 5 

30 30 30 30 

Agora que as frações té "Ts 
ções têm : : n А 

o mesmo denominador, podemos somar algebri prs 


numeradores. É preci {ап 

. is 

com sinai ргесзо entretanto prestar atenção inai k s 
s negativos. Ficamos com: nos sinais. Os nümero 


Scanned by CamScanner 


Capítulo 2 - Nümeros racionais 
10221512 5 
30 


77 


Finalmente podemos calcular a soma algébrica dos nümeros que ficaram no numerador da 
fração. 10 — 21 + 12 — 5 = -4, então o resultado é: 


= o mesmo que = 


30 30 


Podemos ainda simplificar o numerador e o denominador por 2, e o resultado será: 


2 


15 


Tudo o que aprendemos sobre expressões numéricas com números inteiros, pode ser aplicado 


a números racionais. À sequência de adições e subtrações é o tipo de expressão mais simples. 
Vejamos mais um exemplo: 


Exemplo: 
El. E 
12 9 4 6 2 


Temos uma sequência de adições e subtrações de frações, e ainda uma subtracáo de um 
número inteiro (2). Todas as frações são irredutíveis, e teremos que converter todas elas para o 
mesmo denominador. Antes porém será preciso converter o número 2 para fração, ficará 2/1. 


Agora calculamos o MMC entre os denominadores: 


MMCY(12, 9, 4, 6, 2, 1) = 36 


Devemos então reduzir todas as frações ao denominador 36. Para isso multiplicaremos os 
termos das fracóes, respectivamente, por 3, 4, 9, 6, 18 e 36. 


5x3 2x4 7x9 5x6 1x18 2x36 


36 36 36 36 36 36 


1548-63-30-18-72 - 
36 Е 


Agora podemos adicionar algebricamente todos os positivos do numerador, e fazer o mesmo 
com todos os negativos: 


15 + 8 + 30 = 53 
-63 -18 -72 = -153 


Ficamos então com: 
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AL 
53-153. -100 SEBRIS 


36 36 


Podemos simplificar o numerador e o denominador por 4. O resultado será; 


-100 -25 25 


36 9 
Lembramos que é de ргахе deixar positivos os termos da fracáo, e quando for о v" 
0 


o sinal negativo fora da fração. > Manter 


A maior dificuldade que os alunos têm nesse ponto não é lidar com os sinais negativo 

a matéria esquecida sobre operações com frações. Por isso vamos primeiro "Жш ы, 
exercícios com operações que envolvam apenas adição e subtração de frações. Do. 
passaremos a outros exercícios que lidarão com números racionais negativos. йн. 


Comparagáo de nümeros racionais 


Já vimos que para comparar frações é preciso reduzi-las ao mesmo denominador. O mesmo 
ocorre quando lidamos com números racionais, quando podemos encontrar fracóes positivas 


ou negativas: 
a) Qualquer número positivo é maior que qualquer número negativo 


b) O número 0 é menor que qualquer número positivo, e maior que qualquer número 


negativo. 
c) Entre números positivos, o maior é aquele que possui maior módulo 


d) Entre números negativos, o maior é aquele que possui menor módulo. 


Para comparar números inteiros e fracóes, devemos transformar 08 números inteiros em 


- : 1 . : ue 
frações aparentes (denominador 1) e reduzir todas ao mesmo denominador. Se tivermos а 
comparar fragóes com números decimais, devemos converter os nümeros decimais р 


frações decimais, e reduzir todas ao mesmo denominador. 


Exemplo: 
Colocar em ordem crescente os números 13/3, -4/5, -3, -2,5, 4, 10/3, 17/3, 10,666... 


хөв, € 
| РА : ЭГ” ara frações 
Como existem frações entre os números indicados, temos que converter todos р 


reduzir todas elas ao mesmo denominador. “ 


-3= -3⁄1 
-2,5 = -25/10 = -5/2 

4= 41 

10,666... = 10 + 0,666... = 10 + 2/3 = 32/3 


Ficamos entáo com: 


13 4 3 5410 17 32 


—; ——5——5——5—5—5 —> 


3 5 1 21 3 3 3 
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—— — o —————————————————————_—— DT  . — 
A próxima etapa é reduzir todos ao mesmo denominador. O MMC entre 3, 5 e 2 6 30 
Devemos entáo reduzir todas as fragóes ao denominador 30: | 


4x6 
5x6 


3x30 
1x30. 


13х10, 
3105 


25x15 4x30 10х10, 17x10 32x10 
2x15 1x30 3x10 3x10 3x10 


Nesse caso é conveniente deixar os sinais negativos no numerador. 


-24 -90 -75 120 100 170 320 


—, —— n; —» —— ——, — ——, — 


Finalmente podemos colocar as frações em ordem crescente, primeiro as negativas, depois as 
positivas. Entre as negativas, as menores sáo as que tém menor módulo. Entre as positivas, as 
maiores sáo as que tém maior módulo. 


-90 -75 -24 100 120 130 170 320 


30 30 30 30 30 30 30 30 


Normalmente é preciso dar a resposta usando os nümeros originais do enunciado. Ficamos 
entáo com: 


-8, -2,5, 4/5, 10/3, 4, 13/3, 17/3, 10,666... 


É de praxe usar os sinais “<” (menor) e “>” (maior) para separar números dispostos em ordem 
crescente ou decrescente. Ficamos então com: 


-3 < -2,5 < 4/5 < 10/8 < 4 < 13/3 < 17/8 < 10,666... 


Exercícios 

E46) Efetue as seguintes operações com frações e números decimais, dê a resposta em forma 
de fração 

a) 3/2 * 4/5 - 1/7 f) 3/10 + 2/5 + 1/2 1/3 k) 32/3 + 4 1/5 – 1/10 p) 15/6 + 35/12 + 25/18 + 1/3 
b) 1/4 * 3/7 +2 g) 3/11 * 8/7 51/2 * 11/3- 04 q) 1 -1/2 + 0,25 - 1/8 + 1/16 
c) 16/3 — 16/4 h) 1/2 * 0,25 * 1/8 m) 2 1/7 * 3 1/5 r) 1 + 1/2 + 0,2 + 3/7 - 0,7 

d) 1/9 — 0,1 i) 1/2 - 1/4 — 0,125 n) 2,666... - 0,6 5) 1/2 1/3 1/4 + 1/5 + 1/6 
e) 1,6 — 0,333... j) 4- 3/0 + 0,2 0)02-03-15-16  t1*1/2*3*15*5*02 
E47) Encontre o menor número inteiro que seja maior que os números racionais dados 

a) 10,25 f) -13,23 k) 52/3 p) 2,718281828 

b) 4,38 g) 15,777... 1) –10/3 q) -4,3817454545... 
c) 5 2/3 h) -1,333... m) 37/21 г) 5 13/73 

d) 0,333... i) 0,93 п)-2,666... s) 3 47/40 

e) 0,7 1) 45/7 0) 3,141592653 t) -1/13 

E48) Efetue as seguintes operações 

a) ана 87-25 EAD k) 3 2/5 * 4 1/7 p) 15/12 -7/3 

b) - 3/7 * 1 0) 3/8 - 8/7 1) 51/3 + 1 1/4 q) -1/2 + 1/16 

c) 16/7 — 16/5 h) 1/3 — 5/8 m) 2 1/8 - 2 1/6 n 3/5 - 7/10 

d) 2/7 – 3/10 i) 1/2 — 7/8 n) 5/7 - 7/5 s) -7/5 + 5/6 

e) - 2/3 + 1/2 j)- 3/10 -1/5 о) -1/5 - 1/6 t) 12-3 
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9) Efetue as seguintes operações _ А 
"soar 2 3/10 + 2/5 + 12-13 оо. 2, р)116-3 5/9 -2 784 
b) 1/4 + 3/8 + 3 g) 311 - 8/7 * 1 1) 2 1/2 + 1,999... ^ q)1-1/2 + 3/4 -| 58410 33, 
с) 5/3 - 12/5 h) 1/2 3/4 + 57 m)23/7-31/5+03  11-12*02-9/ -74o 8| 
n) 1,666... — 3/5 s) 1/2 -2/3 + | -34 + 


d) 2/9 - 3/10 i) 1/2 - 0,75 - 5/8 45 
e) 1,8 – 1/5 -1/2 j4- 710 + 2/5 0) 0,2 *0,3- 1/5 – 1/6 t) 1-3/2 * 3-4/5 +04 | * 5jg 
E50) Efetue as seguintes operações: 

a) 08 + 0,666... - 1333. f) 2-23 + 35—56 k) 4/5 s Rx р) 3/5 — 4/2 + 56 

b) 1 1/7 -0,333 - 1,5 g) 0,2 + 0,333... -11/15 ) 2/3 - - q) 1/3 + 1/30 -0333 
c) 0,25-1,32 +0,38-5  h45* 0,6 -0,666... m) 0,333... — 0, r) 1- 0,999., "~ 
d) 0,111... — 0,333.. +0,1 1) 2/3 — 1/4 -1/5 -5/6 n) 0,999... — 0,333 s) 2/3 — 4/5 + 34 

e) 7/8 — 5/6 + 0,25 j) 1/2- 1/3 + 1/5 + 1,333... о) 12 + 2/3 - 3/4 0 4/16 — 8 « 17 
E51) Use os sinais =, < ou > para comparar о8 números racionais 

a) 3/7 — ANT 9 12/5__ 413 к) -10% __ -1/8 р) 7/5 48 
b)2/3. 2/5 g) 0,333. 0,3... )13. .310 4)-0222.. sm 
c)-115__0 п) 42/35 5177 m)-1/3. .-03 D)-10 99 
d)-10/3. -3 i) -2,38 __ -2,37997 п) 740 _— 283 s) -1/5 __ AM 

e) -1/3 __ -1/5 j) 1/5 _— 20% o) -8/3 _ -2,5 5/6 09 

E52) Use os sinais 7, < ou > para comparar os nümeros racionais 

а) 4/5 __ 0,75 f4lb. -2/ k) 0,666 0,666... р)-3/5__-23 

b) 0,666 — 2/3 g) 110__0 0,3 — 3/10 q) 45. 5/6 

с) 4/7 __ 5/8 h)-2/3 112 т)0,999. 1 г) 5/8 59 

d) 9/8 87 ij-3. 2 n) 0,999... 1 8)-0222 | 0,222... 
e)-913. — -7/0 j-06. 0/1 о) -0,4 — -30/7 )0__-47/147 


E53) Use os sinais =, < ou > para comparar os números racionais, mas sem realizar cálculos 


(faca de cabeca) 

a) 14,22... 148397 1471239 — 513/777 k) -18/73 — -18/71 p) 1/256 ___ 2/500 
b)0__-3,17921792... 0) 25,15 — 100/4 1) 11% __-12,375% q) 1,333... — 32 
c)-51212..  -6,333.. 1)-2,1313... — 0,218 m) 0,9175 7372 r) 4/7 48 

d) 1,3181 ___ 2,21289 i) 715/113 ___ 700/113 n)-0,99..  -1 $)-2П __-29 
e) 0,333333 0,333... ])23/59 23/61 о) 0,377...___0,37775 015.116 


Multiplicação e divisão de números racionais 
A multiplicação e a divisão de números racionais são idênticas às multiplicaç 
frações. A única diferença é o tratamento de sinal. А regra é a mesma apresentada n 
1: se o número de fatores negativos for par, o resultado será positivo; se O número de 
negativos for ímpar, o resultado será negativo. 


ges e divisões de 


Inicialmente vamos recordar a multiplicação de frações, através de exemplos: 


Exemplo: 
4,2.4х2 8 
5 7 5x7 35 


05 
. . ~ dr 
Para a frações, o resultado será uma fração cujo numerador é ° i» ple rd 
numeradores, e cujo denomin ё q 
a : 
desejável sim liicar fat dor é o produto dos denominadores- н >) 
E atores comuns no numerador e no denominador ("corta-cor? 


Scanned by CamScanner 


2 o 


Exemplo: 
в 15 2,3 
25 28 5 7 


Nesse exemplo podemos simplificar o 8 e o 28 por 4, ficaráo 2 e 7. Podemos também 
simplificar o 15 e o 25 por 5, ficaráo 3 e 5. Nesse tipo de cálculo, devemos procurar fatores que 
possam dividir simultaneamente um nümero que apareca no numerador e um nümero que 
apareca no denominador. Ficaremos entáo com: 


A divisão de frações é tão simples quanto a multiplicação. Para dividir frações, fazemos uma 
multiplicação na qual a primeira fração é repetida, e segunda é invertida. 


Dividir por uma fração é o mesmo que multiplicar pela inversa dessa fração. 


As regras de sinais são as mesmas para multiplicação e divisão de números inteiros. 


Exemplos: 

a) 2 х | "m. (o produto de dois negativos dá resultado positivo) 
5 3 15 

b) [- 3 х B 415 (o produto de um positivo por um negativo dá resultado negativo) 
5) \3 15 


2 4) 215 13 3 
9|1-51-|--4|«-Үїх----тхї5-2 
5 15) 54 12 2 


No exemplo acima, primeiro tratamos O sinal, que será negativo. Depois transformamos a 
divisão na multiplicação pelo inverso. A seguir simplificamos, e finalmente encontramos o 


resultado final. 


1 3. 9 

d) -4 E = E. A =+-X— =— 

dl do 133 
um número inteiro (-4) por uma fração (-5/12). Para isso, 
transformamos o -4 na fração aparente —4/l. A seguir tratamos o sinal (produto de dois 


negativos será positivo) e fazemos а simplificação de 4 e 12 por 4, ficamos então com o 
resultado +5/3. Também é correto simplificar diretamente o 4 com o 12, sem transformar o 4 


No exemplo acima, multiplicamos 


em fração. Ficaríamos com: 


es tee mui wem ча E EH / 
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No exemplo acima, О detalhe importante foi transformar a número p 198 em по 
imprópria resultando em 5/3. Para essa transformação, A d a or da nova fração é ão 
> > > £ 4 ё ; 
ao denominador do nümero misto. Já О numerador ё o ti : up а soma do numerado al 
nümero misto com o produto da parte inteira pelo denominador. Grenericamente f, шаал do 
» Se a, 


b e c sáo números naturais, temos: 


b ac+b 
а= = 
с с 


Quando o nümero misto сотеса com um sinal negativo, consideramos que este sina] se aplica 


a toda a fragáo: 


2-5 223 
3 5 5 


CUIDADO: Мао confunda nümero misto co 


diferenca entre os trés nümeros abaixo: 


m multiplicação de inteiro por fração. Veja bem 


3x 2 , 33 е 32 
5 3 

o a multiplicação de 3 por 3/5. O terceiro não é uma multiplicação, e sim, 

igual a 3 + 3/5. Muitas vezes a omissão de um sinal algébrico 

de números mistos. 


Os dois primeiros sã 
o número misto 3 3/5, que é 
indica multiplicação, mas nào no caso 


Inverso ou recíproco 
Dada uma fração a/b, chamamos a sua fração simétrica ou recíproca de b/a. No caso particular 
de nümeros inteiros, o inverso ou recíproco de a é 1/a. Vejamos alguns exemplos: 


O inverso de 4/5 é 5/4 
О inverso de 2/3 é 3/2 
O inverso de 3/10 6 10/8 
O inverso de 5 é 1/5 

O inverso de 3 é 1/3 

O inverso de 1/4 é 4. 

O inverso de 1/10 é 10. 


O nümero 0 nào tem inverso, mas nümeros negativos possuem inversos negativos 


O inverso de —3/7 é -7/3 
O inverso de -4/9 é -9/4 
O inverso de -4 é -1/4 
O inverso de -1/6 é -6 


Não confunda inverso ou recíproco com simétrico ou oposto: 


O simétrico ou oposto de um número a é -a 
O inverso ou recíproco de um número a é 1/a 


Um detalhe importante é 
ue quand ipli : : 
resultado é sempre 1. TS o multiplicamos um nümero гас! 
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4[5) x (5/4) = 1 

ЫБ) x (3/2) -1 

(3/10) х (10/3) = 1 


5x1/5=1 
3x1/3=1 
(1/4)x4=1 


(1/10) x10=1 
C37) x C7) =1 
(-49) x (-9/4) = 1 
(4) x C14) = 1 
(-1/6) х (-6) = 1 


Fracáo de fracáo 


Em matemática, a palavra “de” tem o sentido de multiplicacáo. Quando temos que calcular 
uma parte “de” um valor, basta escrever uma expressáo com esta parte multiplicada por este 
valor. 


Exemplos: 
A metade de 3/5 = 1,33 
2 5 10 
908746 16 = 20,111 1 l 
100 6 5 6 30 


O triplo de 4/5 = = 
3 


Expressóes com adicáo, subtracáo, multiplicacáo e divisáo de 
racionais 

Para resolver essas expressões devemos observar as regras já ensinadas até agora. Devemos 
resolver primeiro as multiplicações e divisões na ordem em que aparecem, e as adições e 
subtrações por último. 


Exemplo 
3,1 4 1,2 
4 2 7 


Nessa expressáo temos apenas números positivos, o que facilita um pouco. Temos uma divisáo 
de frações somada com uma multiplicação. Multiplicações e divisões devem ser resolvidas 
primeiro. Só depois realizamos as adições e subtrações. Ficamos então com: 


S3 2 3 
4 2 4 1 2 
IN 2 
X— = — 
3 7 21 


Agora podemos adicionar os dois resultados: 
END dx21 2x2 63+4 67 
221 4 42 42 42 


A ЭГ ын a Ч ШШ 7 
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FINEM a s 


inlicaçã a divisão de racionais. Reso 
Esta expressão tem uma multiplicação ё uma d ue lvemos за " 
ora devemos prestar atenção nos 5 : : 


separadamente, mas ag 


Agora devemos adicionar os dois resultados: 


4 7 4 7). 4 E E | 


— +- — + 
15 5 15 5 15 15 15 15 3 


Nesse tipo de expressão é preciso tomar muito cuidado para não errar os sinais. | 


ar os sinais, e sim, lembrar das орегасбев com | 
do ensino fundamental. Vamos portanto fazer | 
rar com sinais. 


A maior dificuldade dos alunos nào é manipul 
frações positivas, ensinadas nas primeiras séries 
antes alguns exercícios com frações positivas, para depois ope 


Organize о rascunho 


O desenvolvimento de cálculos, 
Muitos alunos fazem as сошаз, em uma 8 
continuam no canto oposto do papel, depois abaixo, 
folha, entáo passam a escrever de baixo para cima, 
aproveitando todos os espaços do papel. Fazendo dessa forma, corremo 
contas. Faça as contas de forma organizada, em linhas correndo de cima 
preenchendo as linhas da esquerda para a direita, como são formadas as páginas 


não pode ser uma bagunça. 


muitas vezes feito no rascunho, 
a a direita, depois 


equência da esquerda par 
então passam para а parte de cima da 
e da direita para à esquerda, sempre 
s o risco de errar às 
para baixo, e 
de um livro. 


дт: + ло eet ‚жее ә == EN : 
: ссе ox * ЕО à coz lox), | | 


"^ j a Lit 
Tola Li : а | d 
! vA PEO ar tox) 020! 


IN (laeit Ager 9 


d Bl i v sT 
A pet 5 
A bagunça no rascunho dificulta os cálculos. ' 
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ЦЭ, AL A EL i "RENE 
Resolver expressóes complexas é uma habilidade exigida em todos os concursos que 
envolvem matemática. No caso do Colégio Naval, EPCAr e Colégio Militar, praticamente 
todas os anos essas questóes 580 cobradas. Como já foi apresentado neste livro, o macete da 
palavra “PEMDAS” ajuda a lembrar a ordem das operações, nem sempre esclarece o que 
deve ser feito. Ao visualizar uma sequência de operações, considere a multiplicação e a 
divisão, juntamente com as potências, como uma forte ligação entre os números. Considere a 
adição e a subtração como ligações mais fracas. Por exemplo, ao visualizar a expressão 


Procure identificar grupos com valores “unidos” pela multiplicação, divisão e potência, e 
considere como “separadores” a adição e a subtração. Desenhe no rascunho, antes de escrever 
a expressão, um diagrama simples desses grupos. Por exemplo, para a expressão acima, temos 
três grupos ligados pelos sinas “+” e 5-5, que devem ser representados como: 


+ - 


O primeiro grupo é calculado como 1.2, о segundo como A s e o terceiro como 5.3, 


3. 4 2 5 
Aprenda a sempre olhar a expressáo e identificar os grupos, antes de comegar a calcular. 
Depois de calculados, preencha os valores nos "círculos" do diagrama. Vocé nào é obrigado a 
resolver dessa forma, mas utilize algum tipo de marcação para que você não se perca no meio 
dos cálculos. 


Nas expressões que envolvem parênteses, colchetes e chaves, o potencial para erro é grande, 
principalmente quando esses separadores estão aninhados (ou seja, uns dentro dos outros). 
Nossa sugestão para que você não se perca nos cálculos é manter esses símbolos no meio dos 
cálculos, mesmo depois de determinados seus valores. Por exemplo, se uma expressão está 
dentro de colchetes, e seu valor é calculado como 2/5, não escreva simplesmente 2/5, mas sim, 
[2/5]. Assim você vai lembrar de onde veio aquele valor e não irá se “perder” na expressão. 
Ficará também mais fácil revisar os cálculos. 


Recomendamos ainda que você resolva as expressões duas vezes. Se os valores encontrados 
nas duas vezes forem iguais, provavelmente o cálculo está correto. Ao fazer isso, resolva a 
expressão pela segunda vez, usando uma ordem diferente da que você usou da primeira vez. 
Se resolver das duas vezes exatamente na mesma sequência, é grande a chance de cometer o 
mesmo erro duas vezes. Por exemplo, ao somar um grupo de frações, some todas elas, 
positivas e negativas. Na segunda vez, faça de forma diferente, somando todas as positivas e 
depois todas as negativas, depois some algebricamente os resultados. 


Em certas provas, o espaço para rascunho é pequeno. Habitue-se então a fazer o rascunho a 
lápis e apagá-lo para reaproveitamento. 


emma ——— —— em —— — — — — 
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Exercícios 
E54) Calcule 


E55) Calcule 

a) A metade de 3/4 

b) A terca parte de 2/5 
c) 2/3 de 360 

d) 2/3 de 4/5 

e) 1/2 de 3 7/8 


E56) Calcule: 

a) O inverso de 2 

b) O inverso de 10 

c) О recíproco de 3/5 
d) O reciproco de 4/7 
e) O inverso de 1/6 


E57) Efetue as seguintes divisoes, 


f) 47 de 280 

g) 1/3 de 22 

h) 2096 de 4/7 

i) a metade de 10% de 8 
j) 1/2 de 1/3 de 1/4 


f) O inverso de 2417 
0) O inverso de 2/9 
h) O recíproco de 2/9 
1) O inverso de 20 

j) O recíproco de 1/7 


m 32x1--7 
3 22 


n 52x125 
2 7 


0) 332217 
7 3 


к) 1/5 de 20% de 2/5 

|) 2/3 de 3/5 de 5/2 

т) 4/5 де 20% де 30 

n) 1/3 da metade de 60 
o) A quarta parte de 2/3 


k) O inverso de -2/5 
|) O recíproco de -5 
m) O inverso de -1/18 
n) O recíproco de -2/7 
o) O inverso de 0,2 


dando a resposta na forma de frações irredutíveis: 


r) 3x2 = 


s) 02x*- 
3 


Ü 0,333...х12= 
5 


p) Um quinto da metade de 33 
q) O triplo da metade de 7 

r) A metade de 1/3 de 720 

s) a metade de 1/3 de 7/8 

t) 1096 da metade de 4/5 


p) O inverso do inverso de 4/7 
q) O recíproco do inverso de 2% 
г) O inverso do simétrico de 4/11 
s) O oposto do recíproco de 15 
t) O inverso do recíproco de 4/13 


"TOME 
3 


q 33.6- 
5 


m 


r) 1.6 + 
) 1, : 
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EN 15. D 3 a 16 
76 Ч A EX 9-335-24| t) 0,333.. x- >) 
21 65 16 
E59) Calcule 
6 18 24 12 ( 24 5 
—— = Ns — = К) 12. — |z -4---хш 
q 7 105 RA ix а )- š ыг x 
26) 52 25 12 21 21 
— | — = 9) ---Ф(, = | — — + — = —— |+6 = 
| Э 45 C20 ! 35 49 Jl | E 
1 2 2 | 4(2 3 
0|--1-|--1- h 224 j- in] [= | )-18- р 
CC) EE) ) -18+( 
д-4-2- i) БТС n) 300 $5. (:03)- 
7 14 25 V 15 
e) 5413 1-31,4- 20.4). 0 -06«(-0,222..)- 
3 5 25 9 1 27). 


E60) Resolva аз seguintes expressóes: 
OBS.: Lembre-se que para multiplicar ou dividir frações, não e preciso que tenham o mesmo 
denominador. 


"er i-a 


ЭНЭ 9(28:44) 21-11 
3 5) (5 8 3 2/(5 6 
c) 2-1) 7 ЁВЭ ЕЭ 
5 4/ (7 3 3 5 
d) (5-3):(3+5) ) (2-2 [+4] 
H3) (3 7 4 3 
2 1\ (4 1 " 1 1 
Ed. } | 5-— 2 
Ч 8) (875) | 3 (+) 


Еб1) peca as Aic expressões: 


4 90:10) sea 


3 3 
b) [2 E e. 9).(4 1 gj. glo 
za E 2) (7 2 9 5 64 
9111-1411, 2,1 DEC ANLE: s 
| E. le an 16 8 42 
91241115 e (2-1) jio ed 
5 3 s 7J (2 5 5 3 5 7 

e) 12-24) ly a „2. Р Bl jl 2 634 43439143 

3*3) НЬ 3 4 1.5. 3 2 2 3$ 13,4 
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E62) Resolva as seguintes expressões: 


a) 5.2. +0,6(-0,222..)= 
5 14 


b) ыг «Заа 21) 
25) 32 9 4 


3 І} 25 
)12x|-2-| -—«C20)- 
2x 5) jg 


5 
һ) (—4) : += 
5 


( a) 4_12 | 24 
=— |х —-+| —— |= 
84) 7 13 \ 65 


As propriedades das operações com números naturais e inteiros são V 
números racionais. Assim como ocorre nesses outros conjuntos, à subtraçã 
possuem propriedades notáveis. Não são comutativas nem associativas, 
elemento neutro. Já a adição e a multiplicação possuem várias propriedades. 


Ц 2 -2 

--- |х —x 

35] 33 

| E 

х|--- — +| — 
24) 5 


p) CS RCSKCE) 57699” 
12 70 22 5 


q) зэ * CJ 


20 


n) — 
32 


Цар 5 .(-03)= 


Propriedades das operações com números racional 


Lembre-se que as 
Aeronáutica “pegam A d 


a 
cálculos. ado” 


Nos 


ӨВСӨН) 
EIS 


. а 
atá bém Р“ io 
álidas Е visio " 
ое: 


nt 
50 oss 
e n 
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Capitulo cl "TM 
propriedade de fechamento da adicáo 
Dizemos que o conjunto Q, é fechado em relação à adição, pois se adicionarmos dois 
elementos quaisquer de Q, o resultado também será um elemento do conjunto Q, Em palavras 
mais simples, a soma de dois nümeros racionais sempre será um nümero racional. Isto significa 


que é impossível, por exemplo, adicionar dois números racionais e encontrar como resultado 
um número irracional. 


Para todo xe Q e todo yeQ, (x+y) e Q 
Ou seja, "a soma de números racionais 6 também um número racional”. 


(OBS.: Por outro lado, é possível o contrário, adicionar dois números irracionais e encontrar 
um resultado racional). | 


Exemplo: 
45 e Ое -3/7 є Q, a soma (4/5) + (-3/7) = 13/35 e Q, 


Isso parece óbvio, mas nem todas as operações possuem a propriedade do fechamento. 
Considere uma operação fictícia chamada O, definida por: 


xGy- Mx 


Por exemplo, 16 @ 2 = A16 =4 


Esta operacáo nào é fechada em О, basta verificar com um exemplo: 


5®2= 45 , que é um número irracional, ou seja, náo pertence a Q, Esta operacáo é bastante 
comum na matemática, é encontrada em algumas calculadoras científicas, entretanto náo 
possui a propriedade de fechamento em О, 


Além da adição, uma outra propriedade que possui fechamento em О é a subtração, ou seja, 
se subtrairmos dois números racionais quaisquer, o resultado sempre será um número racional. 


Para todo xe Q e todo yeQ, (x-y) e Q 


Propriedade do elemento neutro da adição 


O número zero é elemento neutro da adição em Q, assim como ocorre nas adições de 
números naturais e de números inteiros: 


Para todo xeQ, x+0 = x e 0+x = x 


Observe que para ser elemento neutro, o número tem que ser operando tanto à esquerda 
quanto na direita, e dar o mesmo resultado. O número 0 não é elemento neutro da subtração, 
pois apesar de x — 0 ser igual a x, O — x não é igual a x, então não satisfaz inteiramente as 
condições para ser elemento neutro. 
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Propriedade co alculemos y*x ou x*y, chegando ao mesmo resultado 


| ite que с Mw 
Esta propriedade p dem das parcelas não altera a soma”. Matematicamente fal k 
a conhecem como “a or ando 


temos: 


Para todo xeQ e todo уеО, х+у = у+х 


Exemplo: 
5/3 + 4/5 = 4/5 + 5/3 
Propriedade associativa da adicáo 


Ao encontrarmos uma expressão na forma x+y*z, podemos realizar Pune ХУУ, Para entio 
adicionar o resultado com z, ou entáo realizar primeiro y*z, para depois adicionar ei 
resultado a x. Muitas vezes é mais fácil combinar os números em uma outra ordem, facilitan do 


cálculos. Por exemplo: 
4 + 1/5 + 4/5 


Observamos que se adicionarmos 1/5 + 4/5, encontraremos 1. Para terminar o cálculo Баяд 
fazermos 4+1=5. Se fizéssemos as contas na ordem em que aparecem, poderia ser mais 
demorado. 


Para todo хєО, todo yeQ e todo zeQ, (х+у)+2 = x*(y*z) 


Propriedade de fechamento da multiplicacáo 


O produto de dois nümeros racionais sempre será um nümero racional, é o que diz a 
propriedade de fechamento da multiplicacáo: 


Para todo xeQ e todo yeQ, x.yeQ 


Já vimos que nem todas as operacóes apresentam a propriedade do fechamento. No caso do 
conjunto dos racionais, a adicáo e a multiplicacáo sáo dois exemplos de operações fechadas. 


Propriedade do elemento neutro da multiplicação 


O número 1 é o elemento neutro da multi 
número multiplicado por 1, tanto na ord 
próprio número. 


, 908192 


рЇїсасао nos números racionais, ou seja » 


em normal quanto na ordem inversa, res 


Para todo xeQ, x.1 2 xe 1.x=x 


Propriedade comutativa da multiplicação 


A multiplicação é i des 
е comutativa turais, intei m ai is e ab 
números complexos, ou seja, а Ss ad os, racionais, irracionais, рант para ^ 
3 , em á i 
racionais temon , Os fatores náo altera o produto. Especilic 


Para todo xeQ e todo yeQ, Xy = yx 


Sendo assim, pod | d 
alguns casos reduzir o trabalho. 
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Se trocarmos as posições dos dois primeiros fatores, ficaremos com as frações 4/5 
Essas frações, multiplicadas, resultam em 1, Então o cálculo será 
por 1, que resulta em 3/7, 


e 5/4 juntas. 
reduzido a 3/7 multiplicado 


Propriedade associativa da multiplicação 

Dizemos que uma operação é associativa quando temos três valores operados, e podemos 
operar 08 dois primeiros e depois o terceiro, ou então operar os dois últimos, para depois 
operar com o primeiro; 

(x.y).z = x.(y.2) 

A multiplicação de números racionais possui essa propriedade: 

Рага todo xeQ, todo ye Q e todo zeQ, (x.y).z = x.(y.z) 

Ё graças às propriedades associativa e comutativa, combinadas, que podemos fazer 


simplificações em longas sequências de multiplicações, “cortando” fatores em qualquer 
numerador com qualquer denominador. 


Propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição e 
subtração 


А propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição diz que: 

x.(a*b) = x.a + x.b 

e 

(a+b).x = a.x + b.x 

Quando estamos operando com números, normalmente é mais vantajoso resolver o conteúdo 
dos parênteses (no caso a adição de a e b), para depois fazer a multiplicação. Entretanto 
quando estivermos operando com letras, a opção de usar a distributividade será muito útil. 

A multiplicação de racionais também é distributiva em relação à subtração: 

X.(a-b) = x.a — x.b 


e 


(a-b).x = a.x - b.x 


Potências de números racionais - expoentes positivos 


Até agora estamos usando a mesma definição de potência que foi usada para números 
naturais; 


А? = Ax Ax AX AX...x Á 


(B vezes) 
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o expoente, é um número inteiro e positivo. Tudo : 
for mais um número inteiro, Na Cará 
гбх} 


:Зегапао que В, п 
| Ч ando o expoente náo | 
ativo. No capítulo 14 estudarem Xima 

OS os Cas 


o expoente inteiro neg 


ло, ou um núm 


ero qualquer. 


оис 
seção estudarer 


em que o ёхрос 


nte éu 
це inteiro positivo é uma operação exatam 
e igual à 


estudo das frações. À única diferença 
aqui é 


a um ехрое! 
mos calcular AB 
cular AB, onde А 6 
eu 


durante O 
dere então que quere 
forma de fração, e que B é um inteiro 

Positivo 


que a base poderá 
número racional (positivo ou negativo) na 
Sendo assim: 
B 
п n n n 
Ж = -5| = р р x...x| —— 
7а) Салаа 1 а 
(В fatores) 
Este resultado terá um sinal, que poderá ser + ou —, e um módulo que será uma fração na 
numerador e о denominador ao expoente dado. Se o 


tivo. Se o nümero original for 
ultado será positivo, se B for 
impar de fatores negativos é 


ou seja, elevamos 0 
nümero original for positivo, 0 resultado será sempre posi 
negativo, tudo dependerá do expoente В: Se B for par, о res 
шараг, о resultado será negativo (o produto de um nümero 


forma: nP / dB, 


negativo). 
Exemplos 
2Y 2* 16 m ЦЭР?” 
а) A = F = Si (base positiva: resultado será positivo, náo importando o expoente) 


= do positivo) 


ы(-2 t 2 16 p | 
=+ 2681 ase negativa, mas expoente par: resulta 


a (-2 ? 2. 8 ! 
— (base negativa e expoente ímpar: resultado será negativo) 


3 2 
mos que А 


ciso memorizar. Sabe 
sitiva serão 


E muito fácil entender essas regras de sinais, nem é pre 
> 
téncias de base рс 


V e S 1 1 


sempre positivas. 
ecem 


cada dois fatores negativos fom 
osit" 


тее гн : 

Quando multiplicamos námeros positivos e negativos 
> 

teremos 


um resultado positivo. Entã 
. Então se o nú 
multipli e mero de fato i 
plicados por positivos, e o resultado final será шэн negativos for pe^ 
sitivo. | 

Mas quando i 

multiplic Ari 1 
dupla resultará ш жн ын fatores negativos, em um nümero шараг де те © 
negativo, mantendo entáo o ub че Sendo ímpar o nümero de fatores, sobra E 600 
asm 51; o Im 6 ne 

esmas válidas para bases inteiras al também negativo. Ou seja, 22 regras de 


y 


A ordem correta 
ad 
ado г 


Muitos al 
unos erram 5 
ехргеѕѕбе А 
E 5 com potências porque não identificam corretamente 
ele" 


valor a poténci 
cia se apli 
quadrado: plica. Por exemplo, veja 
ja uma forma errada de escrever 
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2 


З 
5 


Da forma como está escrito, ficamos em düvida sobre qual ё о valor que está sendo elevado 
ao quadrado, se é apenas o 3 ou se é a fração 3/5. Alguém pode argumentar que está claro que 
é o 3/5 que está elevado ao quadrado, pois se fosse apenas o 3, o traço de fração estaria maior, 
para englobar o 3 e o expoente 2. Não é uma boa ideia contar com sutilizas como esta para 
entender as operações matemáticas. Devemos deixar tudo bem claro, usando parênteses. Por 
exemplo: 


8 : Isto é a fração 3/5 elevada ao quadrado 


85 


= : Isto ë o número 3, elevado ao quadrado, e o resultado (9) é dividido por 5 


O correto ë considerar que um expoente se aplica ao valor que está à sua esquerda, muitas 
vezes um único número. Por exemplo: 


4.3?  : Apenas o número З está elevado ao quadrado, e o resultado, é multiplicado por 4 


Se nossa intenção na expressão acima for elevar ao quadrado o produto 4.3, temos que usar 
parênteses: 


(4.3) : Agora sim, o produto 4.3-12 está sendo elevado ao quadrado 


A mesma coisa ocorre quando temos sinais. Veja por exemplo a diferença entre as duas 
expressões abaixo: 


—3? ; Temos o valor de 32, com sinal negativo, que resulta em -9 


(= 3) : O número -3 está elevado ao quadrado (com sinal e tudo), e o resultado é +9 


Para não cometer esses erros é preciso ter disciplina na hora de escrever as expressões no 
papel. 


Não esqueça, quando não são usados parênteses, as potências são calculadas primeiro, depois 
as multiplicações e divisões, e por último as adições e subtrações. O uso de parênteses permite 
alterar essa ordem padrão. | 


A ordem de cálculo nas expressóes numéricas e algébricas é uma simples questáo de 
convencáo, apesar de seguir uma lógica. Por exemplo, a poténcia nada mais é que uma série 
de multiplicações, enquanto a multiplicacáo nada mais é que uma série de adições. Por isso, 
calculamos primeiro as potências, depois as multiplicações (e divisões também, na ordem em 
que aparecem, e depois adições e subtrações, também na ordem em que aparecem. Em caso 
de dúvida, a formulação da questão pode utilizar parênteses, que são resolvidos antes das 
demais operações. Seguindo esta lógica, muitos professores ensinam ao aluno para seguirem a 
ordem dada pela palavra PEMDAS, que significa parênteses — expoente — multiplicação — 
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94 r « » ST 
á blema é que este “macete” dá A 
:visá cão — subtração» O pro A a" enfe 
divisão - adigáo evem ser feitas antes das divisóes, O que é errado. Por exe dms du 
, Qua] 


. . - d 
multiplicações sempre | 
seria а forma correta de calcular: 


24+2x3 ? 
Usando o “ma аас” PEMDAS, о aluno seria levado а realizar primeiro a multiplicação, 21 
a divisáo, ficando entáo com: 


24+2х3 =24+6=4 (ERRADO !!) 
O correto é realizar multiplicações e divisões na ordem em que aparecem, Шай aus 
2x3=36 (CERTO 111) 


24-2х3-1 
«PEMDAS" da seguinte forma: 


O correto seria entáo apresentar O 


P 

E 

MouD 
А ou S 
Outra questáo importante é o uso de parënteses, chaves ё colchetes. As crianças são orientadas 
a realizar primeiro as operações entre parênteses, depois aquelas entre colchetes e finalmente 
as que estão entre chaves. Para que isto funcione, cabe ao formulador da questão respeitar 


também esta ordem. 


Por exemplo, 
95-(3.17- L10+6.(8-4.-2))+2+3]-4.(-4)) (4) 


Entretanto, matematicamente os parénteses, chaves e colchetes tém significados semelhan 
mesma expressáo acima poderia ser escrita usando somente parénteses: 


tes. À 


95-(3.17-(-10+6.(8-4.(-2))+2+3)-4.(4)) +(-4) 


A mesma expressáo poderia (apesar de náo ser usual) ser escrita desrespeitando a posição 
tradicional: 
925-(3.17-(-10+6.[8-4.[-2]]+2+3)-4.(-4)) 4] 

comadiba” Р“ 


Claro que uma questã 
o colocada dessa form 
: a em i 
confundir os alunos. uma prova seria uma 
A regra correta e geral para este caso seria: ais inte? 
eria: resolver primeiro, os separadores m р ome" 
, 


arênteses são 5 а 

р usados, nào existem chaves nem colchetes nas expressões m 
Я ef 
Fica portanto i y ve 
mantida a re ; reso". 

e НЭР 

gra ensinada nos primeiros anos do ensino fundamental pedet? 
estão 09", qu 


primeiro parêntes 
р es, colchetes e chaves, mas somente se o formulador da qu 


mesma ordem convenci 
e 
interna para a mais re A regra mais rigorosa é de resolver às exp 
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Exercícios 


E63) Calcule as seguintes poténcias: 


эг: 


= 


м | = 


М4 
U^ 
II 


юе 
^ 


a3 

— 
47 
co | tn 
N 
N 

lI 
= 
y x 
so | со 
N 

Ш 

ке) 
— 


5|- 
Хи 


= 
— 
ч 
| чә 
VA 
II 
3 
— 
ух 
оо | w 
> 
t 
Il 
= 
ч 
SY 
Uu 
II 


шә | tA 


мн 
VA 
чы 
II 
49, 
‚ч 
ми 
чы 
Ш 


e|» 
м 
(253 
I 
= 
=, 
b MENTA 
л 
lI 


Q |м 


Os números racionais também podem aparecer nas formas de números decimais, dízimas 
periódicas, número misto ou porcentagem. Para calcular potëncias desses números, é 
conveniente convertë-los antes para a forma de fração. А única exceção fica por conta dos 
números decimais, que podem ser elevados com relativa facilidade ao quadrado ou ao cubo. 


Exemplo: 
Calcule (1,2)2 


Para multiplicar números decimais (no caso, 1,2 х 1,2), multiplicamos normalmente os 
números sem vírgula. O número de casas decimais do resultado será igual à soma dos 
nümeros de casas decimais dos fatores. Como 1,2 tem uma casa decimal, o produto 1,2 x 1,2 
terá 2 casas decimais. Já que 12.127144, ficamos com: 

12x 122 = 1,44 


Outros exemplos: 
a) 0,32 = (3/10)? = 9/100 


b) (-0,333...)3 = (-1/3)3 = -1/27 
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с) (40%)? = (2/5)” = 4/25 | 
d) (1 3/5)? = (8/5)? = 64/25 = 2 14/25 x 
Exercícios | | 
апсї do na forma decimal : | 
игез potências, dando o resulta f ou fração, © | 
ae 01525 k) (-2,5) = р) 0,63 = 
TN ушш: ТЭМ 
s 5) (OP = m) (-0,222...? = 05 - 
i qu ) 1225 п) 0,5 =, s) (-0,32783287. р. 
e) (-0,666...)? = (11110) = о) (1 3/5) = t) (0,01)? = 


propriedades das potëncias 


As propriedades das operações na maioria 
Considere por exemplo a expressão: 


das vezes servem para facilitar os cálculos 


910 x5? = 


É fácil calcular 210, o resultado é 1024. Mas 51% é bem mais trabalhoso, dá 9.765.625. Mas 
sabemos que 210,510 = (2,5)1% = 1010, a partir de uma propriedade básica das potências 
Calcular 1010 é bem fácil, pois é uma potência de 10, basta escrever 1 seguido de 10 zeros. 
Então o resultado e 10.000.000.000. O mesmo resultado que encontraríamos se fizéssemos 
1024x9.765.625, só que por um caminho bem mais simples. As expressões complicadas que 
aparecem em provas, quase sempre ficam mais simples com o uso de algumas propriedades 
das suas operações. O que fizemos aqui, ao resolver a expressáo por um caminho mais rápido, 


foi um tipo de simplificação. 


mesmas das potências 


ase é um número racional são as 
quer (exceto 


As propriedades das potências cuja b 
teiros. Sendo x um número racional qual 


cujas bases são números naturais ou in 
0), e sendo a e b números naturais, temos: 


dale Ex: (5/3)! = 5/8 

b) эйел Ех: (A7 =1 

с) tab = ањ Ex: (2/5)?.(2/5)1 = (2/5) 

d) хау = (cy) Ex: (488529 = [4/2).6/2)] = [10/3]? 

e) хакъ = xe Ex: (8/5)5 + (8/5)? = (8/5)? 

0 хура = (хур Ex: (4/9)? + (2/15)? = [(4/9)- (9/15? = [10/3]? 
g) Gee Ex: [(2/9)3J3 = (218) 


As propriedades acim š Р nos 
p a também valem para x-0, exceto para 00, que nào € perm 


аад 
efinição de р 


Lembre-se que essas propriedad ЭР? 
Por exemplo, а propriedade (d): > nada mais sio que consequéncias da 
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ха = XXX (a vezes) 
xb = X.X.X....X (b vezes) 
хах = (х.х...х).(х.х.х..) (atb vezes) 


Exercícios 
E66) Aplique a propriedade х!=х 


à [- 1) ©) [- Эр е) (-0333..)- 


E67) Aplique a propriedade х0=1 


a) (^ c) BB e) (25,333...) = 
EF c 9 


E68) Aplique a propriedade x2.xb = ха* 


GEI "GERI + 
E RR DA 


E69) Aplique a propriedade x*.y? = (x.y)? 


(40 s a CS) 


E70) Aplique a propriedade x*/x = x(* 

үү тү * (1 
TT 

2 2 10 10 

7 4 5 
B 4808 G 

5 5 3 3 10 

E71) Aplique a propriedade x*/y? = (х/у)? 


ЖЕ 


(EC: E 
ES AA 


97 
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E72) Aplique a proprieda” (x°) 1 : гү]. é 
2Y |< 0) 225 a e) 8 E 9) - а 
a) [- 3 10 5 2 
[ЧЕЛ CT 
2) |= d) || -> = e 
ш [Bl | 5) | 3 
informam qual é a propriedade de poténcias а : 


as propriedades não forem informadas, y 
: pe Р А К ° € 
mas isso náo € dificil: эс 


a foram fáceis porque já 
ficar mais dificeis se 655 


rizar essas propriedades, 


Os exercícios acim 
utilizada. Podem 
precisará entáo memo 
(3 . r 1 = 
a) Expoente 1: o resultado ë o próprio número x= x 


0: o resultado é sempre 1 


b) Expoente лыг 


OBS: Мао é permitido 00. 
licações e divisões de potências, com 


f) dizem respeito à multip 
os quando as bases são 


As propriedades (c), (4), (e) e ( 
bases ou expoentes iguais. Expoentes sáo adicionados ou subtraíd 
didas quando os expoentes sáo iguais. 


iguais. Bases sáo mutliplicadas ou divi 
Multiplicação de potências: 


c) Bases iguais, somar os expoentes xa xb = xatb 


xaya = (xy)? 


d) Expoentes iguais, multiplicar as bases 
Divisão de potências: 

e) Bases iguais, subtrair os expoentes ха/хР = х(8:5) 
f) Expoentes iguais, dividir ав bases U 0 0 00. xa/ya = (x/y)* 
g) Potência de uma potência: multiplique os expoentes — (ха) = xab 


Ехегсісіоѕ 
Е73 і і 
) Aplique as propriedades de poténcias e calcule o resultado na forma de fração ou de 


uma única potência. 
ү [зү 0 
а) -- — |= 3 _ 3 2 
ARA ÚC. Att 
5 3 2 32 16 
- 3 
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3 0 2 
a Ef - j eJ - 0) (5) dE 
10) (10 777 35) (10 


o ..99 


Үү 42Ү ү 301. 
= t, al | = 
105) X 15 


E74) Aplique as propriedades de potências e calcule o resultado na forma de fração ou de 


uma única poténcia. 


5 
6 6 6 
2 5 37 


2 ч2 2 
| ын p) Cx 4-5) = 
. 357 X 7 


5 $ 
(5) C) 
22 11 

v 
3 3 
8) 10 (£) ni 
35 14 


Жэ) 


E75) Aplique as propriedades de poténcias e exprima o resultado em poténcias de x 


а) х2х3- f) xx? = k) (ay = p) (2х9) (4х2) = 
b) х5.х2 = g) хё--х* = 1) (x3) = q) (4x?).(5x^) = 
c) x7.x2 = h) x102x$ = m) (548 = r) (3x4).(x2) = 
d) x.x.x = i) x5-+x4 = п) (9) = s) (2x5)? = 

e) x.x2.x3x4.xº = x= = о) (x2)% = t) (3х2) = 


Não existe propriedade específica para casos em que аз bases sáo diferentes e os expoentes 
sáo diferentes. Nesses casos é preciso desenvolver todas as poténcias e fazer as simplificacóes 
possíveis. 


Exemplo: 

15Y (12 Y 

— x — 

8 15 
Note que as bases sáo diferentes e os expoentes também sáo diferentes. À primeira coisa a 
fazer ё fatorar todos os números, e a seguir fazer as simplificações possíveis. 


Е * (223ү 
mi Eos 
2 3x5 
Podemos simplificar a segunda fragáo por 3, ficando com: 
E 5v (22 6 
= ӨӨ ЖЫЙ 
23 5 
Agora elevamos cada numerador e denominador à poténcia apropriada. Na primeira fracáo, 
ambos seráo elevados à quarta poténcia, e na segunda fração, ambos seráo elevados à sexta 


potência. Nessa operação devemos lembrar das propriedades da potência de potência e da 
potência de produto. 
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EE» 02ү afxst 27 
( 2 е БЫ. QU 56 
ra simplificar o 212 e simplificar 54 e 5º, dividindo ambos por 5% f 
2 no denominador (59 + 5! = 5%). O resultado será: 


Podemos ago сай | 


numerador e 5 
3*x5* 22 3% 1 81 
=— — — x— =— x =— 

qe 5° 1 5: 25 


ncontramos bases iguais ou expoentes iguais para aplica 
Та 


Como vemos, quando nào e 
da assim conseguimos realizar os cálculos, apesar de dar а 


propriedades de poténcias, аш 
pouco mais de trabalho. 

Como vemos, em expressóes que envolvam poténcias, podemos encontrar exemplos em que 
as propriedades de poténcias de mesma base ou expoente podem ser aplicadas ou não, 
Também encontramos exemplos em que os nümeros sáo expressos em diversas formas 
números inteiros, fracóes, dízimas periódicas, números decimais ou porcentagens. Em geral a 
expressáo fica mais simples quando convertemos todos os números para frações, mas nem 


sempre. 


Exercícios 


E76) Calcule as seguintes ехрге55065 e dé o resultado na forma de fração: 
р) 1,23 . (1,333..? = 


a) (0,666... . (1,2) = f) 1,62. (1,666...)3 = 


b) Q3. «(i3 = p) (3) ge = 
9 3) 3 


с) (0,999...)!00(1,0101)0= h) (1,666...2. 1,5 = 
d) 1,63 = 1,22 = i) (50% de 3,666...)2 = 


e) 0,55 + 0,753 = j) 2,25. (0,666...)? = 


Saber calcular expressões é 


k) 0,23. 1,52 = 


) CE 
2 5 
m) (0,444... . 1,53 = 
n) (0,666...)2(0,222...)3 = 


0) (0,8333...)?.1 (63 


a 


(4) 
6) (10 

r) 1,52-5,25 = 

s) [(0,333...? . 1,5P= 
t) (0,444... .2,25%= 


de cálculo 


é importante, mas muitas vezes, uma questáo 
tilizadas tais 


aparentemente complexa tem solução extremamente simples quando são Ч 


propriedades. Considere o exemplo: 


CN 97 


Resolvendo-se a expressáo 


(s E 


——————-——х— 
833 +8 + 82° 1855 +8 2302 
encontra-se: 


(4)4 (B3 (C2 (D)! (EO 


0 Nava! 
Alunos do Colég! ricas? 


I В без num | 
Precisam “detonar” as expr gd seus atalhos 
enco 
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Solução: 

A expressão levaria à cálculos bastante “indigestos”, entretanto a resposta não ita d 
cálculos. Basta observar a expressão entre colchetes, que é complexa T esit el | е 
Sabemos que qualquer nümero elevado a zero é igual a 1, desde que nào seja 0 С e 
a expressão entre colchetes não vale zero, pois é a raiz cúbica de um цэнэ, ositiv ў 1 ёр 
a um expoente positivo. Ao elevamos 1 à potência 7,2, permanece o ЕМА A 2 ° 
elevarmos 1 a qualquer poténcia o resultado será 1. Subtraindo 1, ficamos com o шоо dor 
zero. Zero dividido por qualquer número vale zero (somente náo é permitido 0/0) Este 
numerador zero da primeira fração, dividido pelo numerador que E ci š umn valot 
positivo, resulta em zero. Multiplicando pela segunda fração, nào importa o seu valor, o 
resultado será zero. À 


Isto mostra que muitas vezes expressões extremamente complicadas são resolvidas sem contas, 
apenas aplicando as propriedades das operações. 


Um outro exemplo está presente em uma tese de mestrado na qual o autor sustenta que é 
inütil ensinar os alunos a realizarem cálculos complexos, entretanto a questão é muito fácil, 
bastando usar as propriedades das operações. Provavelmente o responsável pela discussão 
considerou-a uma questão com cálculos complexos por não ter vislumbrado a solução mais 
simples, que usa apenas propriedades das potências de expoente zero e base 1. 


Exemplo: Determine o valor de x em: 


45 

o darlos lí 8 

11 9 ! Х -0 
x+9 7 * N81 


O produto de dois números vale zero quando pelo menos um deles vale zero. Os números 
o fracóes, portando basta que um dos denominadores seja zero para que a 
O segundo numerador, 8/x, náo pode ser zero, pois seu numerador 
cáo dá um pouco de trabalho para calcular, mas é fácil 
observar que também náo pode ser zero. A primeira fragáo é menor que 0,5, o quarto termo é 
0,8, entáo náo chegam a 1,3. Os termos do meio sáo negativos, e seu total em módulo é maior 
que 4. Sendo assim este numerador é negativo, e náo Zero. Apenas analisando esses dois 
numeradores concluímos que este produto nunca será zero, para valor algum de x. Sendo 
assim a equacáo nào tem solução: nenhum valor de x a satisfaz. Trata-se de uma equação 


impossível. 


deste problema sá 
expressáo seja igual a zero. 
é 8. O numerador da primeira fra 


Os dois exemplos acima mostram que conhecer as propriedades das operações matemáticas 
pode resolver certos problemas sem à necessidade de contas. Aliás, são problemas cuja 
solução deve ser feita sem contas. Servem para testar se o aluno conhece as propriedades das 
operações matemáticas. Não são problemas para O aluno realizar cálculos absurdos. 


Potências de números racionais - expoentes negativos 


No estudo dos números naturais, dos núm 
racionais, lidamos somente com potências com expoen 
é claro). 


eros inteiros e até esta parte do estudo dos números 
tes inteiros positivos (e o expoente zero, 
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Sabemos que elevar um número дой uma potencia |t 
fatores à, ou seja: 


significa formar y 
a" = ЦИКЛ 
(n vezes) 


» 
Mas o que seria elevar um número a a uma potência =n: 


a" ка ? 


Podemos descobrir о que significa a^" aplicando uma fórmula já vista nas Propried 
poténcias: ades q 
aX, ay аху 


Essa fórmula vale para qualquer número racional a, e para quaisquer ex 
naturais x e y (exceto caso seja formado 09). Se esta fórmula valesse t 
negativos, poderiamos fazer x=n e y=-n, ficando com: 


Poentes inte; 
Nteir, 

i h 5 0 

imbém para expoents 


an а" = ай = a! = | 


Então, a^" e a" são números que, quando multiplicados, dão resultado 1. Já vimos que isso & 
uma característica do inverso de um número racional: ao multiplicarmos um número pelo s 

i : : iE sed eu 
inverso, o resultado € 1. Concluímos então que a^" é o inverso de а", Escrevemos então: 


-n 


1 
а T 
a 


Essa relacáo vale para qualquer número a que seja natural, inteiro ou racional. Vale também 
para nümeros irracionais e para nümeros reais. 50 nào vale para а-0, ou seja, o nümero 0 nio 
pode ser elevado a expoentes negativos, caso contrário resultaria em um denominador nulo, e 
sabemos que a divisão por zero não existe. 


Exemplos: 
-2 1 -3 | -l l 
5 (— = ; 7 =- 
hi (4) 


ES 


Esse último resultado é importante: аг! = l/a, ou seja, elevar um número à potência -l éa 
mesma coisa que encontrar о seu inverso, 


l 


, 1 f 
Vejamos agora o que ocorre quando а é um número racional. A fórmula q^" = — pode 5 
а 


escrita como; 


i 
1 : ão com 
Então, se а for um número racional, na forma x/y, o inverso de a será y/x. Ficamos елі 
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Em outras palavras, elevar um número racional a uma poténcia negativa, é o mesmo que 


inverter este número racional (trocar de lugar o numerador com o denominador) e tornar o 
expoente positivo. 


TO E =-0)-3 


Note que para inverter uma fração, trocamos de lugar o numerador com o denominador. Para 
inverter um número inteiro, formamos uma fração com numerador 1, e com denominador 


- Y T > 8 ОР z 
igual ao número. Note ainda que o inverso de uma fração que tem numerador 1, é um 
nümero inteiro. 


Ex: O inverso de 1/5 é 5. 


Exercícios 

E77) Calcule as seguintes expressóes 

а) Oinversode (122=  f(1/17y?= k) (2/53 = р) 1/42) = 

b) (314? = 9) (3/2) = ) (31053 = 9) (1/33 = 

c) 102= h)(12)5 = m) (5/3)? = г) 3/107) = 
d) (2/3) = )82= n) 1/(10-2= s) (310) 2 = 
e) 104-2) = j 10 = o) (1/5? = t) (3153 = 


E78) Calcule as seguintes expressões 


“ЕС 0-9 


Q | — 


c 
— 
! 

wjn 


S 
o 

х 

| 
win 
do MEN" À 
h 

«e 
— 

| 

t | - 
4, 
х 

| 

to |— 
— 
ч 

| 
[E 
| NN d 
b 

x 
Pu 
кә | Са 
Хо 
b 


E79) Calcule as seguintes expressões 


E EAS "(P9 
РЕС 
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Raízes de nümeros racionais 


a ч má) -e ! з с nvoly ` : 
Ч Li a S 3 -4 5 5 ) como: л 


2-434245 
1-2/5 «245 


Este tipo de cálculo é sempre cobrado nas questóes de concursos como Colégio Naval, EPCA; 
e Colégio Militar, para admissão no ensino médio. 


Neste capítulo veremos expressões mais simples, envolvendo apenas raízes quadradas e raisa 
м ` ` , ^ A ** ms 
cübicas, de nümeros que 520 quadrados perfeitos e cubos perfeitos. Você já aprendeu m 
» , 
capítulo 1, raizes como: 


V1000 =10 
V-216 =-6 
V-64 =-4 


e 
Todos os nümeros acima 580 quadrados perfeitos ou cubos perfeitos, por 1550 suas 1 
quadradas ou cúbicas, respectivamente, sáo números inteiros. 
núme” 
smo agora, porém com números racionais. Se elevarmos p dor ção 
racional ao quadrado, o resultado será uma fração onde o numerador e o Чдепот у 


| 2 j con 
quadrados perfeitos. Podemos então extrair a raiz quadrada desse resultado € er 
nümero racional. 


Vamos fazer o me 


Exemplo: 
Considere o nümero racional 2/5. 


4 
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A 4 
E 725 
Apesar da noção de quadrado perfeito ser aplicada apenas a números naturais, podemos usar 
o mesmo princípio em frações cujo numerador e denominador sejam quadrados perfeitos. A 


raiz quadrada de uma fração é outra fração, obtida com a raiz quadrada do numerador e a raiz 
quadrada do denominador: 


4 44 2 


—— 


25 425 5 


Acabamos então de mostrar como calcular a raiz quadrada de uma fração: é uma outra fração, 
obtida pela divisão da raiz quadrada do numerador, pela raiz quadrada do denominador. 


Outro exemplo: 
E 49.3 
49 J/49 7 


Algumas vezes é preciso simplificar a fracáo para que seu numerador e denominador se 
tornem quadrados perfeitos. Por exemplo: 


E 27222 
50 125 425 5 
Nem sempre os nümeros seráo quadrados perfeitos, e nesses casos temos que deixar os 


radicais indicados. Isto é o que chamamos de cálculo de radicais, assunto que será abordado 
no capítulo 14. No presente capítulo lidaremos apenas com raízes exatas. 


Lembre-se que só é possível extrair a raiz quadrada de nümeros positivos. Já a raiz cübica 
existe, para nümeros positivos e para negativos. А raiz cübica de um nümero positivo é 


positiva. A raiz cübica de um nümero negativo é negativa. 


Exemplos: 
¡EA 
125 4125 5 


EG __V216_ 6 
1000 3/1000 10 
Podem aparecer também raízes de nümeros decimais ou dízimas periódicas. O modo mais 


fácil de calcular essas raízes é converter os valores para frações, assim recaímos em calcular 
raízes de números naturais no numerador e no denominador. 


Exemplo: 
0252.25 2425 5. 


-— — MP 


100 4100 10 


Nesses casos podemos deixar o resultado na forma de fragáo ou na forma de número decimal. 


i 
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4 442 
0,444... = | =——х=—= 0,666... 
10.444... 9 H 3 


Também podemos nesse caso, deixar o resultado na forma de fração ou de dizima оц; 
decimal. "Me 


Exercícios 
E80) Calcule as seguintes raízes quadradas: 


2 ; 
af [Uo [E Үс 
4 100 144 25 


5) E o) É ) = q L5 
9 25 64 169 
9) = h) R m) pe r) 100 
81 4 49 256 
9) 19 y 16 n) En s) |81 
36 121 169 196 
e) E pf? 0) |25 y |225 
81 100 64 144 
ЕВ1) Саїсше as raízes cübicas: 
а) 4.27 p 5125 EL p | |— 722 
64 27 27 64 
b) E 9) | 52 ) 3/216 q) 3) 125 
125 27 343 512 
с) a-l h) 3/64 m) 3/4 pa 
\ 1000 \ 343 \ 1000 \ 216 
d) [242 j 31216 п) 31222 s) |. 1000 
27 \ 27 \ 125 27 
е)з|_ 5% pad oa) TEA 
216 1000 512 729 
E82) Calcule e dê o resultado na forma de fração: 
a) 4/0111... 0 /0,81 ю 1,777... p) 40,36 
b) 3/-0,125 9) 3/0,027 ) 42,56 q) 3/0,512 
c) 1,44 h) 6,25 m) 4/0216 0 4225 
d) ./0,0289 i 3/33. n) 40,001 s) /0,04 
8 
11 А 1 24 po 
e) 11-- NES ээ t) 312-- 
25 9 icr ) 227 
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cuidado com o sinal negativo 
É preciso saber lidar corretamente com sinais negativos que aparecem em raízes quadradas e 


cübicas. Vamos analisar os casos possíveis, através de exemplos. 


a) Raiz cúbica de número negativo 
Quando elevamos um número ao cubo, ele mantém o seu sinal. Se for positivo, o cubo será 


positivo. Se for negativo, o cubo será negativo. 


A, (-2) -5 
B (27 5) 128 


Por isso, quando extraímos a raiz cübica, o sinal do resultado ё o mesmo sinal do nümero que 
está dentro do radical: 


Ë =l; аз 2-3 

27 3 125 5 

b) 8ша! negativo fora do radical 

Por outro lado, pode aparecer um sinal negativo fora do radical. Este sinal nào tem relacáo 
alguma com a raiz. A raiz deve ser calculada normalmente, e o sinal é aplicado sobre a raiz 


depois de calculada. Considere que um sinal negativo antes de uma raiz é a mesma coisa que 
multiplicar (-1) pelo resultado da raiz. 


Foo Eee 


Pode também aparecer um sinal negativo fora da raiz quadrada. Como a raiz quadrada é 
sempre positiva, o sinal negativo fora do radical tornará o resultado negativo. 


Exemplos: 
1422. _ ER 
25 5 100 10 


c) Raiz de nümero negativo náo existe 
Nào podemos extrair a raiz quadrada de nümeros negativos, pois пйо existem nümeros que 
fiquem negativos ao serem elevados ao quadrado. 


Exemplos: 
E nào existe; 4-481 não existe; 4-100 náo existe 


Por outro lado, o radical pode ter uma expressáo, que depois da calculada, torne-se positiva, 
sendo assim a raiz quadrada existe: 


Exemplos: 
Vai -481 =9 ; Nesse caso, foi calculado o módulo de -81, resultando em 481. 


L 
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4 Ї 2 -О módulo tornou o resultado do radical positivo A 
Ї 5} =/25=5 . Ao elevarmos -5 ao quadrado, o resultado é +25 
[- 3) E ЖЭ 43  ;Elevando ao quadrado o número -3/10, o resultado é Positiv 
10 100 10 
d) Raiz quadrada de um quadrado 


i š iderar qu i 
Um dos erros mais comuns entre os estudantes é conside que a raiz quadrada 
número ao quadrado é o próprio número, ou seja: 


de um 
х =x Э ERRADO! ERRADO! ERRADO! ERRADO "ttm 

por exemplo, 
(-5y 2-5 > ERRADO! ERRADO! ERRADO! ERRADO mmm 

o correto é: 


Vx? =]x] 


A raiz quadrada de um número ao quadrado, é o módulo deste número. O resultado da raiz 
quadrada sempre deve ser positivo. Por exemplo: 


4-5) =|-5|=5 > CERTO! CERTO! CERTO tmm 
Exercícios 


E83) Calcule as raízes, prestando a máxima atencáo nos sinais 
(о que é uma redundáncia, pois sempre temos que prestar máxima atencáo no sinais) 


| 3 Ш 64 гү 
a) -3|---- 2 К T l 
17125 "ooo E E » 3 


778-2 9-4-(-8) ) V25 д)-4/-36 


LY | 64 2 3773 
c) 13 h) PAS m) Б "EUH 


d) J(-8) i _ [64 n) 9 84-53) 
T é БО 
3 T basi 25 3 
-2 p |25 64 TE 
e) | 7 | “21 0) a a x0 ( 


4 
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expoentes 1/2 е 1/3 | 


até agora só trabalhamos com expoentes inteiros, Na verdade um expoente pode ser qualquer 
número real, mas em certas condicóes, o resultado náo existe. Vejamos agora os prímeiros 
casos de expoentes que não são inteiros, mas sim frações. Comecemos apresentando os 


a) Expoente 12: 


Elevar um пйшего ao expoente 1/2 nada mais é que extrair a sua raiz quadrada. 


f 
72 edi (nesse caso, como 7 não tem raiz exata, devemos deixar indicado dessa forma) 


4 paa 
25 25 425 5 


Assim como todas as propriedades, a definição da potência Y. é uma regra que precisa ser 
conhecida e memorizada, porém nada mais é que uma consequéncia de propriedades 
anteriores. Vamos por exemplo demonstrar porque elevar um número a ! é o mesmo que 


- . . ” . . ) 
extrair sua raiz quadrada. Considere que x ё um nümero positivo e queremos determinar x^ . 


Se multiplicarmos x^ por x^ podemos usar a propriedade de que, multiplicando poténcias 
де mesma base, os expoentes 540 somados. Entáo: 


1 
Sendo assim, x^ é um nümero que, multiplicado por ele mesmo (ou seja, elevado ao 
quadrado) resulta em x. Esta é exatamente a definição de raiz quadrada, portanto: 


/ 


L 
x^? = Jx: 


b) Expoente 1/3: 


Elevar um nümero ao expoente 1/3 nada mais é que extrair a sua raiz cübica. 


275 23 
64% =4 
М з 
10% =3/10 (como 10 náo tem raiz cúbica exata, devemos deixar indicado dessa forma) 


Ч / 
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с) Expoente p/q О | Rigy A 
Elevar um número ao expoente p/q nada mais é que extrair sua ЦЭГ?” b^ 
resultado à potência p. M. ley, 
at 
0 


Exemplo: 


qa. (qu) (Ja 22:232 


d) Expoente 2/3 = 0,666... 
Elevar um nümero ao expoente 2/3 é o mesmo que extrair sua raiz Cübica e elevar 
. - 9 х Р д л ^ : 0 їе 
ао quadrado. É uma consequência da regra de elevação à poténcia p/q, onde p=9 e y aq, 


Exemplos: 


1000% =(1000/) -10 =100 
(zm. [27] (Amy. 3-2 
125 125) (3/25) (5) 25 


e) Expoente 1,5 = 3/2 


Elevar um número ao expoente 3/2 é a mesma coisa que extrair sua raiz quadrada e elevar o 
resultado ao cubo. É uma conse onde p-3 e q. 


quéncia da regra de elevacáo à poténcia p/q, 
Somente números nào negativos 


podem ser elevados a esse expoente. 


Exemplos: 
9% =(9%) =3 =27 


25% =(25) = 52-125 

367 =(36%) -6 =216 

100% =(100%) =10 =1000 

ORTE 
36 36) (436) 46) 216 


f) Expoentes -1/2, -1/3, -2/3, -3/2 
Para lidar com expoentes negativos, basta inverter a base e tornar o expoente positivo. 


"m 
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Exemplo " 
y (1? [1 Aa 
25/25125| “125 Jas 5 
25 25 425 5 


= 27 27 Уот) (3) 9 
Exercícios 
E84) Calcule as seguintes poténcias: 
8) -36 f (— 64 2 k) (- 64)5 p) 216^ 
A гүй Y „з 
у 3) o) (5) JOER E 
9 81 100 125 
à 1000% h) 64% m) (- 64) 0077 
3 A Y Y 
d) C3 ) 1-2) a (25ү 421” 
7 125 81 9 
в) 25% j) -81% o) (144) 9 6475 


A raiz quadrada negativa? 


Existe um problema potencial que pode resultar em erros em problemas relacionados com a 
raiz quadrada. O problema já foi apresentado no capitulo 1, e convém repeti-lo aqui. 


1) Existem duas formas de referencia à raiz quadrada. Essas duas formas tém significados 
ligeiramente diferentes: 


a) Com o símbolo 47 
5) por extenso: ^a raiz quadrada de...” 


O símbolo J significa “a raiz quadrada positiva de”, o que é diferente de dizer simplesmente 


“a raiz quadrada de”. Quando indicamos, por exemplo, 9 , estamos nos referindo apenas ao 
valor positivo, que é +3. Isto é uma definição adotada pelos matemáticos e autores de livros. Jà 
а expressão “raiz quadrada”, por extenso, indica o número que elevado ao quadrado, resulta 
no número dado. Quando escrevemos “raiz quadrada de 9”, estamos nos referindo ao número 
que elevado ao quadrado, resulta em 9. Sendo assim, temos duas possibilidades: +3 ou -3. 
Dizemos então que a raiz quadrada positiva de 9 é 3, e a raiz quadrada negativa de 9 é -3. Em 
resumo, V9 vale 3, porém "raiz quadrada de 9" existem duas, a positiva *3 e a negativa -3. 
Apesar dessa convenção ser usada pela maioria dos matemáticos, sua aceitação não é 100% 
Universal. O que é universal é o fato da expressão Vx , em um cálculo, equação ou fórmula 
Matemática, indicar somente o valor positivo da raiz de x. Já a expressáo por extenso quase 
sempre indica duas possibilidades, a positiva a e negativa. Uma questáo de prova pode 
Considerar o contrário, ou seja, que “a raiz quadrada” indica apenas o valor positivo, mas isto 


' 
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235, . ENS — O Ас 
vitae confusão, Se não for deixado RS 4 
с : 


wtderada apenas a positiva, e laro S 


deve ser deixado claro no enunciado, para é 
(0 
"anto q to q 


expressão "a rata quadrada” Indica que é co 


quadrada” ou “a raiz quadrada positiva? ou “a vala quadrada negativa" indica d Mara 
` : 6: 1 
consideradas, Aba, ^ 

ч) 


E errado escrever, por exemplo, Jo 43, pols o uso do simbolo d. NOS obriga a 
VA cone 
m : ШЕ 
apenas a raiz positiva, O correto © J/9 23. Clay 
Pa -F Nr! ` ` 
E errado escrever Je = ү, O correto é dv = ||. Se х for negativo, por exempl 
"УМ 0, Xx 
Хал 


Y 


ч Bags 
temos que (3)? = Ü e 49 =3, Se considerássemos que Je =x, estaríamos dizend 
4 do 
qu 


же qas 7 а Сбт 
4(-3) =-3, 0 que estaria errado, Já / (- 3) = |- 3 estaria correto, resultando em 3 
` У, 


l^ "3 y 2 Л 
É diferente quando temos uma equação da forma x“ = 9. Não está sendo especificad 
v ч DE SS V й : : i 
quadrada alguma, Na resolução da equação, temos duas soluções. A equação x? = 0 y; м 
Ris A ` ü i 
que "x é um número que elevado ao quadrado resulta em 9". A equacáo tem duas Чан” 
são ns тай Ñ : artir (2 = i 
que sáo as raizes quadradas de 9, ou seja, 3 e -3, A partir de x^ = 9 chegamos a x=3 oy ын 
M AS, 
nue te л ^ i | 
mas isto não é exatamente a mesma coisa que escrever “49-43”, que está errado pois 
u 


Jà foram exploradas em concursos, questóes que visavam avaliar se o aluno possui este 
entendimento correto, ou se tem o conceito equivocado. Em alguns casos, a própria banca 


examinadora se engana, apresentando uma solução errada. 
Vejamos alguns exemplos: 


CMSM 2011 

Com a descobert 
números incluindo agor: 
VERDADEIRA: 

(А) a soma de dois números irracionais é um número irracional. 

(B) de = x, para одо хє. 

(C) se х e y são números reais tais que (x-y) = 2(x - y), então x72. 
(D) o produto de dois nümeros irracionais pode ser um nümero racional. 


a dos nümeros irracionais foi necessário verificar as propriedades dos 
1 essa nova classe. Das alternativas abaixo marque a única que é 


(E) 1 & o inverso do número real x, qualquer que seja xe R. 
x 


л : х 2 -х, sto é 
Chamamos atenção ao item (B) da questão. É errado que para todo x real, ух =* А 

е 
$23 eta 
válido apenas para x positivo ou zero, O correto seria indicar үх? = | д. A resposta cont” 
acordo com o gabarito, também correto, é (D). 


Outro exemplo: 


CMB 2006 
A expressão Jes +4] + Ves -4) é igual a: 


(AJO (B2V63 (C8 (DVé3 (B4 
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istraido irá consider; 2 — 
Um aluno distra é derar que ух? =x, ficando então com: 


Totalmente errado, pois não é correto que 


3, Tesposta (B) 


[2 
X =x. Ао extrair a raiz quadrada da expressáo 


que ser tornado positivo. О termo (/63 +4) ё 
obviamente positivo, mas o termo (/63 -4) é negativo! Basta observar que a raiz cúbica de 63 


¿ menor que a raiz cúbica de 64, ou seja, 4. Se subtrairmos a raiz cúbica de 63, de 4 unidades 
resultará um valor negativo. Sendo assim, é p | | 


š | reciso tornar a expressão positiva invertendo seu 
sinal, ficando entáo com (4 — У63) Portanto a expressáo resulta em: 


Үз +4) + X63 -4J = M63 4 4—3/63-g 


А resposta certa é a letra (C). Obviamente esta 
de radicais (capitulo 14), entretanto & possível q 
em provas de concursos. 


que estã elevada ao quadrado, o sinal tem 


questão necessita de conhecimentos de cálculo 
ue o sinal da raiz é usado como “pegadinha” 


Por outro lado, existem casos em que a própria banca cometeu este erro. 


CMB 2005 
Simplificando a expressão | aŠ 232 +0,16 , obtém-se: 
5 


DE (B) Pe (С) +2 (D) 2+2 (E) а? +04 


А expressáo que está dentro do radical ё um quadrado perfeito: 
A 2 
а-а +016= б -2) 
5 5 
Seríamos tentados а usar 
Г AAA 2 
je 4 à! +016 = б _ 5) sg 22 (resultante da fórmula do quadrado da soma, cap. 4) 
5 i 5 5 


Porém, o correto ë , pois náo podemos garantir que a? — 2/5 seja positivo. 


2 
5 


us náo atentou para este detalhe e nào considerou o módulo. É uma questáo digna de 
Шасдо, 


Хргеѕѕбеѕ com números racionais 
Uma das mai 


ores dificuldades enfrentadas pelos alunos na álgebra é o cálculo de expressóes. 
Ses cálculo 


8 540 muito cobrados no 6º, 72, 8? e 9? ano do ensino fundamental, e paci 
resolver. € concursos. Com os conhecimentos que temos até O н ја Рос o 
negar € parte dos cálculos que envolvem nümeros inteiros ou raci E p 5 o 

Bativos, com adição, subtração, multiplicação, divisão, potências e d x =: los 
> mais difíceis nos próximos capítulos, com o cálculo de radicais e o cálculo algébrico 


i. 


Scanned by CamScanner 


At Н е 


O ALGEBp 
114 Mee : : RIS] 
Lo RM " meros), Ainda assim, os conhecimento XA 
(expressões algébricas com letras e números). 


| 1 sões basta 
agora são suficientes para resolver expressõe 
provas de concursos. 


Ё š que Уосё ta S 
nte complexas, até mesmo já Propos m ag 
Stas em 


Exemplo (CN-2000): 


O valor da expressão: 


A) ВМ 12 р)1 (Е)-1 
(A) : (8) : (С)0 (0)1 (E 
Solução: 

Ae 


ü iz cübi . N25 
xpressão nada mais é que uma raiz cübica elevada a um expoente estranho: 


2 2 


é igual a 5/2 + 3 = 11/2. Vamos então calcular a expressáo que está dentro do radical: 


16 16 Do. 36 1611 4Y 
“55277 -0333:41-1--1 =-—+—/-+1|-|—| = 
27 z ) | i) 27 E | 8 


Até agora apenas transformamos a dízima 0,333... na fração 1/3, e tratamos a fração -3/ que 


está elevada a -2; ficará positiva porque o expoente é par, e invertemos esta fração para queo | 
expoente -2 se torne 2. 


2 
ЭЭ) (3 -.16,16 4 16 16 64 16 
27 913 3 7 27 9 
Reduzindo as três frações ao mesmo denominador, ficamos com: 


.16,64 16 16 64 48 -16-64-48 0 
274-27 97 «21 27 A ra 0 
Agora podemos extrair a raiz cübica deste resultado, e elevá-lo а 11/2: 
1 T 
KO} =(0)2 =o 
Resposta: (C) 0 
Exemplo (СМ-1997): 


Resolvendo-se a expressáo 


(me, 


233. 033 nas mais X 
8" 48" +80, 87,87 2302 
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encontra-se: 


уа (878 (O2 (D! (Eo 


ução: 
Eus importante saber calcular expressões, e também conhecer as propriedades das 
operações numéricas. Questões aparentemente complexas podem ser na verdade bastante 
simples, visando não necessariamente verificar a habilidade do aluno com contas, mas também 
conhecer certas propriedades simplificadoras. Por exemplo, desconfie sempre do expoente 
zero. Sabemos que elevando qualquer número (exceto 0) ao expoente zero, o resultado é 1. 


Note que aquela raiz cúbica, que ainda está elevada a 12/5, está também elevada a 0, e 
qualquer número elevado a 0 (desde que não seja 09) vale 1. O número 1 está então elevado a 
-7р, e sabemos que elevando 1 a qualquer potência (inclusive potências não inteiras e 
negativas) resulta em 1. Temos então uma fração com numerador 1 - 1, que dá zero. A 


primeira fração resulta em zero, nào importa o valor do seu denominador. Multiplicando zero 
pela segunda fração, o resultado será zero. 


Resposta: 
(E) 0 


Algumas vezes podem aparecer em provas, expressões complicadas que se transformam em 
expressões simples, quando recaímos em potências com O ou 1 na base ou no expoente. Na 
maioria das vezes entretanto, é preciso realizar todos os cálculos. Vamos encontrar portanto 
expressões que envolvem: 


° Adição, subtração, multiplicação e divisão de números racionais 
° Conversões de formatos (dízimas para frações, etc. ) 

e Uso de parênteses, chaves e colchetes 

° Potências e raízes 


Basta então saber realizar essas operações, conhecer as suas propriedades (o que muitas vezes 
simplifica os cálculos) e saber a ordem em que devem ser realizadas. 


Uma coisa é certa: as bancas de concursos adoram propor questões envolvendo expressões 
numéricas e expressões algébricas (com letra). Praticamente todas as provas, em todos os anos, 


apresentam este tipo de questão. 


Exercícios 


E85) Resolva as seguintes expressóes 


5 32 V 24 “1710) “113 
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15 14 7 16 ШЕ: "| VS 


¡y 12 2 2) (1 3 
кык Бакы ЫН 
23 Ё j HH 


4,1,2,7 1 :431:15::411/2: $4 34 
а) e a JOE JNE JE) 


2.2 2.3 4 2 11 [Y 1,1 
y A л аа 

3 5 9 5 9 3 5 2 3 6 

2 

01,2,1,7 m) mA 25:2: 

43 53 10 5 2 3.6 2 
d 2,7,4,1 n) ERE 11 

21 5 9 8 2 3 5 5 2 3 
g 355, 15 o) E а 

2 3 9 2 3 5 2 3 5 2 
9 24(-9].(|-5).5 Mt e la es 4 

3 5 3] 2 2392 2 36 5 15 8 5 


ЇР НЕН 
96) 14 


O 


E87) Resolva as seguintes expressúes 


a) 1 1 Л 1 К) 7 Р, 
AA > r | e LÁ 3 
1+ > ia : 09), MIU 224 
br ta “Tata 
I+— 1+— 
2 4 
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gt 22 2? y - = 
b) Lasso) (3) а ) E нан = | = | | 
(s--3y - (5-3) А | | 
TEREA S) ) 08:43) Ч: 3) . z 


à нрэн 1223 8 n) [oos (-1)(-2) 0 >) 


f | X 
231 P) rer ent As Бин а 
3- 1 2 2 | (sy? 3 Y, 
id) н) (125) 


+! +119 +1119 ээ 2 Y 
C1) «C1 5 (-1) «o q) Zde- Jen sos Саве.) 


h) 3/1,777... 0,444... х OIL... “Ї Х 2) (E 320) 


3) 5-5 
2015 4 Ї DE 
2 5 5 125% 3 4 


0) 


3 2 


3 3 


1 1 4 1]. I 
| МЕ ЖЕР ЖЕСИН ОШ: 
3 13 2 5 
=+> D+> 5х— 
34 5 3 
E88) Resolva as seguintes expressóes 
a |(1\ (21 |. 4 (6Y yg 2 , XC 031 Ü Cs 
2 3 | 5 2º 42? I-1« C2) 22—29 0,999... 
3 А 2995 (0222..-0333. -J(C2) XE 
2 4 | I 2 
-1 Ad -4- -2у/-(-2 
"ES FB 
2 4 


ї 1-1 гүЗ 25 (VJs 
dal = ME EN И 2 2 
Ч ааа. = L. че Pee 
A 77341033, 
d) 22-23. 2 pP n) —0,666...x(-1,333...)+0,4x(- 0,444...) 
2 290 32 — 22 X 22 — 20 


Ч і 
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2 2-2 2.2 2-2 


175 y 05-0333... р) ; 
1,666... ) 0,222... — 0,333... VIP -10 +22 1 
13? - 12? 


9) (1,5)! — V-64 +125 0) 
64 — 10/125 H 
2 
4 -I 3 2 l | 
h) (1sy (4 5 4 n | ——— ---- |x|- 0,666... 
LACE e [ys Š 1 дан! 


ES MEA | 
(-3)-4-3)-4-3)-4-3)-- 8) ix 3130 | "ie 


ДЕЕ E IE E i 
- — e авиа» x — — 
9 “425 V225 | үз 136 


E89) Efetue as seguintes operagóes, usando as propriedades das poténcias 


| 
х 
T — 1 
e 
P 
x 
e 
су 
= 
Бэ! 
+ 
© 
су 
Фу 
a 
х 
ч 
E 
Wa 
| E | 


a) xx? f) x.(x*5) К) (5529 р) 2x.(x23) | 
b) 4.(x2.x) g) xà. ( 3*5) ) (9)? q) 2x (42-59) | 
c) 4.x2.x3 h) (5x3+3x2)/x m) x.(1+x) r) 2x.(3x2-43) 

d) x.x i) (x2)3 п) х.(1+х3) S) 2х.3х2,4х3 

е) х.5 j) (3х) о) х.(х2+Х3) t) (339 


Ехїгасао de raiz quadrada 


Normalmente nos exercícios e questóes de provas, quando é necessário extrair a raiz 
quadrada, aparecem apenas quadrados perfeitos, para que os cálculos sejam facilitados. Por 
isso o aluno deve conhecer os quadrados perfeitos, pelo menos os mais comuns. Na vida 
prática entretanto pode surgir a necessidade de extrair a raiz quadrada de números grandes, e 
que não sejam quadrados perfeitos. Felizmente as mais simples calculadoras manuais possuem 
uma tecla de raiz quadrada. Uma questão maldosa em uma prova pode envolver o cálculo de 
uma raiz quadrada de um número grande, ou um número do qual o aluno tenha esquecido. 
Uma solução para o problema é saber calcular a raiz quadrada manualmente. Por exemplo, 


pode aparecer algo como: 


46889 


A primeira coisa a fazer é separar o número em grupos de 2 algarismos, da direita para ? 
esquerda. Na raiz, cada grupo dará origem a um algarismo. No exemplo: 


68.89 
(4) (u) 


as 
da), 2 
Note que usamos um ponto para separar os grupos (sempre da direita para 4 esquer Р 


: i 1 os, à 
náo se trata de um ponto decimal, e sim, um separador. Como ficamos com dois grup ren 
quadrada deste nümero terá dois dígitos. Indicamos como (d) e (u), os algarismos a 
e das unidades da raiz quadrada que estamos tentando calcular. Cada um dos grup 


número entre 00 e 99, e cada um deles dá origem a um algarismo. 
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à esquerda), no caso, 68. Este número foi 
obtido a partir do quadrado do algarismo das dezenas. Fica claro então que o algarismo das 


dezenas é 8, pois 8º é 64 (menor que 68), e 9%81 (maior que 68). Este primeiro algarismo é 
encontrado de tal forma que seu quadrado seja menor que o grupo (no caso, 68), e de tal 


forma que O próximo algarismo (no caso, 9) tenha um quadrado maior que o grupo. É fácil 
então descobrir о algarismo, de acordo com o valor do grupo: 


A seguir olhamos para primeiro grupo (o mais 


Grupo de 01 a 03 > algarismo =1 
Grupo de 04 a 08 > algarismo =2 
Grupo de 09 a 15 Э algarismo =3 
Grupo de 16 a 24 Э algarismo =+ 
Grupo de 25 a 35 > algarismo =5 
Grupo de 36 a 48 > algarismo =6 
Grupo de 49 a 63 Э algarismo =7 
Grupo de 64 a 80 algarismo =8 
Grupo de 81 a 99 3 algarismo =9 


ll 


Suponha agora que tenhamos a certeza absoluta de que o nümero dado é um quadrado 
perfeito. Já sabemos que a raiz quadrada tem dois dígitos e comega com 8, entáo tem a forma 
8x (80, 81, 82, 83, ... ou 89). O número do qual estamos querendo extrair a raiz é 6889. 
Olhamos agora para o seu algarismo das unidades, no caso, 9. Este algarismo está relacionado 
com o quadrado do algarismo das unidades da raiz (nossa raiz, ainda desconhecida, tem a 
forma 8x). Entáo o algarismo х 6 tal que, se elevado ao quadrado, dá um resultado que 


termina com 9. Portanto este algarismo x só pode ser 3 ou 7. Podemos agora decidir qual deles 
é, por eliminação, testando 83 e 87. 


Encontramos então o número que, se elevado ao quadrado, dá resultado 6889, que é 83. Este 
método permite que você encontre raízes quadradas de números que sejam quadrados 


perfeitos, até 9999. Se o número não for quadrado perfeito, o resultado será uma raiz inexata, 
como mostraremos a seguir. 


Vejamos agora como extrair a raiz quadrada de números maiores. Por exemplo: 


4328329 


O método manual para extracáo de raiz quadrada, há décadas nào é pedido em provas de 
Concursos. Ainda assim, vamos apresentá-lo aqui, seu uso não é tão dificil. 


O processo de extração é o seguinte: 


1) Arme um dispositivo similar ao da conta de divisão, 328329 | 
емйр 0 número a ser extraida a raiz no lugar do 
divide 

ividendo. A raiz que será encontrada ficará no lugar 

do divisor, 


t 
2) Sep: A 

) Separe o número de dois em dois digitos, da direita 
Para a esquerda. Neste exemplo a raiz quadrada terá 


3 


32.83.29 


VBarismos, pois o número original ficou dividido 
em 3 grupos. 
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3) О primeiro grupo tem valor 32, e dará origem ао 5 STA 
Primeiro algarismo (centenas) da raiz. Como 32 está 

entre acima de 25 e abaixo de 36, o algarismo 

procurado é 5. Se fosse 25, ainda seria 5, mas se fosse 

36, seria 6. 


4) Colocase no lugar do quociente, o dobro do 32.83.29 


5 
algarismo encontrado (dobro de 5, que é 10), e abaixo 25 10 
do grupo trabalhado, o quadrado do número 
encontrado (quadrado de 5, que é 25). 
5) Subtraimos o valor do grupo processado (no caso, 32.83.29 5 
32) do quadrado do dígito encontrado (no caso, 25), e 25 10 
colocamos o resultado abaixo (no caso, 7). Abaixamos 7 83 

ӧхі 83), ficando entáo com 783. 

O próximo grupo (83) TE 
6) Note que até o momento a raiz quadrada — ES 
encontrada é 5 (náo está completa), e o seu dobro é | ша = 
10. O próximo nümero a ser processado é 783. “as 
Tiramos o último algarismo deste número, ficando 
com 78. Agora dividimos este valor pelo dobro da 
raiz atë o momento. Ficamos com 78/10 = 7. Este 
número é o candidato a ser o próximo digito da raiz. 
7) Temos agora que confirmar se este digito — 32.83.29 57 


encontrado (7) está correto. Se nào estiver, temos que 25 107 
reduzir seu valor (no caso para 6, e testar novamente). 

Para testar, escrevemos este di 

direita da raiz (5, ficará 57) 
raiz (10, ficará 107). 


gito em dois lugares: à 
е à direita do dobro da 


8) Agora multiplicamos o dobro da raiz, já acrescido 


32.83.29 
do novo algarismo a ser testado (no caso, 7) pelo 25 107x7=749 
próprio algarismo a ser testado (7). O resultado 783 114 
encontrado deve ser subtraido do valor “abaixado” -749 
pela última vez (no caso, 783). Se for possível fazer a 91 


subtração, este valor (no caso 7) 
nova raiz calculada até o momen 
seu dobro se torna 114. Se náo for possível 


(encontrado valor maior), repetimos o teste com o 
Próximo algarismo menor (seria 6). 


fica confirmado. A 
to se torna 57, e o 


9) Abaixamos O próximo grupo: 29, formando 3499. 342-114- 3 
garismo das unidades, ficamos com 


este valor pela raiz encontrada até o 


32.83.29 
momento: 342-114-3 Este valor deve ser escrito a 25 
direita da raiz e à direita do dobro da raiz. оз 
-749 
10) Como a divisão foi exata, a raiz foi encontrada. Se нэ 
náo fosse exata, teríamos que testar o dígito. Por 32.83.29 
хеп, Зе encontrássemos 4 teríamos que testar se 25 
1144x4 é menor que o nümero em Processamento (no 783 
-749 


Scanned by CamScanner 


Capítulo 2 - Números racionais 


121 


—— "O O A D- @Ñ—+—v r.,°> — ƏəƏƏəƏo.———ə— ÑÑ——TT  Lnn V l - — .... ....... A. . 
caso, 3429). Se nào fosse, diminuiriamos 1 unidade по 


novo digito da raiz e repetiriamos o teste. 


11) A raiz quadrada foi encontrada com exaúdio: 
573, ou seja, o nümero original dado é um quadrado 
perfeito. 


to (us 


ds ads 


м № 


wan 


Ut 


Este processo também funciona para raízes inexaras, ou seja, encontrar a raiz quadrada de 
números que não são quadrados períeitos. A diferença é que termos casas decimais. Vamos 
exemplificar com o cálculo da raiz quadrada de 3, com 3 casas decimais. 


Calcule V3 com aproximação de 0.001 


1) Como queremos 3 casas decimais, vamos colocar 
3 grupos de 00 depois da virgula. 


2) O primeiro grupo a ser processado ё 3. А raiz é 1, 
e o dobro da raiz encontrada até agora é 2. 


3) Subtraimos do primeiro grupo (3). o quadrado da 
raiz até agora (1). ficamos com 2. Abaixamos o 
próximo grupo (00), ficamos com 200. Note que 
acabamos de passar pela virgula, então a vírgula na 
raiz ficará à direita do 1. 

4 Eliminando o algarismo das unidades de 200, 
ficamos com 20. Dividimos agora 20 pelo dobro da 
raiz até o momento (no caso, 2). Não podemos ter 
um digito 10, então usaremos 9. À seguir testamos se 
este dígito 9 pode ser usado: acrescentamos o 9 à 
direita da raiz atual (ficará 29) e multiplicamos pelo 
digito 9. 


5) Este valor (261) é maior que 200, então não pode 
ser usado. Fazemos o mesmo teste com 8, e 
finalmente com o 7, que é aprovado. 27х7=189, e 
subtraindo de 200, restam 11. 


6) Abaixamos 00, ficando com 1100. O número 7 
aprovado vai para a raiz, fica 17. O dobro da raiz 
passa a ser 34. 


Fazemos então 110:3t = 3 


7) O número 3 é testado, fazendo 313x3-1029, que é 
menor que 1100, portanto o 3 é aprovado. 


,-3.994.99 


I fofo w 


t+ о) с) 
Pao O 


la ty] w 


к. 9 Сэ 


I= 0) C) 


2 


29х9-261 
28x8=224 
27x1-189 (0X) 


27x7=189 (CK) 
343x3-1029 (OK) 
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raiz ё agora 346. 
Fazendo 1100-1029 encontramos 71. 
valor é 7100. 


О próximo 


3,00.00.00 
9) Fazendo 710:346 encontramos 2, que deve ser 


testado. 3462x2-6924, que é menor que 7100, entáo 200 


о 2 é aprovado. 189 
1100 

Chegamos entáo à raiz de 3, com precisáo de 3 casas 1029 

decimais: 1,732. O processo poderia continuar i : 


indefinidamente. 


mas no passado, raízes quadradas eram calcul А. 


Ноје existem calculadoras e computadores, 
eram publicadas tabelas com esses Valore 
S 


manualmente dessa forma. Para facilitar o trabalho, 
prontos para serem usados, com várias casas decimais de precisão. Veja alguns exemplos, com 
, 


precisáo de 31 casas decimais: 


V2 = 1,4142135623730950488016887242097 
43- 1,7320508075688772935274463415059 
45 = 2,2360679774997896964091736687313 
46 = 2,4494897427831780981972840747059 
JT = 2,6457513110645905905016157536393 
JIO = 3,1622776601683793319988935444327 
„ЛІ = 3,3166247903553998491149327366707 
„ЛЗ = 3,6055519754639892931192212674705 


O número de casas decimais desses números é infinito. São números irracionais, seus dígitos 
decimais não apresentam padrões repetitivos, como ocorre com as dízimas periódicas. 


A partir desses números irracionais, podemos calcular outras raízes. Por exemplo, sabendo à 
raiz quadrada de 3 podemos calcular a raiz quadrada de 12. Tomemos a raiz de 3 com 3 casas 
decimais (1,732). Escrevemos 12 como 4x3 e aplicamos propriedades de potências: 


4/12 -44х3 -44х43-2х43-2х1732-3,64, aproximadamente 


O cálculo manual de raízes quadradas costumava ser ensinado na 6º série (atual 7” ano), mas? 
cálculo de radicais, como no exemplo acima, é ensinado tipicamente no ültimo ano do ensino 
fundamental. 


Números irracionais 


2 
p nümeros racionais 580 aqueles que podem ser expressos como uma fração р/Ф 0 
sáo inteiros primos entre si, sendo que q é diferente de zero. Permitindo que р © 


"m : 5 4 
/ inteiros, o resultado poderá ter um sinal positivo ou negativo, por exemplo, 3/5 е -3/5. 
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Os nümeros irracionais são aqueles que não podem ser expressos na forma p/q, com p e q 
inteiros. Os números irracionais são infinitos, assim como ocorre com os racionals, Por 


exemplo, 2, 43, 45 são irracionais. Um problema clássico da álgebra € demonstrar que 


J2 é um número irracional. 


Exemplo: Provar que 42. ё um número irracional. 

Esta demonstração já foi explorada em uma questão de concurso para o CMSM, Para provar 
que J2 é um número irracional, devemos demonstrar que este número não pode ser 
expresso na forma p/q, com p e q inteiros. Vamos demonstrar isso usando o método do 
absurdo. Partimos da suposição de que 2 pode ser expresso na forma p/q, com p e q 
inteiros primos entre si, e com q diferente de zero, e mostramos que esta suposicáo resulta em 
uma afirmagáo absurda. Suponha portanto que: 


2=p/q 

Elevando ao quadrado, ficamos com: 
2=p 1g 

que é o mesmo que 

24 = p° 


Isto indica que o número p deve ser par, já que seu quadrado é par. Podemos entáo chamar p 
de 2k, onde k é a metade de p. Sendo assim, p? é o mesmo que (2k)? = 4k2, 


24” =4k? 

Simplificando por 2, ficamos com 

Ф = 242 

Сото 92 ё um número par, entáo q tem que ser par. Ficamos entáo com: 


P é par 
q é par 


Isto é uma contradição, pois partimos do princípio de que p e q são inteiros primos entre si, 
Chegamos então a um absurdo, resultante da suposição inicial de que 42. é um número da 
forma p/q. Logo: 


42 não pode ser expresso па forma p/q, com p e q primos entre si, logo 2 é irracional. 


Podemos usar o mesmo método para mostrar que 43 e 45 sáo irracionais, entre outros 
infinitos valores. 


Números irracionais possuem infinitas casas decimais que náo se repetem na mesma sequéncia 
de digitos, Em certas situações, é conveniente representar os números irracionais de forma 


- ! 
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em TT 
р ten a aa ааа de cama decl ais. Na álgebra, tipicama l. 
aproximada, com um número reduzido de casas decimais. ° tipicamente q 


à; “ханд, | | 
indicacáo de ra; imacáo. 4 
ção de raiz, sem aproximaç 


A maioria das propriedades apresentadas para os nümeros n OCA ig, 
А Р э > 5 ас HT ` 406 

distributividade comutatividade, aplicam-se igualmente aos : 5 irracionais, Entreç, "^ 
š fechamento. А soma, a diferença, o Чал, 

algumas nào se aplicam, por exemplo, o fechamento. Amero trinta цн. 
divisão de números irracionais nem sempre resultam em um número irracional, Por , 1 


"Xem 
alo * > 1 (^ irrari . р n, 
(1 Pla efl -42 ) são irracionais, mas sua soma vale 2, que não é irracional, Os ШШ 
: aditi » inliess "It 
irracionais também não possuem elemento neutro aditivo nem neutro multiplicatis pois 2 
r š 1 4 i 
numeros 0 e 1 nào pertencem aos irracionais. 


No capítulo 14 estudaremos o cálculo de radicais, e aprenderemos a manipular 


algebricame 
Os números irracionais. 


Tite 


Nümeros reais 


Juntando todos os nümeros racionais e todos os nümeros irracionais temos o con 


junto dos 
numeros reais. A relação entre esses conjuntos já foi apresentada no capítulo 1: 


Podemos escrever: 
R = QUI 


Ou seja, o conjunto R (Reais) é a união dos conjuntos Q e 1 


| 

| 

45-47 2-545 | 
2/2 7-7 | 
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A pair do próxima capitulo e шд о Anal do livro, consideramos que o conjunto de trabalho é 
a conjunto dos números reals, “Todas as técnicas que aprenderemos valem para quaisquer 
numeros reals, Obviamente оз problemas que envolvem cálculo numérico só podem ser 
resolvidos manualmente com números, digamos, fáceis de manipular, 


Exemplo: Calcule (V3+ "3 Л- (А 


Podemos usar a propriedade distributiva da multiplicação, que vale para os números reais: 


(A + 21/3-42)- 43-/-43-/72-42-1-/2.7 


Usaremos a seguinte propriedade (resulta da comutatividade da multiplicação): 
Ja Nb s уа: 


Sendo assim, 
£843 3-3 = J9 =3 
02.42 = 42.2 = J4 =2 
13.42 = 42.3 = J6 


l'icamos entáo com: 


[8-43 - 43-42 245 - 42 =3- 6-271 


Muitas vezes ocorre isso nos problemas que envolvem operações com números irracionais. 
Uma operação com valores relativamente complexos pode resultar em um valor simples. Isto 
ocorre somente porque o formulador da questão escolheu os valores cuidadosamente para que 
o resultado seja simples. Sem este cuidado, as operações podem resultar em valores bastante 
complicados. 


Muitas questões de concursos envolvem a propriedade de fechamento em relação aos 
conjuntos numéricos. Em relação aos irracionais, a propriedade de fechamento não existe. 


O conjunto dos irracionais não possui elemento neutro (nem 0, o neutro aditivo, nem 1, o 
neutro multiplicativo). 


А soma de números irracionais nem sempre é um número irracional. 
Exemplo: 


(5+/3)+(8-/3)=13 


O produto de números irracionais nem sempre é um número irracional. 
Exemplo: 


M3 24 - /2)-1 


Da mesma forma, a subtração e a divisão de números irracionais nem sempre resulta em um 
numero irracional. 


Tais conceitos costumam ser pedidos em provas, em questóes do tipo (V) ou (F). 
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Operando com nümeros reais A 


. T _ Ж " : 
Este capitulo apresentou as principais operações algébricas envolvendo números racionais 


Adição e subtração 

Multiplicação e divisão 

Potências e raízes 

Expressões com números racionais 


A boa notícia é que praticamente todas essas operações aplicam-se também aos nú 
irracionais. Como o conjunto dos reais (R) é a união dos conjuntos Q (racionais ^^ 
(irracionais), concluímos que praticamente tudo o que foi ensinado sobre Operações 
números racionais, vale também para números reais. Isto vale inclusive para as Propriedag 
comutativa, associativa a distributiva. Quando consideramos os números reais, valem ainda < 
propriedades de fechamento e elemento neutro. Apenas os irracionais são um conjunt, 
incomum, pois nào possui o elemento neutro e nem a propriedade de fechamento. 


Sáo válidas as propriedades das poténcias e raízes para os números reais. Por exemplo: 


JF -a 


Ou mais genericamente: 


Р 
Ма? =q” 


Exemplo: (CN 64) 


Dé a expressáo mais simples de а 


Solução: 


Va sm je 7 11111111 
2-4 1/4 5-1 -и8 {11111 1 
S/a а ха ха G 6 +) 


= ——  oIH = a 
/ 1/ -1/ 
аа ахаха" 


Ја 


O expoente de a será então: 


Resposta: Ya 


Apenas deve ser tomado cuidado com as bases ne 


impar e n for par, a expressáo é inválida. Da me 
quadrada de um número negativo, 


exemplo. Se a for negativo e p for 


: fo 
gativas. Por exemplo, se a for neg? it Р ай 
sma forma como nào podemos extrair desse 
Surge restrição com uma raiz genérica como pt. 
impar, então aP será negativo. Dessa foram uma 
4 
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esima, com n раг, deste número negativo, será uma expressão inválida ou não definida (que 


muitos chamam informalmente de impossível). 


operação não permitida é a elevaçã í : РР 
Ошга ор 2135 : MA аө : ação de números negativos a expoentes irracionais. Por 
exemplo, (2) a expressáo perfeitamente válida, definida como: 


Entretanto a definição de um número elevado a um expoente irracional não é desta forma. A 
definição acima são serve para expressões como: 


52 


A definição desse tipo de potência é matéria do ensino médio. A fórmula para esse tipo de 


poténcia ё: 


a - 10*les€) 


Ou seja, este tipo de potência é baseada em /ogaritmo. Como não existem logaritmos de 
números negativos, não é definida a potência de expoente irracional para bases negativas. Para 
definir esse tipo de potência, é preciso utilizar números complexos, assunto que também faz 
parte da matemática do ensino médio. 


Portanto não é permitida uma expressão como 


Es)" 


Ainda assim é permitido qu 
irracionais que torna-se possível sem a necessi 


Б)? 2542 5? =25 


Este cálculo está correto porque permanece válida a propriedade ( 


e apareçam questões envolvendo expressões com expoentes 
dade do uso de logaritmos. Por exemplo: 


ах) = аху, mesmo quando х 
€ y são números irracionais. 


Exercícios de revisão 


E TY ( 33) ( 25 
26) mete A 

" (-2)<(-2) 121765 16 75 12/4 7074 22 
a(SY.( SY o Cay «C2 Cay, 12-21) E 

15) * 3 10х@+2+3+4) 11 5 3 


5 (_,3 5 
с) 2(-15)+ -5 Ре h) (841) (3-4) m) -а34(-33| - +— = 
EE з'2)\5 6 6A 5) 16 8 
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-3 
«(S e E 48 
10 35 
92.8. ) 2) (5) 
91 65 105) \ 15 
E91) Calcule 


° (e 5 Ї 21.) 
2 5) (5 125% 3 4 


f =x [ 0,1666... + 0,666... х 23) 


LLLI 


9 ELE 4(-8) 4(-6)-(-2) 
(- 


“132122 (-2)-4-2)-1-2) 
DZ М4 авг 5) 
2° +22 | 1 C2y| 22-2º 05999, !5 
E92) Calcule 
а) J C2) +(-2) <(-3Y _ 1022-8) (1) 
10х(1+2+3+4) 3 5) \5 
b) 18, Зэ 2 ь g 12,6. md 
25 33 15 9 5 64 


c) 0,3 0,666... = 


900) 


| Мэнд, 


п) —— 
872 +8" 48" +833 gn xl 


29 


9-334-2 
7 


| 
| 
wio ln wl= 
A "` 
| 
+ 
| 
| 
1 


“у 


4 
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Dies 3 3 
-22-(-20)- y| _ 3 5 
ша P) i ° 


E93) Simplifique 


3(13)—2 


E «(2 zm 


(A) 9 (B) 3 (C) 43 (D) ga (E) 35 


E94) (CN) Calcule 


-1/2 
Calcule o valor de | 413 (55) +0,017° |х 1 
25 0 


5 


E95) (СМ) Achar o valor de 6-375 +777... 527) 
(А) /3+/2 (В) 20 (С) /2+43 (D) 17445 e (F) N.R.A. 


E96) Se a e b são números positivos tais que að? = 8 e b2 = 4, calcule b — a. 


(0 (B2 (O4 0)6 (8 


xy? 
E97) Simplifique TA 22 
(y) 
1 х у“ х” a 
&— 0% 02 05 ož 
A (B) y (C) E (D) y y 


E98) Sabe-se que p é um nümero natural maior que 1. Entáo, calcule o valor da expressáo 
1- 
22 ^ 4 2^? 422 
5 


(А) 1/5 (B2 (C4 (D)p2 (Е)р/5 
E99)O numeral [goin p possui quantos divisores? 
(^)10 (B)18 (C)19 (D)36 (E)37 


E100) A expressáo mais simples de 413 + 413 + 413 + 413 é; 
(A) 414 (B) 1613 (C) 452 (D) 417 (Е) 174 


E101) Das sentencas abaixo, assinale a que nào é verdadeira: 


(А) (9/3? = (3972 в) (0,1)-2= 1/00 (С) х! = х, ѕех=1 (D)C29-1 (E) (2/8) < (3/2) 


q 4 
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E102) Quantos divisores tem o número 2161333... ? 
(4)25 (В)20 (C)15 (р)16 (E МКА 

3 
E103) Efetue e simplifique 4° +1333... 12-2 


1 | 0,1 
3 
E104) CEFETO 2001 


2 
Calcule o valor da expressão 3 (0005) .0,000075 £ ( 921831) 
10 


E105) CN 75. Calcular a soma dos termos da maior fragáo própria irredutível, Para que 
Produto dos seus termos seja 60. : 


()!7 (В) 23 (032 (pei (E) 19 (F) NRA 


E106) CN 76 - A raiz cúbica de um número N, é 6,25, Calcular a raiz se 


xta desse Número N. 
(5205 (С)2/5 (25 (E)15 


(0125) — (py 

E107) CN 82 . Ма expressáo 002) +a’ 219] , a e b são nümeros inteiros 
87 а 

Positivos, a + b vale: 
(А) 15 (B)14 (С) 13 (0) 12 (Е) 11 
E108) Se 2x = 1/4, entáo x* é igual a: 
()2 ()4 (Q4 (руй (E)-1⁄4 
E109) Qual das seguintes afirmativas é sempre verdadeira para quaisquer nümeros reais а, be 
c? 
(A) Se a<b, entáo ac < bc 


(B) Se a < b, então a? < p? 
(D) Se ac < bc, então a < b 


(C) Se a<b, então аЗ < p3 
(E) Se a > b, então l/a > 1/b 


El 10) Para qualquer número real x, Je é sempre igual a: 
(x (B- (O1 (D)lx| Œ oJ; 


E111) Quanto vale x + y, sabendo que 4y 


(A)1 BO (C)-1 (0)-3д 


E112) Sendo a, bec reais positivos, e n intei ЭР jvas nào 
" А um inteiro OSitivo, qual guintes afirmativas 
é necessariamente verdadeira? P > qual das se 


= l e que 5% = 1/5? 


(E) x e y não podem ser determinados 


(A) a(b + c) = ab + ac (В) (ab) = ana (C) (a/b)" = an/pn 
D) (а+Ь"=аа+ы — (р [a Ja 
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gapulo AMC AL. во 
9x? yz" 


3) Simplifique — ^ — 
E113) P 123 yz? 


E114) Se а = 256, calcule вх ааа 
(A)? Bt (C)32 (D)64 (E)128 
E115) Resolver a equacáo 9(1-2x) = gy (x-1) 


E116) Qual das seguintes afirmativas não é verdadeira para todos os valores de x? 
(А) 1х120 (B)xslx (C) 1-хі=х (0) 1х1=1-х1 (Е)-1-х]<0 


E117) Simplifique 44x? y'^z* J81x?yºz!V256xº 


3/4 ..-516 ҮҮ? 
E118) Simpiique | Ё y | 


—4/5 213 
Ae ca 


E119) Coloque em ordem crescente, sabendo que a é um nümero real maior que 1. 
-(-ар, -a?, (-a)*, -a*. 


lifi gen i 87 
E120) Simplifique "2 — 
) P q 16" 5322 SE iid -64 

E121) Calcule (0,0049)*? +(0,2)* + (0,04) "^ 
E122) Encontre x em 2*.4*.8* = 1/16 


E123) Qual dos números abaixo é o maior? 


yr 2^ (o4 oras 


-4 
2 
E124) Simplifique a 


-5 
-1 
E) 
a 
P 
E125) Encontre P em E -(Z) 
уүхүу NA 


17+200 
47 == 10) + 2220056 
—— 3000. 
22 x 92 
18 


E126) Calcule a expressáo 


3 (74 4) 
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z 
132 — T uu 0 АШ | 


BENE SEBRIgy 
35007 _ 35003 


E127) Simplifique 


5002 
35008 + 3 


(А)78 (В) уз (C)45 (D)31/59 (Е) 24/73 


2014 -2014 
E128) Se x + 2y = (ех # 0), calcule 9 (2) . 
y x 
(A) 1/22028 (В) 92015 (С) 22028 (р) 1/22015 (E)1 
E129) Dados т —1,46666 е n = 0,407407407..., calcule m/n. 
(А) 66/185 (В) 18/5 (С)36/1 (D)3 (E) 120/37 
E130) A expressão abaixo é igual ao número racional a/b, e a e b não tê 


Encontre a + b, 
2 5 


m fatores Comuns 


(4)7 (В) 37 (С)72 (D) 84 (E)98 
E131) Uma das expressões abaixo tem um valor diferente das demais. Qual é este valor? 
1) (-1)-12 П) -(10/23)0 Ш)-24-24 Ty) -1-1 , 1-1 V) -(1)/4 

(4)-2 (B-1 (COO р) (E) 2 


E132) Qual dos seguintes valores abaixo é o maior? 
148, 242, 336, 430. 52, 618 712 g6 00 


-2 
E133) CN 52 - Calcular a expressáo B Ч -1207" н") 
2 


E134) CN 54 - Efetue 4200 x3/108 e simplifique o resultado 


30 
E135) CMR 97 - O valor de 15” 
455 


(A) 1 (В) 8 (O55 (D) a (E) 39 


r 
. 


e: 


E137) OBM 2008 . Quantos dos nüme ` M 
números ao quadrado) TOS abaixo sáo 


3Y11, 447, 545, 63, 745 


08 
maiores que 10? (Sugestáo: eleve 
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iyi 80? (OS D+ (EJ5 


E138) CMF 2008 - Simplificando a expressáo 87-47 


=> obtemos o valor: (Sugestão: passar as 


N 
poténcias para a base 2 e simplificar) 


(jS (8) 10. (C)+ (D)? (Е)16 


E139) CMPA 2009 - O valor da expressão 43-131- 21513743841 é: 
(ji B3 (O7 (D)9 BU 


E140) CN 2013 - Qual é o valor da expressão (Sugestão: não se assuste com os nümeros, 
enfrente-os e lembre-se das propriedades das poténcias) 
1/92 


(30332. i rar 319393 T -43) 


«os Gs (О: DO Œ- 
E141) EPCAr 2005 - O valor da expressáo (3) - (1695 x (1 | х 0,002 ё: 


(A) -12,750 х 103 (B) -12750 х 10% (С) 12,750х10% (D) 12,750 x 10-3 


Detonando uma prova - Questáo 11 


Um aluno que se prepara para concursos deve testar seus conhecimentos, resolvendo uma 
prova completa, somente depois que completa seu curso e está totalmente preparado. Claro 
que questóes de prova, específicas sobre cada assunto ensinado nos capítulos, sáo bem vindas. 
No caso dos concursos para Colégio Naval, EPCAr e Colégio Militar, é altamente 
recomendável que o aluno continue os estudos do presente livro resolvendo as questóes de 


prova do VOLUME 2. 


ntando as solugóes da prova do CN 2015/2016, relativas aos 
enas não abordamos as questões de geometria). Sáo ao todo 14 
e podem ser tranquilamente resolvidas com o que está 
tudar essas questóes somente ao final de cada capítulo. 


Abrimos uma exceção aprese 
assuntos ensinados no livro (ap 
questões de álgebra e aritmética qu 
ensinado по livro. O aluno deve es 
Neste livro as questóes estáo localizadas nos seguintes capítulos: 


Гоно [Cpo 
7 Ouiesiño 10] Capitulo — — | 
— C pOuesioli — Capitulo 2] 
— [Queso 12 — | Capito l0 — | 
E i 
p i 
po 


Questão 16, 18 Capítulo 11 
| Questão 19 | Capítulo 11 


Capitulo 20 


| 


Scanned by CamScanner 


134 О 


SLGEBRI 


CN 2015 — Questáo 11 


Seja п um número natural e # um operador matemático Ер aplicado а qualquer T 
natural, separa os algarismos pares, os soma, e a esse resulta E NE tantos Zeros o êro 
for o número obtido. Por exemplo, #(3256) =2+6=8, logo ca: 0000000. Sendo assi anto 
produto | (20), [#(21]. [#(22]. [4(23]. [*(24]... | (29| possuirá uma quantidade de Zeros igual E 


(А) 46 (В) 45 (C)43 (D)4 (E)40 
А solução está no final do capítulo 


CONTINUA NO VOLUME 2: 120 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 

a) 720 = 24.32 5 f) 320 = 26.5 k) 84 = 22.3.7 р) 384 = 273 

b) 150 = 2.3.52 g) 512 = 2? |) 120 = 23.3.5 q) 625 = 54 

c) 96 - 35.3 h) 630 = 2.32,5.9 m) 160 = 25.5 r) 900 = 2232 52 
d) 105 = 3.5.7 i) 1024 - 210 n) 180 = 22.325 5) 121 = 11? 

е) 144 = 24.32 j) 420 2 223.57 0) 240 = 24.3.5 t) 288 = 25.32 
E2) 


3)90 — c)360 е)900  g)360 i60 K)840 — m)17325 0)108 дїй gg 
b)144 — d)720 11600 1)1680 ¡660 11800  n)540 p90 796 да 


ЕЗ) 12.A E4) 27315? — E5)144 E6) 32/80 E7) 24/56 
E8) 15/20 E9) 35/56 E10) 1/6 
E11) 


a)21/3 (022275 6)435 (01485 1813  K214 т)445 jo) 413 q935 $)412 
5)335 04238 1247  h)528 j215 12140 144 p623 D139/7 1347 
E12) 

a)7l2 — c)385 — e)i7/3 0)71з — i198 каз — my2gjg 0)10/3 9) 2411 5) 367 
b)2U4  d)343 085 мт DIM ут n)43H0 р)92 65 143% 


E13) 20 km E14) 15/40 E15) 45 km E16) R$ 120,00 E17) 17/18 


E18) 17/12, 4/3, 11/12, 4/5, 9/8, 7/12, 1/3 


Е19) 


а) 208 — c)9/3 е) см лз k3m0 


2/5 s) 3/8 
Б) 13/20 4700 13/87 (1)245 |)92 m23 0)25 q) 


)7H2 п)4и5 pes mano 925 
E20) 6/16, 9/24, 12/32 — E21) 14/15 E22) 9/48 


E24) 


0 
E23) 45/30-20/30-8/80-1/80-20/º 
José acertou mais questões (10, contra 8) mas José tirou maior nota (8,00 contra 6,25) 
E25) 48 E26) 3/8 E27) 500 há 


E30) 7,2 E31) km 15 E32) km 20 


E28) Joáo E29) Segundo 
E33) km 24 
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E34) 
a) б 
b) 15 


E35) (D) 
E37) 


80,027 
b)45,6 


c) 6 
0)7 


с)0,0012 
d)0,05 


E38) 
a) 02 
b) 0,05 


c) 0,01 
d) 0,013 


E39) 
8)3/10 
b)12/10 


c)1/100 
d)175/100 


E40) 
а) 0,25 
b) 1,25 


c) 14 
d) 2,25 


ЕА1) 
а) 5/4 
b) 7/20 


с) 3/4 
d) 5/8 


E42) 
а) 0,333... 

b) 0,222... 

c) 0,666... 

d) 0,428571... 
e1333. — 


E43) 

a) 32/99 
b) 1 7/9 
c) 32/11 
d) 5/9 

e) 1 


ЕМ) 
a) š 


e)324/100 g)2/10000 
1001/10 h)1/1000000 j)225/100 


е) 28 9) 5 

f) 25 h) 240 
E36) (D) 

e)1,56 0)50 

090,001 1)2,7 

e)0,005  g)1,62 

00,0125 — h) 2,00 


e) 0,875  g)0,12 


f) 3,75 


e) 1/8 


f) 17/5 


h) 0,15 


0) 36/5 
h) 17/4 


f) 0,7272... 
8) 1,222... 

h) 3,333... 

i) 5,428571... 
j) 19/15 


922/15 
0) 2/15 
h) 2 41/99 
i) 22/3 
) 8 113 


i) 11,2 
j) 15 


4,3 


0,77 


i) 0,18 
j) 0,12 


1)25/100 


i) 0,375 


)) 0,75 


1) 26/5 


j) 3/2 


k) 36 m) 60 
1) 9 n) 12 
k)11,5 m)11,78 
21,7 n)0,36 
k) 0,1 m) 0,04 
10,15 — n)025 
k)13/10 т)1/1000 
1)2112/100 n)5/1000 
12 п)85 
)0,6 n) 0,625 
К)8/5 т) 11/5 
|) 7/4 п) 11/10 
к) 0,8333... 
|) 0,142857 
т) 2,333... 
п) 5,333... 
о) 0,555... 
k) 16 2/3 
)5 1/9 
m) 4/9 
n) 1/15 
o) 131/990 
k) 2 m) 2 
9 3 
1-2. mt 
7 13 
k) 4 т) 3 
5 10 
)-1 п)? 
10 4 


0) 36 q) 237 
р) 4 r) 38 
0)0027  4)0,10 
р)0,013 1)0,32 
0)032  4)0,6 
р) 0,4 r) 0,9 


0)12510 9)7/10 


p)18/10 


0) 0,75 


р) 3,5 


0) 5/2 
p) 3/4 


r)99/100 


q) 1,5 
r) 0,125 


q) 3/5 
r) 2/5 


p) 0,38... 

q) 1,666... 

r) 1,9090... 
s) 0,777... 

t) 0,769230... 


p) 7/120 
q) 13/99 
r) 55/74 
8) 1/150 
t) 5 47/99 
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s)0,021 
08,192 


8) 0,75 
) 0,35 


8)105/10 
283/10 


s) 1,8 
t) 0,8 


s) 1/5 
t) 1/40 


{ 
4 
a 


70 3 15 77 8 30 l 
75 aq! оз m7 029 12 n) 028 pm QA 
28 90 15 8 10 30 36 351 Š 
| ) 18 )2 )4 
a) 11 c)6 ё)0 0)16  )! К m 9 q)-4 
98 di 9-8 dA D7 0-0 0-2 рз д6 0 
E48) 
9.7 g gl g 9 үз 1% m.Ll 9% 9.7 y, 
35 35 6 56 8 35 24 30 16 ES 
95 4 ! 9! Pl ji 02 04 p.H p |, E 
7 70 10 24 12 35 12 10 E 
E49) 
а)32 og n gl 010 7 27 m 5 9? q3 ga 
15 15 10 77 8 30 710 15 16 60 
029 4 7 013 mB )37 110 mlé p 390 p 9 ya 
8 90 15 28 10 30 15 7 10 
E50) 
3-1 9-569547 gg 1 0.37 039 my! 92 gl 33 
15 24 5 60 70 3000 12 30 60 
p.299 11532 y 11 317 90! „2 „14 90 ув 
42 90 5 5 10 3 15 48 
E51) 
a) 37 «47 f) 12/5» 4/3 k) -10% > -1/8 p) 7/5 > 4/3 
b) 2/3 > 2/5 g) 0333 < 0,3... 1) 1/3 < 3/10 q) -0,222... > -3/10 
c) -1/5 « 0 h) 4 2/35 < 5 1/77 m) -1/3 < -0,3 r) -10 < -9,9 
d) -10/3 < -3 i) -2,38 « -2,37997 n) 7/10 » 2/3 s) -1/5 > -1/4 
e) -1/3 < -1/5 j) 1/5 = 20% 0) -8/3 <-2,5 t) 5/6 < 0,9 
E52) 
a) 4/5 > 0,75 f) 4/5 > -2/3 k) 0,666 < 0,666... p) -3/5 > -2/3 
b) 0,666 < 2/3 0) 7/10» 0 1) 0,3 = 3/10 q) 4/5 < 5/6 
c) 4/7 > 5/8 h) -2/3 < 1/2 m) 0,999 < 1 r) 5/8 > 5/9 
d) 9/8 < 8/7 )-3«2 n) 0,999... = 1 s) -0,222 > 0,222... 
e) -9/13 > —7/10 j) -0,6 « 0,1 0) -04 » -30/7 t) 0 > 47/47 
E53) 
a) 14,22... < 14 83/97 f) 4 7/239 < 5 13/777 k) -18/73 > -18/71 p) 1/256 < 2/500 
b) 0 > -3,17921792... 0) 25,15 » 100/4 |) 11% > -12,375% q) 1,333... < 3/2 
с) -5,1212...> 6,333... h) -2,1313... «0,218 m) 0,9175 < 73/72 r) 4/7 > 4/9 
d) 1,3181 < 2,21289 i) 715/113 > 700/113 n) -0,999... = -1 s) -2/7 < -2/9 
e) 0,333333 < 0,333... j) 23/59 > 23/61 o) 0,377... > 0,37775 t) 1/5 > 1/6 
E54) I 4 
: 3 M 
а) 3. UM 92 at uw KB m2 0) 8 q) — 3) 15 
20 22 11 16 2 2 4 
| 5 402 
p$ д5 02 №28 948 DIO 65 014 02 9j 
7 3 5 25 375 3 2 
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0240 К: P, 2 
PD 947 93 92 W 42 gl „л 92 
m. з 5 25 5 6 2 48 
a$ 919 yt 51 DI тю „зз 9120 ,1 
15 35 24 10 2 


053 әб 0)82 0120 Ю)-52  m)-18 0)5 qj-29  s)-1/15 
)e2  j7 0-15  n-72 р)47 DAS 1-43 


3 e) 10 i 5 
92 ) Q1 05 йз m$ 9% gl 94% 
+ 128 12 5 84 10 21 
al 93 №8 pl 018 ml p% 02 3 
4 81 5 5 6 7 20 
Ин 
ol 92 gl jp_ l gy 14,48 98 gg- 92 
7 64 2 16 5 7 2 15 
4-5 j- mb ® gol 1068. gd „7 34,19 
56 80 25 5 2 
2 64 5 10 
5 3 -2 
9.3 93 5.80 00 jy 4 4,9 p- 03 y2 
3 10 81 5 5 5 10 
Qu qe ушне 
300 180 180 
0101 525 №19 j> 
441 104 18 
55 928 gu уз 
m 23 120 2 
94 93 ni 04 
21 5 12 15 
9.81427 97 93 432 m 116 97 q 8 s 2 
320 7 10 14 15 45 3 56 10 
EY 225 р 28 y 39 п) 259 jd n-5 04 
5 “ий” 50 320 80 


Scanned by CamScanner 


16 5 | 
: Зэ. A 27 100 а 100 1 sgh 
25 1000 64 | | 17" ` 
I 0 464 d 12 
b) 4 d.9. 16 h 9 j EE ) a n) ze p) T n 125 Ti 
9 125 81 49 2 x 
E64) 
5 k 1 9 27 ? 
"x "ub 92 "ues 7m "nw 44 
81 10000 49 81 1000 57 | 32 Б 
8 1 49 Lp 8 nt 0144 p_1 , 10 
27 32 10000 64 125 D 
E65) 


а) 1,96 с) 16/81 e)49 g)0008 1)1,728 k)6,25  m)4/81 0)6425 q)-046 91 
№0001 d2& 0225 1025 1331 00001 m0,25 p)0216 7009 pop 


E66) E67) 
3-1 g 4 8-0333... 9)-2,18 a! 91 01 91 
3 5 
bl 942 931 h) 2 b) 1 d) 1 01 h)1 
2 7 5 
E68) E69) 
9-1 9.32 34,279 8 41 qi gløa do 
3125 243 125 125 4 16 32 1000000000 
bl a4 1 01 n28 p.25 gl 1 pl 
128 10000000 32 100000 27 81 64 81 
E70) E71) 
gl gli gl Et. 435 gl g 8 gy tr 
4 1000 3 125 49 64 27 32 
y 415 09 yl bl gló g 334 1 — 
25 81 100 16 1024 625 27 10000000 
E72) 
e 4--1--45 mi 
729 1000000 55 .28 
1 20 
2. 43 >= ya 
5!5 1029 9 7° 
Е7З) 

4)-27 9-16 q 243 4,4 0-23 y 27 m-8 "E 16° 48 
125 625 10000 17 45 125 2s “ү; 16 
— gd M "! DI уш y 25 9 n 2 

729 64 TET 
E74) 
3125 256 ar Wet me q. q-— 9% 1 
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| Bl 120 mt92 $1 «4273 541 pt 
128 3125 25 10000 64 4 125 25 8l 64 
| E75) 
age cx ex5 gx i) x k) x6 mx  o)x? | g)40X 5)8х% 
b) x dx f» nx ]) 1 |) x12 nx5 X p8ó 36 BI 
| Е76) 
432.9! 92 63 үл Q9 m о) 128 9147 39 
5 ” л 2 36 500 3 45 160 64 
3 2 : 
HÈ g 0220 ya 2 050 „#1 „34 j? „9 
18 45 27 243 3 2 125 7 4 
Е77) 
а)4 09001  e)16 0827 OO K125/8 m925 0)125 
i) 0, q27 5) 100/9 
b)169 d)27/8 049 1)164 }) 125/8 1) 1000/27 п) 100  p)16 09300 09) 125/27 
Е78) 
9-5 925 910 932 04 №32 m-6 y1 08120 
9 | 3 10” 
98 g4 032 W 27 016 127 m1 1000000981 (125 
27 25 1000 125 64 8 
E79) 
25 916 e 1 9104 0729 ү 1 mt ¿10% др 27 99 
4 81 128 64 216 729 3» 147 
922 92 1 №107 10 065 , 59 p-32 029 „2 
36 100 6 16 28 T 
ЕВО) 
jl 95 98 g2 vt 43 m* 92 2 932 
2 9 9 5 11 2 7 8 13 
92 47 pl nº pl 05 m2 р12 55 935 
3 6 10 2 13 5 8 
E81) 
3-3 9g 1 9.2 g.8 0-2 -ê m-2 gl g 5 y, 10 
4 10 3 3 5 8 8 3 
у: 91 05 nº )-1 pŠ m-.2 p- y Е 
3 10 5 4 
ЕВ2) 
a а, )12  e)65 0340 32 43  m)-35 0)75 Q45  s)t5 
-02 їл Nao 8)52 )83 185 nio р)35 032 0)43 
ER3) 
42 gl el g) 4 0-5 -4 m3 90 qlimpossiel s) | 
5 7 9 
3 d | 
5.3 98 nL h)Impossivel pó )5 n) 3 p- 1 De t) -x 
5 10 8 5 2 
Rx... 


| 
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E84) 
3 -6 CIO е) 125 g-J j 16 k-4 т) 16 о) impossivel 3 
"9 25 E 8) 343 
3 9 
5 “5 
E85) 
а)-38 g l 917 g 13 0152 q m 16 
63 5 14 11 69 225 2025 
Ы) 15 a50 0156 | 235,73 | 900, 2 
16 56 35 2 3 49 5 
E86) 
337 938 925 0-17 12 y.B mgl 913 Q N 
15 30 5 45 75 3 7 25 
DÈ 917 98 pg Dy 3 p 1 9-6 yll ,-137 
15 90 15 60 60 15 12 90 
ЕВ7) 
a) 149 c) 1 е) _ 209 0)-2 ) 2 k) 2 т) _ o _11 9) 4101 
108 2 90 20 36 27 150 
p-35 913 0950 42 о 1597, 27 Q7 р)-17 9 223 
45 5 9 3 45 160 6 5 60 
E88) 
| - 1 
3-2 9% el gl 07 3 m_15 9-6 dé $ 
4 10 3 3 20 27 3 
9-18 937. 03 №17 p.2 431 53432 pé p2 (6 
10 5 15 9 15 45 3 
ЕВЭ) : 4 5) 24% 
а) х5 c) 4х5 е) 5х 0) х5+5х2 |) x6 К) 1250 mx? ox! д) 2х2-2х* s) И 
b) 4x5 0) х? fx^*5x Һ) 5х2+3х j) 9x2 Dx n)xe* — p)2x«2i4 г) 6х2-8х* 027 
290) тА 
12 
а) É 023 412. dal mL mê mu о) = 
7 4 28 0 343 16 10 l 
b) J d) — 64 n 16. h) 1147 1 y 34 n) 0 
64 125 180 3125 5 
291) 
( 
а) 3 0-31 92 016 
FONE 45 20 3 
5-61 a 277 né hy 3 
160 5 5 
E92) 


A 


Scanned by CamScanner 


e 
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879. 9 3 2 gi? q „з ql q 28 
100 20 6 120 169 5 64 100000 
28 gl n 19 h) 1000 „1 0.8. ml 
b) wass 9 Q ^ С 
25 2 18 27 64 125 9 
£93) 3 E94) 9 E95) (B) E96) (C) E97) (С) 
E98) (B) E99) (37) E100) (A) E101) (B) E102) (А) 
E103) 7 E104) 5 E105) (A) E106) (D) E107) (A) 
E108) (D) E109) (C) E110 (D) E111) (C) E112) (D) 
E113) 2 - E114) (E) Ell5)x=3/4 E116) (C) 
E117) 12.х®.уб, |2 |, se x>0. E118) х E119) (-a)*, Сар, -а3, –а* 
E: 
E120) -2/7 E121) 5,001943 E122) 2/3 E123) (А) 
E124) — a” E125) -9/24 E126) 35/3 E127) (E) Е128) (В) 
Е129) (В) Е130) (А) E131) (D) E132) 49) E133) 11.5 
E134) 6042 Е135) (C) E136) 45/4 E137) (C) E138) (А) 
E139) (C) E140) (1) E141) (A) 


Detonando uma prova - Questão 11 

CN 2015 - Questáo 11 

Seja п um número natural e + um operador matemático que aplicado a qualquer número 
natural, separa os algarismos pares, os soma, e a esse resultado, acrescenta tantos zeros quan 
for o número obtido. Por exemplo, +(3256) = 2 + 6 = 8, logo fica: 800000000. Sendo assim, o 
produto [#(20]. [*(21]. | (221- | (231. [*(24]... [F(29] possuirá uma quantidade de zeros igual =: 

(А) 46 (B)45 (C)43 (D)4  (E)40 


Solucáo: 

Tomar somente os algarismos pares, somá-los e acrescentar tantos zeros quanto for esta soma. 
#20 = 200 

+21 = 200 

#22 = 40000 

#23 = 200 

#24 = 

#25 = 200 

#96 = 

#27 = 900 

#28 = 100000000000 
#29 = 200 
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Contanto os zeros: 2+2+4+2+6+2+8+2+ 10: 2 = 40 

Como os números serão multiplicados, surgirão zeros adicionais, devido a0 pr 

valores além dos zeros do final de cada nümero. M ultiplicando esses valores ficamos en dy 
‹ à “e , 

2.2.4.2.6.2.8.2.10.2 om; 


Este produto contribuirá com um zero adicional, devido ao fator 10, Apesar de 


vários fatores 2, não existem fatores 5 que possam compor um 10 adicional, бХ, 
Sendo assim, o produto terminará com 1 + 40 = 41 zeros. 
Resposta: (D) 

N 


Scanned by CamScanner 


Capitulo 3 


Ехрге55065 algébricas 


Este capítulo é uma introdução às expressões algébricas simples. Entretanto, toda a álgebra 
consiste em utilizar expressões algébricas, portanto o assunto será continuado em outros 
capítulos, apresentando tópicos cada vez mais avançados. 


Questões clássicas 


No volume 2 deste livro, a maioria das questões são de concursos posteriores a 2000, 
entretanto neste volume 1 apresentamos questões clássicas, ou seja, questões caídas em 
concursos antigos. Note que em um concurso atual, é pequena a chance de caírem questões 
idênticas às antigas (apesar de ainda aparecerem). Entretanto, as questões antigas são 
excelentes para exercitar o conteúdo da álgebra, e elas servem como base para as questões 
atuais. Por exemplo, é difícil atualmente uma questão pedir apenas o MDC entre expressões 
algébricas, entretanto as questões atuais pedem outros resultados mais elaborados, para os 
quais será preciso, durante a resolução, calcular o MDC, uma fatoração e outras técnicas 
básicas. Portanto, nos concursos atuais, é considerado que as operações básicas (que eram 
pedidas nos concursos antigos) são consideradas como “conteúdo dominado” para a resolução 
das questões modernas. Sem o conhecimento das questões clássicas, não é possível resolver as 
questões das provas atuais. Uma questão caída, por exemplo, no Colégio Naval em 1953, 
nunca deve ser encarada como “isso não cai mais”, mas como “preciso saber fazer isso para 
resolver as questões modernas”. 


Termos e expressões 


Você já conhece os termos e as expressões desde os primeiros anos do ensino fundamental. 
Por exemplo, ao realizar uma operação de adição como 5+3, dizemos que o 5 e o 3 são os 
termos da adição. Também está acostumado a trabalhar com expressões, desde as mais 
Simples, como a do exemplo acima, até expressões mais complexas e trabalhosas para 
calcular, porém envolvendo somente números. Agora você conhecerá os termos algébricos e 
88 expressões algébricas. 


Termo algébrico 


O termo algébrico é uma multiplicação de números e letras. As letras representam números. 
8 números e as letras que os representam, são a princípio desconhecidos, ou seja, podem 
assumir qualquer valor real. Podemos calcular o valor de uma expressão algébrica, desde que 
Sejam dados os valores dessas letras. Quando temos equações que envolvem essas expressões, 
Podemos muitas vezes descobrir os valores dessas letras, que nesse caso são chamadas de 
!ncógnitas, Isto será abordado а partir do capítulo 9. 
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Exemplos: BR In 
2х : 


4x? 
-3ab 
5x2y3 
—4ab?c2 


Todo termo algébrico pode ser dividido em duas partes: 


* Parte numérica ou coeficiente 


* Parte literal 
Exemplos: 
2x?y3. 
Coeficiente: 9 


Parte literal: x5y3 


-ЗаЬс2: 
Coeficiente: -8 
Parte literal: abc? 


12: 
Coeficiente: 12 
Parte literal: não tem (considera-se 1) 


Este último não é um termo algébrico, mas sim, um termo, já que nào possui parte litera] 
As letras da parte literal são chamadas de variáveis. 


Termos semelhantes 


Dizemos que dois termos algébricos são semelhantes quando possuem a mesma parte literal, 
podendo ter coeficientes diferentes. 


Exemplos: 

4x3 e —12x3 
4abc e 6abc 

2x e -5x 
-4mp? e 10mp? 
6xyz e -2xyz 


Uma característica importante dos termos semelhantes é que podem ser somados 
algebricamente. Por exemplo, 3x+7x é igual a 10x. É como dizer “3 laranjas + 7 laranjas 6! 


. » 3 e 
a 10 laranjas". Para somar termos semelhantes, basta somar algebricamente seus coeficientes 
repetir a parte literal. 


Exemplos: 

4х3-12х3 --8х3 
4abc + барс = 10аЬс 
2x -5x = -3x 

-4тр? +10mp? = 6mp? 
6xyz — 2xyz = 4xyz 
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cap - —— 

r outro lado, não podemos efetuar a adição de termos que não sejam semelhantes, Uma 
: áo como 3x+2y não pode ser efetuada como fazemos em 349-5, Devemos deixar о 

. 3 D 2! € 3 | 

1 stado indicado, simplesmente como 3x+2y, nesse caso, É claro que se forem Indicados os 
jet dexey podemos substitui-los e encontrar o nümero resultante, 
Vi 


Reducáo de termos semelhantes 


Reduzir os termos semelhantes em uma expressio algébrica € realizar todas as adições 


algébricas possíveis de tal forma que não haja repetição, Nem sempre conseguimos juntar 
todos 08 termos semelhantes, em alguns casos podemos apenas reduzi-los. 


Exemplo: 
Reduzir os termos semelhantes da expressão 3x + 7y + 4х - 2y + x? 45 


3x e 4x são semelhantes "> 3x+4x=7x 
7y e -2y são semelhantes > 7y -2y = 5y 


Ficamos então com: 
7х + by + х? +5 


Exemplo: 


2 
Reduzir os termos semelhantes da expressáo цэнэг 1+2x+4x+x 
1-x-2x? +5x? 


No numerador do radicando, podemos reduzir 2x+4x=6x. No denominador podemos reduzir 
-2х?+5х? = 3x2, Ficamos então com a expressão: 


1+6х+х? 
l-x+3x? 
Essa expressão é equivalente à anterior, entretanto ainda possui termos semelhantes: 


ч € -x são semelhantes 
X^ e 3x2 são semelhantes 


Entretanto, esses termos semelhantes que restaram não podem ser juntados através de soma 

algébrica. Quando uma expressão tem apenas adições e subtrações de termos, é possível 

ee totalmente os termos semelhantes. Quando existem frações ou expressões mais 
P'exas, pode não ser possível agrupar todos os semelhantes. 


Е - М 
Xpressóes algébricas 


ma 2 : 2 _ o | _ 
expressão algébrica é uma combinação de operações matemáticas nas quais estão 


Nvolvi | 5 
ко ун termos algébricos. Tipicamente sáo envolvidas as operacóes estudadas no capítulo 
ог: 


Exemplos: 


y YA Үз 


10 
ups x t - z) é uma expressão algébrica 
x 


2) 9x é 
е Uma expressão algébrica (é também um termo algébrico) 


— 
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ИИ M ALGEBR 
3):(389)3 + Enh + Y 1 :ssiio algébrica їр 
3) (322b? + Sab + ) é uma expressão alge А 


4) x + 4x2 + 5x + 18 é uma expressão algébrica 


Valor numérico 

As letras de uma expressáo algébrica representam irn Lid O valor Пие. 

uma expressáo algébrica ё о resultado numérico obtido quando especifica. rico q, 
ТЕН: - V ` 

particulares para cada uma de suas letras. Орь, 


Exemplo: 


Calcule o valor numérico da expressão algébrica abaixo para x = ley=-2 
dx2y3 — 9x - 3y 
Substituindo x por ley por -2, ficamos com: 


42. (19 - 2.1 -3.C1) = 


4.(-1) 2+3= 

-4 2 +3=-3 

Exercícios | 
El) Reduzir os termos semelhantes das seguintes expressóes algébricas | 
a) 2x + 5 + 3a + 6 - 4ax k) a? + a?b + ab? + b? + a?b + ab? + ba? + ba | 
b) 2x + Зу +4x Sy *8x —4y +10x -8y |) 2x? + 5xy -3y? + 6 + 2x -3y + 4 + 4xy +6x 4y +12 

c) x +y + z + 3x + 5y + 4z +6xyz m) -6xy + 2x? —3x3 +8xy + 2x +3x2 + бу + 4x 

d) 4x + 5y + 3x? + 2xy + 5y2 - 12x - 15y + 4x2 n) 4a?b + 3a? — 6b? + 4ba? — 2ab + 2b? + 3b%a + hs 

e) 3x? *2y? —3x +5x2 —2xy +3x —2y +x 4x2 -2y? —3xy о) x2y3 - 3х?у? + 4xy — 3x3y? + 2x2y2 — 3 | 
f) 2xy + 4y3 – 5x2 + 5xy? + 3xy — 9y3 + 4x? 3х р) Заб + 2a? — 5b? + 2a?b – 4ab + 3b? + 2ab? + 5а | 
g) 3m2n + 4p?q + 5nm? + 4qp? +2mp + 4nq q) 5x? + 2x3 + 4x —7 + 3x2 -5x3 -12x + 15 | 
h) 2x? - Зу? + 12x - 10у + 3x2 + 5? - 2x + y - 12 г) 3х2у *2xy + 4xy? + Зух -Ty?x -8yx? + 10 | 
i) 2ху2 + 4х2 + 6zy + 3xy —Bzx + 3yz + 3yzx s) 2ab + —4a2b + 6ab? 4a? -3b? + 5а + 2b%a+ 3b | 
j) 2x2 +5y2 -6x 44x? -7ху +6x -3y -9x? -5y? —6xy t) 3х2 — 4y? + 18x — By + 7x2 + 9y?-12x*2y-10 | 


E2) Calcule os valores numéricos das seguintes expressões algébricas, dados os valores de sus | 
variáveis | 


а) x? + 3x +2 para x=3 К) 1/(х+у) + 2/xy + (ху)-12 para x=1 e y=4 

b) a? + 3ab + b? para a=1 e b= -1 |) abc + a*b*c para a=1, b=2 e c=3 

с) 3x+5 -y? + 3xy para х-2 e y=3 m) a? + b? + c? + 3abc para a=2, b= -2 e с=3 

d) x3 + 4x? -3x + 7 para x=2 n) 3x+2y + 4xy(x-y) para x=2 e y=1 

e) 3/x + Aly para x=5 e y-6 0) (X? — y2)/3 + (2x + 3xy)/4 para x=2 e y= 2 

f) x2- 3x + 7 para x= 4 p) (x=1).(x-2).(x-3).(x-4).(x-5).(x-6).(4-7) para? 

g) 9-х2 para x= -5 q) (8-4),(07 + 1068 + b5) para а-4 e b=5 | 
h) X5 — x + 1 para x=2 r) (Х—3).(х+4).(х+5).(х+б) para x=3 | 
i) (x*1).(y-2). (2*3); para x=2, y=1 e z= -5 S) —x8 10x! +3x6 +60x5 para x= -1 | 
j) x3 y + xy? - xºy3; para х=1 e у= -1 t) 34x6 — 32x8 + 10x para х-3 


Classificacáo de expressóes algébricas 


Podemos formar infinitos tipos de expressões algébricas, bastando partir de exp а 
LC 2 5 um É 
bibis dau cas letras е nom de numeros. Podemos usar várias letras, € cada end 
potentes ty a dE Fond wl adições, subtrações, multiplicações, divisões Р... yg 
e o | assim, podemos formar expressões algébricas, das mais simples шиг 
complicadas. Na maior parte da álgebra, 6 mais comum a ocorrência de expressões 
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simples. A primeira coisa que precisamos para es 
identificar certas características importantes, 


Toda expressão algébrica pode ser classificada em racional ou irracional 


Expressáo algébrica racional é aquela em que suas variáveis aparecem somente elevadas a 


potências inteiras. 


Expressão algébrica irracional é aquela em que existem variáveis elevadas 
sejam números inteiros, por exemplo, raízes. 


Exemplos: 
5x2 + 4ху? + 25y : racional 
J5 X 4x 


: racional também, pois os coeficientes podem ter raízes 


Vl-x?+2xy : irracional, porque existe parte literal dentro de um radical. 


1-3 
1+ху 


: racional, as letras estáo elevadas а expoentes inteiros e não em гаг сай 


Se a expressão for racional, é possível ainda classificá-la em inteira ou fracionária. 


Expressão algébrica racional inteira é a 


denominadores. 


quela que é racional e não possuí variáveis 


147 


tudar essas expressões é classificadas, ou seja, 


a potências que não 


Expressão algébrica racional fracionária é aquela que é racional e possui variáveis em 


denominadores. 
Exemplos: 
5x2 + 4ху? : racional inteira 
3 
1-х : racional fracionária 
1+ xy 
E que 
3 


: racional inteira, pois não existe letra em denominador 


Note que se uma expressão algébrica for irracional, não há interesse em classificála em inteira 
ou fracionária. A classificação em inteira ou fracionária se aplica apenas a expressões racionais. 


Exercícios 


E3) Classifique as expressóes algébricas em 


(1 irracional, (RI) racional inteira ou (RF) racional fracionária 


а) r y z 
9 16 25 


b) х\/8—3./5 -yJle- 5 


9 x* 42y* 4x2 


d) 2ү? +3y? 


e) x! -2x? +552 +4х—7 
Q3 -2xX 5х2 +4х-7 
6 5 


jx =s xor 


D 3xtx^45 


4 
m) гч -21х--/2.37 


n) x!33x 454 Jy 


0) +X 2 +x! +x? + H 
1 1 1 

йг: 
х-1 х-1 х-1 
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x-28 Sy 4x-7 4 Ls +2х+4 

F 5x ТЭЭР 

ER y 8) (x5) 7) 

) ue o (x+ 5|х-47) 


Monómio e polinómio 
Uma expressão algébrica racional inteira é chama 
um termo, é chamada de monômio. 


da de polinômio. Se a expressão tiver а 


Exemplos 
4x? : monômio 
-3abc? : monómio 


х3+3х?+2х+5 : polinómio 
ху%+4х?у+ху+1 : polinômio 


О termo que nào possui parte literal é chamado de fermo independente. Nos cinco exemp 
acima, o termo independente vale respectivamente 0, 0, 0,5 e 1. 


Lembre-se que para ser polinómio, a expressáo algébrica precisa ser racional inteira, 


Мао sáo polinómios: 

5/x + 4h +7 : Expressão algébrica racional, porém fracionária 
4x1 + 5y1/3 : Expressáo algébrica irracional 

1+ 


[2 : Expressáo algébrica racional fracionária 
-Х 
х? +3x+5+./y : Expressão algébrica irracional 


OBS: Os polinômios mais usados na matemática são os que possuem apenas uma letra, mas a definição 
de polinómio também se aplica aos que tém duas ou mais letras. 
Binómios e trinómios 

Uma expressáo algébrica racional inteira, com um só termo, é chamada de monómio, como } 


vimos. Аз expressões com 2 е com 3 termos são polinômios, mas recebem nomes adicionais 


2 termos: binômio 
3 termos: trinômio 


É correto dizer que o monômio, o binômio e 


EET . 1 tivament? 
LS e emos О trinômio são polinômios com respec 


Exemplos ômios: 
4+х° pun 1 Exemplos de trinómios: 
9x3 — 2xy x? + 3x +2 
x+] 2xy + 4x3 + 5 
х!0 + 5х9 х9 — 3х5 + 2x2 
х°/2 + х?/5 а? + 23b? + Зар 
За + 2b а2/5 + b3/8 + 3abc 
xyz + 4х2 4xyz + 3abc + х2а2 
x? — y2 + 4xy 
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сср 
ын m monomio ou polinômio 


grau de Ч 223 

og de um monómio é a soma dos expoentes das suas variáveis. 
gxemplos 2? grau 

i 5° grau 

ey! a grau 

даће 3? grau 


O grau de um polinómio é o maior entre os graus dos seus monómios. Em outras palavras, 
determinamos o grau de cada um dos seus monómios. O grau máximo encontrado é o grau 
do polinómio. 


Exemplos: 

х?+3х+5 2° grau 

х?у+3х+у? 3° grau 

xyj4x?ytxytl 4º grau 

хх 5! 2º grau (o 5* não conta, somente as letras) 
yx3 3x5 29 grau (o 37 nào conta, somente as letras) 


Polinómio homogéneo 


Dizemos que um polinómio é homogéneo quando todos os seus termos possuem o mesmo 
grau. 


Exemplos: 
4x%2xy2x2y ^ Polinómio homogéneo de 3? grau 
2х2-у2-5 Polinómio náo homogéneo do 29 grau (devido ao 5, que é de grau 0) 


Polinómio em x 
Um polinómio em x, ou P(x), é aquele que possui uma ünica variável x. É claro que podemos 
ter qualquer outra letra ao invés do x. 


Exemplos: 


X^ 3x45 Polinómio em x do 2? grau 
учуну Polinómio em y do 3? grau 
-2x*50 Polinómio em x do 4? grau 


Polinómio completo 


Polina. P 
a nômio completo é aquele que tem todos os termos possíveis, desde o grau do polinômio, 
? grau zero (termo independente). 


templos 
+3 
х * ш Polinómio em y completo, do 3? grau 
Polinómio em x completo, do 2? grau 
Mais 
Variável vez lembramos que apesar da noção de polinômio completo ser usado para uma só 


хеу E о Conceito se aplica também a mais de uma variável. Por exemplo, um polinômio em 
So 3º grau, pode ter as seguintes combinações de partes literais: 


— É 
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1° grau: x, y 


Sendo assim, um polinómio em x € y e 
opções de partes literais indicadas acima, € 


5x 24 9x2 + бу? 
5х? + y? -2х2у +3xy? + 3x? + 6y* - 


Completar e ordenar Р(х) 


Mais adiante veremos como realiza 
exigem que os polinómios estej 
monómios devem ser dispostos em О 


independente). Além disso, muitas vezes é preciso que O A е 
us. Рага 1550, quando náo existir o termo de 


que aparecem termos de todos 08 gra 


mple 
mais o termo independente. Exemplo; 


г operações CO ОзУ 
am ordenados e completos. Isto significa que os grau 
rdem decrescente, do grau máximo até o gray 0 é 


C 


O ALG 
Ea 
Bi: 


to do 3º grau deve ter termos com , 
od 
as 
ES 


2xy + 3x +4y +7 


m polinómios. Muitas dessas Эн 
Тасб 


S dos 56 
polinómio esteja completo ori 
36а 
UM Cert 


grau, colocamos este termo com coeficiente zero. 


Exemplo: 
Ordenar o polinômio Зх + 12 + х5 – 2x? 
Colocando os termos em ordem decrescent 


x? - 2x? *3x * 12 


Exemplo: 


Completar o polinómio acima 


e de grau, ficamos com: 


Devemos adicionar os termos de grau 4 e 3, com coeficientes zero. Ficamos com: 


x? + 0x! + Ox? — 2x? +3x + 12 


Exercícios 


E4) Dados os polinómios abaixo, indique o grau, se sáo completos (C) ou homogéneos (Н) 


a) 3x2y + x? + Зу? 
b) x2y3 — 3x2y2 + 4xy – 3x3y2 + 2x2y2 — Зх2у? 
c) 3х5 + 9x! - 8x? 
9) a? + Зай + b? 
ө) х? + у? + 22+ 23 
{01-2 + х5 – Зх* 
) + 3x? + 22x + 2% 
h) хбу?»2732 + 3957 
1) 5x* + 2x? *3x* + 5 
ђ1-х* 


E5) Complete e ordene os polinómios abaixo 
a) 184 

b) х • 2 

c) 297 + Зу - 4⁄2 

d) 3 2a + In + 45 
e) 235 + 2a + áb + 5 
fj 359249 
gr 35 -2595 
h)a +T 

)487 + 402 +4 

I ytt 2y! *1 


k) 3a + b + b? 

|) 3x2 + 3x + x* 

m) x? + y? + 3xy 

n) х2у + xy? + 2х + 2y 
o) 29x? + Му + 2? 

р) 22 + х2 + y? + 3xyz 
qx+y2+2x+y+5 
r) x3 — 25 

s) 0x* + 2х2 + 3x + 5 

t) x2 + y? + 6xy + Ox + бу 


К) 3х2 + 2y? + 4x + 3y +6 
|) x? + 2y? + 6xy 

m) 3х2 — 4x + 2x* 

n) x-x* 

0) 6х5 + 4x2 42x* + 7 

p) 9 - 2x3 + 3x5 — 3x1 

q) 6x - 8 + 4x3 

г) 3ab + b? + 6 

8) x! — x5 

1) 2x? - 2x! + 2 
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operações com monómios 


Mostraremos agora as operacoes com monómios que tenham qualquer número de variáveis. A 
ра rtir dessas operações poderemos partir para as operações com polinômios. 


adição e subtração de monômios 


só é possível adicionar ou subtrair monômios que sejam semelhantes, ou seja, que tenham a 
mesma parte literal. Para realizar a operação, fazemos a adição ou a subtração dos seus 
coeficientes € repetimos a parte literal. 


Exemplos: 

4х + 3x = 5x 

3х? = 5x2 = -2x? 

sab +5ab = 9ab 

_3ху? + 7xy? = 4ху? 
-3abc -5abc = -8abc 


Quando os monómios não têm a mesma parte literal, devemos simplesmente deixar a 
operação indicada: 


Exemplos: 

2x + Зу = 2x + 3y 
x2 + 4x = х2 + 4x 
x10_ x) = x10 9 


-Зарс + x2 = —3abc + x2 


Iso não significa que a adição ou subtração não exista ou nào possa ser realizada. Essas 
operacóes existem, apenas nào temos como unir os monómios em um só, o resultado fica 
obrigatoriamente na forma de binómio, já que nào existiráo termos semelhantes para reduzir. 


Exercícios 

E6) Efetue as operações 

а) 2x + 7x f) Зар + 5ab -7ab k) -6xy + 2xy —4xy p) 2xyz + 3yxz + 4zyx 
b) 4y - Зу + 10y 0) 10ху + 3xy —4xy |) 222 + 3z? -8z? q)2b+5+5b+8 

0) 5x? + 3x2 — 10x2 h) 2x + 5+3x+8 m) 3abc + 2abc – 7abc r) 2x2 - 7x2 — 5x? 

d) 333 — 6x3 + 8x3 )x*ytz*x*y-z n) 2х2у + 3x2y + 4ух2 5) 2abc + 3cab - 8bca 
e) 4x? «3x2 -9x2 j)4b*5*3a-3*2a*b о) За + 2b + 4a — 7b t) 5x + 2x + 3x - 8x 


Multiplicacáo de monómios 

А multiplicação de monómios funciona da mesma forma que a multiplicacáo de nümeros 
a Em anos anteriores do ensino fundamental, surgiam problemas como o do exemplo 
abaixo: 

283852 04.82 53 


Ао multiplicarmos os dois produtos, tudo vira um produto só, e podemos agrupar as poténcias 
* mesma base (repetir a base e adicionar os expoentes). No caso, ficamos com: 


294 9442. 5283 = 97 36.55 


Note que juntamos apenas bases iguais (base 2, base 3, base 5). 


pa | É 
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152 | xatamente da mesma forma, 
A multiplicação de monômios funciona exam 


eficientes dos monômios 


2 3 Yes 
, 


1) Multiplicamos os co 
2) Agrupumos as letras gua 


Exemplos: | 
(dxy).(-32y%)  - L2x yz 
(Bab?) (Sub?) = 40b? 
-5.(2x?) = - 10x? О 
(2x5 y) (oct) = -10x6yz? 
(5x).(4x^) = 20x? 


Exercícios 

E7) Efetue as operações _ 

а) 2. e f) a?b.(-2ac) = k) үш _ Д ун 

b) (28304) (Зах?) = g) -3xy.(-6x) = )х9у(,/2Х )= " q 5 уҹ 

с) —x5 (2x3) = h) 5ab(-3a2b?) = m) -3atb* (da b?) = r) 2 6) (-2a5b2 4, 
d) 2xy.(-4x) = i) abc.(-6a?b?) = п) (4xy).(4xy) = 8) 3x2 2y? 1023 = 

ө) 3abc.(2a2bc) = |) 4x2y.6x%z = o) 2x.2x.2x = 0 (C2xy).-3y2) 5. 


Poténcias de monómios 

A poténcia nada mais é que uma multiplicacáo com fatores iguais. Tratamos os monômios de 
forma semelhante como tratamos os números, lembrando-se das propriedades das potências, 
Vejamos por exemplo como elevar ao cubo o monómio: -5х?уЗ, А терта де poténcia de 
produto diz que devemos elevar cada um dos fatores do produto: 


Cs) =s) (ey (y) 


Elevamos o coeficiente à potência desejada, no caso elevando -5 ao cubo encontramos -1%. 
Agora temos que elevar cada letra, que por sua vez já tinha um expoente. Em cada uma dels 
temos que aplicar a regra de potência de potência: repetir a base e multiplicar os expoentes 
Ficamos entáo com: 


(- 5) (e ) (y) =-125x*y? 


Outros exemplos: 


(4x)? = 16x? 
(-5x2)3 = -195x5 
2х)5 = 32х° 
AT = x200 
(-2x9)? = 8x2? 


(-2ab?)! ^ = 16atb8 
(342539 = 27a9b6 
(-2xy?23)6 - 64x%y12718 


-82а20510 Não é -— 
(25:03 -(18)4559 Nao é 100019, шав o cálc 
ое monómio, mas o cálc 


I 
Ë 
ES 
= 
t 
€ 
lI 


ulo com expoente negativo está ыг 
ulo com expoente negativo estê sá 

от 
p 


a 


Os dois exemplos acima não 


são monômi А y 
devem ter expoentes Positivos. Apesar Eoi Pois por definição, monómios € poli 
monómios. 550, о método de cálculo é o mesmo usado 
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сар 
еше as operações 
s 0 C2at9 = 
a) эр = g) (4(ac)?) = 
b) a : h) (3x2)? = 
(oem ая 
d Cp" j) (2y?) = 


pivisão de monômios 


„шй 


153 


р) (-2х) = 
q) (-3ху2) = 
r) (2x3)? = 
8) (-2х2)-3 = 


0 (sx?) = 


Quando dividimos um monómio por outro, o resultado também será um monómio, desde que 
o primeiro seja mültiplo do segundo, ou seja, as letras do segundo monómio tém que aparecer 
no primeiro, com expoentes iguais ou maiores. O coeficiente do primeiro náo precisa ser 


múltiplo do coeficiente do segundo. 


Exemplo: : 
Dividir 5x3y2 por -4ху 


Ao dividirmos os coeficientes, o resultado será -5/4, o mesmo que -1,25. Quanto às letras, 
vemos que o x que está elevado a 1 no divisor aparece elevado a 3 no dividendo, e que o y 
que aparece ao quadrado no divisor, também aparece ao quadrado no dividendo. O resultado 


da divisáo continuará sendo um monómio: 


52у? 
4ху? 


=-1,251* y^? =-1,25x 


Para obtermos os expoentes do resultado, basta subtrair os expoentes do dividendo e do 


divisor, nas letras correspondentes. 


Outros exemplos: 

-12х3у2 + 4ху = -3x?y 
20x2y372 T 5х2у? - 4yz2 
Ja?b?c3 + 6a2b2 = 0,5c3 
15x2y2 + —3x2y2 --5 
1247552 + 6a3b5 = 9a4c2 


5x7 + 5 = 7 
2a3 6 = (1 /З)аз 
Ехегсісіоѕ 


F9) Efetue as operacóes 
а) 4х2)3 - 2ху = 

b) 6x3y4 + (-3x2y3) = 

0) -12xyz + 9z = 

d) x5 + (5x1) = 

e) 12x2y3 ER (-5xy?) - 


f) 4х3у2 + (3xy) = 

g) -9ab?c? + (3abc) = 
h) 12x2y3 + (-5xy) = 

i) 6xyz + (-5x) = 

j) 20x3yz? + (-5xyz) = 


Monómios náo divisíveis 


Como 


Cond 
Monômio 
Inteira, 


hx... — 


к) 24x3y'z + (-60x3yz) = 
|) 120x2y3z2 + (6x2y?) = 
m) -64x2yz + (—4ху2) = 
n) х2у222 + 6xyz = 

о) 28х2у3 + -2xy? = 


p) (бху22) + (-2xy3) = 
q) (-2х2у22)  (-3x4) = 
r) (-4ху22) + (2x2y2z4)= 
5) (40у22)--(-4х2) = 
t) (-2ху2) + (—2xyz2)2 = 


ПО vimos, a divisão de monómios só dá como resultado um novo monómio, quando o 
videndo tem as mesmas letras, com expoentes iguais ou maiores que as do divisor. Se essa 
ição não for satisfeita, a divisão ainda assim poderá ser feita, mas o resultado não será um 
» Pois terá expoentes negativos, o que faz com que a expressão algébrica deixe de ser 


ё 
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Exemplo: Rig, 


x? E y = xYy = xl 


A divisão está algebricamente correta. O único detalhe a ser observado é че este 

B^ A FE ^ A A) 1 i Ari 1 r 
nào ë um monómio. É um termo algébrico racional fracionário, devido ao expoente esult, 4, 
Isso não impede que a divisão seja realizada e que o resultado esteja correto, Negativ 


Exercícios 

E10) Efetue as operações 

a) 2x3 + 4y? f) 8х3у2 + x8y = k) 24xy3z --(-6х9у2) = р) (4xyzy + (Pg - 
b) -5xy? + (-3x22) = g) 18ac? + (4a?bc) = ) -60ху822 -(-39У) 5. q)C3yzy. син 
С) -9ab?0 + (За253%с) = — h)20x2y3 + (-5xy) = т)-44ху2 + (-4ху222)= AO др 
d) 4x3yiz + (-6xiyz!) = i) 60xyz + (-5x?) = п)-36ху22 + 6x2y2z2 = S) (-2ху22) + AQ 
e) 2x2y2 + (xy?) = jj40dyz + (5x2y22?)= o)1&EXy «xy! = 0 C262) + Cages 
Distributividade 


Veremos agora uma das mais importantes aplicações da propriedade de distributividade |; 
estudamos nos capítulos 1 e 2, a distributividade da multiplicação em relação à Жэ 
algébrica: 4 


x.(a+b) = x.a + x.b 
X.(a-b) = x.a - x.b 


Esta regra pode ser estendida para expressóes com múltiplos termos entre parénteses: 
x.(a+b-c+d+e - f) = x.a + x.b — x.c + x.d + x.e — x.f 
A propriedade da distributividade também se aplica quando invertemos a ordem dos fatores: 


(a*b).x = a.x + b.x 
(a-b).x = a.x - b.x 
(a*b-c*d*e-f.x-axtbx-cxtdxtex-fx 


Podemos entáo usar esta propriedade para multiplicar um monómio por um polinómio. 


Exemplo: 
x2. (3x42) = x2.3x + x22 = 3x3 + 2x? 


-— Ava РОИ "T um 
Para multiplicar um monómio por um polinómio, basta multiplicar o monómio por а, a 
dos monómios que fazer parte do polinômio. Em cada uma das multiplicações devemos : 
em conta os sinais. 


lo: 
a.(a*b) * a? * ab 
2x? (х2 – Зх - 5) = 2x5 — 6x* — 10x3 
-5ab.(a? -2ab + b?) = -5a?b + 10a?b? -5ab? 
(x? - y?).zy = x*zy - у”. 
De - 2х? - 3x + 5) = 2x1 + 4х3 бх? -10х 
2xy.(x? -y? -2xy) = 2x3y -2xy? -Ax?y? 


4 
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Em muitos үү E ol à орегасао inversa, оц seja, dado um polinómio, encontrar 
um monómi Р | ómio que, se multiplicados, resultam no polinómio original. Vamos 
fazer isso com os exemplos que acabamos de apresentar: 


Exemplo: 


а? + аЬ 


Devemos encontrar um monómio que seja mültiplo de cada um dos termos deste polinómio. É 
fácil ver que este monómio é a, entào podemos escrever como: 
22 + ab = a.(a*b) 


O polinómio que aparece multiplicado ë fácil de ser obtido, basta dividir cada termo do 
polinómio original pelo monómio a que foi encontrado. Esta operagáo se chama “fatorar o 
polinómio”. O assunto é extenso e tem um capítulo inteiro a ele dedicado neste livro. Mas 
aqui já estamos apresentando uma das formas mais simples de fatoragáo. Dizemos que o 
monómio a encontrado foi “colocado em evidéncia”. Vejamos um outro exemplo: 


Exemplo: 


Fatorar 2x? — 6x* — 10x3, colocando um monómio em evidência 


Temos que encontrar um monómio que esteja contido nos fatores de 2x5, de бх! e de 10x3. 
Este monómio é fácil de ser encontrado: ele é o MDC (máximo divisor comum) entre os 
termos do polinómio dado. Este assunto será estudado no capítulo 5, mas podemos resolver o 
problema agora, pois é fácil encontrar este monómio, sem realizar cálculos. Entre os 
coeficientes 2, -6 e -10, vemos que todos podem ser divididos por 2, entáo coeficiente do 
monómio que vai ficar em evidéncia é 2. Entre as partes literais temos х5, x! e x?, vemos que 
todos podem ser divididos por х3. Então o monômio que vai ficar em evidência é 2х3. 
Dividimos agora cada um dos termos do polinómio original por 2x? e encontramos, 
respectivamente: 


(2x5) + 2x3 = x? 
(-6х%) + 2x3 = -3x 
(-10x3) + 2x? = — 


Entáo concluímos que: 
2x5 — 6xt — 10x3 = 2x3,(x? - 3x — 5) 
Outros exemplos: 
-5a3b + 10a2b? Sab? 
x2zy — уЗ; 

2x! + 4x3 +6x2 —10x 


2x3y —9xy3 -4х2у? 


Exercícios 


-5ab.(a? аЬ + b?) 


2 
zy.(x? _ 
O (63 — 2x? - 3х +5) 


9ху.(х2-у?-2ху) 


Е д 
11) Efetue as operações к) 3ху(1-8х-252-3у) = р) ху.(х2+2х2+ 5) = 


а) 2x.(x? — Зу?) = f) 5.(a2 — b?) = à M nas _ 

р E 2 _h2)= |) -2.(3x —4y + 2xy -3) = q) 4a2bc.(2ab? — 3abc?) = 

ja aces AEA m) 209,30 + Me db) = 1) 2920 + 2y + 8) = 
| a п) 4х2уг.(2х + 3у–42)= — s)Qxy* (x + 3y) = 


d) 2ab(3a + 2b +ab+6)=  ¡)-(a?-b?= E = 
e) ie Mes ped Ü 2 - i +5x-8)= о) 2ху(х2 * y? - 2x = t) хуу(х2 + 2y? + x + y) = 


"mu. 
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156 — Асер, 
е — = x > ^ Ww tència Ü 
E12) Fatore os nolinómios, colocando um monómio em evi © \ 
: 2 ? à os polinômios, colocan TEN ахтай 
5) e : 2 з |) алу = 2 + бту + Hm? 
c) 4ху жу 4 Buy m) -5а% +10 cbe! Sable 
DAR + DS | LAS эү + A 
d) 4ab'c! -Bbie 108805 n) vy + 9ey Sy + xy 
е) aX? — Sax + Ба? = 0) Sao Е ¿a` bc 
f) 4mx - 2m? + бт: = p! ху M EN 89 2 
g) 253b: - 125ab? + 37520 = aue Ape ASA 
h) 4x7 + 208 + 8° = 1) бху -24ху -Bx y 12 
Y ç e 2 ay — 19: 
i) 3a2bšxš — Qab? + 124197 = s) Sad > {аб + da” үш 
pad +28 + TV 


j) 5&bc + 15b2ac + 25870 


Adicáo e subtracáo de polinómios 


Para adicionar polinómios, procedemos da mesma forma como fazemos para adicio 
dar 


números. À seguir, agrupamos 08 termos semelhantes, caso existam. 


Exemplo: 
Dados Р(х) = xè + 3x? - 12x +15 e О(х) = 9x2 — 4x + 6, calcule P(x) + Q(x). 


Basta calcular: 


(xŠ + 3x2 — 12x +15) + (2x2 - 4x + 6) 


as adicionando, basta escrever o primeiro polinómio, e a seguir, os termos 


Como estamos apen 
до dos termos semelhantes: 


do segundo polinómio. Fazemos entáo a reduc 


—19х —4х = -16x 
15+6=21 


Ficamos entào com: x3 +5x2 -16x + 21 


ná-los e completá-los, e armar um dispositivo 


Uma outra forma para adicionar polinómios orde 
alinhados com os termos semelhantes 


de adição no qual os termos semelhantes de um ficam 


do outro. 


Exemplo: 
Dados P(x) 
Completando e ordenando Р(х): x! + 0x? + 4x? - 10x +15 
Completando e ordenando Q(x): já está ordenado e completo 


= xt + 4x2 — 10x +15 e Q(x) = 3x2 - 8x + 6, calcule Р(х) + Q(x). 


Dispositivo para adição: 


4 4x39 4x? -10x +15 
+3х2 -8x +6 


————— —— —— 
х“ +0x3 +7x2 -18x +21 


х 


Resposta: x4 +7х2 -18x + 21 


Lembre-se 
1) Sempre use os polinómios ordenados e completos 


2) Coloque оз termos semelhantes de um polinómio alinhados com os do outro 
3) Preste atencáo nos sinais de cada termo 


p" 
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subtração de . é muito fácil. Basta lembrar que subtrair é a mesma coisa que 
adicionar com o simétrico. Basta então trocar os sinais do segundo polinômio e adicionar com 


imeiro. 
o prime 


emplo: е 
го р(х) =2x* + 5x? – бх +15 e Q(x) = 3х3 — 8x + 6, calcule Р(х) - Q(x). 


Px) - Q(x) = x! + 5x? — бх +15 - (8x? — 8x + 6) 


2 gy! + 5х2 6x +15 -3x3 + 8x - 6 


Observe aqui que repetimos o primeiro polinómio e trocamos todos os sinais do segundo 
olinómio. O motivo disso é que, um sinal negativo antes de um polinómio entre parénteses 
tem o efeito de inverter os sinais de cada um dos termos do polinómio. 


Para reduzir os temos semelhantes, devemos operar um de cada vez. É bom sublinhar ou 


destacar cada termo, para que nào seja esquecido nenhum deles: 


Termos com x* ЭХ + 5x2 — бх +15 -3x3 + 8x — 6 = 9х%... 
Termos com x? 3» 2x* + 5x? — бх +15 + 8x - 6 = 2x* -3x3 ... 
Termos com x? 3 2x4 — бх +15 -3x + 8x — 6 = 2x! -3х3 +5x2... 


Termos com x > 2x*+ 5x? 


É 6x] +15 -3x3 [83] - 6 = 2x* -3x3 +5х? + 9x... 


Termo numérico Э 2x* + 5x? - бх [+15] -3x3 + 8x E d = 2x! -3x3 «5x2 + 2x +9 


O resultado é então 2x* -3х3 5x? + 2x + 9 


Exercícios 


E13) Calcule a soma dos polinómios 

а) (-2x4 + 4x3 +62 10x) + (x* + 2x3 -15x) 

b) (x2 44x 12) + (2x3 — 4x2 +20x) 

c) (x? +4x2 6) + (2x* -x5 + 3x3) 

d) (=x! + 3x2 —x3 + 5) + (x3 —2x2 +3x) 

e) (-2x6 +3x5 — 4x4 2x3 —x2 +2x +6) + (3х5 —2xŠ +4x +7) 
f) (5 -2x4 +4x2 -3x 6) + (5х5 +3x4 4x? +6) 

9) (-2x5 – 5x4 2x2 +4) + (-255 46х2 +7x -3) 

h) (6x* +2xº +2x2 —5x) + (3x4 +2x3 —8х +5) 

j) (2% -3x5 +2x4 4x3 —2x2 +7x 10) + (2x5 -6x* +4x +3) 
j| (2х5 +3х4 -5x3 +4x2 +2x) + (5x4 +6x3 -2x +5) 


El4) Subtraia os polinómios 

а) (2x5 + 4x3 +6x2 10x) — (x* + 2x3 -15x) 

b) x? +14х — 6) — (3x3 — 3x2 + 10x + 5) 

©) (20 + 7x2 бу) — (3x4 -2x6 + 5x2) 

d) hà 2 43x -2x2 47) — (-3x6 42x -4х +3x2 -8) 
e) (-3 +4x -3x3 -3x6 ) - (2x7 +28 -4x^ 6) 

f) (9 -5x2 -5x5 +2x7) - (-3x7 +6x3 -5x4 +6х2) 

0) (20 43883246) 1315 -5x7 4238 -2x2 -4) 

Ч СӘ? -3x6 -2x4 15) (4x5 438 6x6 42x -3x) 
18-26 4332 +4) (3x6 -5x7 +63 316 4x4) 
(80 +1 худ -2x) -(5x* 44х3-6х +2) 


k) (2x7 -4x6 -2x* +5x2 +5) + (2х5 -2x +4x3 -2xÉ -2x* ) 
|) (5х5 — 4х7 -2x$ -3x* -5) + (2х5 +3x3 -DE 42x -3x* ) 
m) (6 — 3x + 4x4 +2x5 ) + (2x5 -2x7 -3x8 +4x —2x* 3) 

п) (2x2 +7х* +3х5 +4x8 ) + (2х5 4x7 +2x3 —65 +2x2 4) 
о) (6x5 -2x! «38 -5x + 2x“ ) + (6x5 -3x7 -2x8 +4x2 7) 
p) (9 -2x2 +4х* -5x5 +3x7) + (-2х7 46х3 +3x Tx! 4452) 
q) (2х5 4x3 +6х -2x* 49) + (3х5 6x7 —3x5 42x +5x? —2) 
r) (C3 +2х -3x8 +5х+ -2x$ ) + (-5х7 +2x3 6x5 -3x* —5) 
5) (4x3 —2xŠ +3x -2x? +7) + (-3x6 +2x —4x* +3x? 8) 

t) (8х —2x2 -2x* +3х5 —7x7) + (-2x$ +4x -3x* +2x2 6) 


к) (6x -5x* +4х5 —2x7) — (-7x$ +5x -2x* +3x2 -5) 

|) (2х5 4x3 +6x +9) — (2x5 -3x7 —4xŠ +5x +5x2 6) 
m) (6x5 -2x7 +3x3 -2x* ) - (4x5 -3x7 -2x6 «2x? —7) 
n) (6 — Зх + 4x* +25 ) — (2x5 —3x? —3xŠ +5x -6x* —3) 
о) (-4x! -2x8 -3x* -5) - (3х5 +2x3 —5xŠ +4x -3x* ) 
p) (2х5 -5x3 +4x2 42x) — (2x* +5xº —4x 46) 

q) (2x8 -3x5 4x3 -2x2 +7х 10) — (3х5 4x! +7х +6) 
r) (2x5 — 5x* -2x? +4) - (3x5 +5x2 *6x —5) 

s) (3x5 -2x* +4x2 -3x -6) — (4х5 *6x* —7x2 +5) 

t) (2x0 +3x5 -2x3 —x2 42x +6) — (2х5 -5x3 +6x +8) 
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Multiplicação de polinômios = 

Já aprendemos a multiplicar um monômio por um pra) Agora Vamos y 
multiplicar dois polinómios. O princípio é simples, e € baseado na propriedade dis 
multiplicação em relação à adição. 


fer 
| y Сот, 
tributi. : 
Ca 


Exemplo: 


Calcular o produto dos binómios x*y € a*b. 


(х+у).(а+Ь) 


Chamemos а expressáo x*y де 2, ficamos епійо com: 


(x+y).(a+b) = z.(a*b) 


Agora lembremos da propriedade distributiva da multiplicação. A variável z está multiplicando 
o binômio a+b. Aplicando distribuição, ficamos com: 


7.3 + 2. 


Agora, lembrando que 2=х+у, ficamos com: 


(x*y).a + (x+y).b 


Podemos aplicar distributividade novamente em cada uma dessas duas multiplicacóes. Como 
(x+y).a é o mesmo que x.a + y.a, e (x*y).b é o mesmo que x.b * y.b, ficamos com: 


x.a + y.a + x.b + y.b 


Observe que cada termo do primeiro polinómio (no caso, x e y), aparece multiplicando cada 
termo do segundo polinómio (no caso, a e b). Em outras palavras, multiplicamos cada termo 
do primeiro polinómio por cada um dos termos do segundo polinômio, e somamos 6t 


resultados. 


Exemplo: 


(x+y+z).(a+b+c) = ха + xb*xctyatyb*yctzat*zb*zc 


| x fi te 
Até agora estamos usando polinómios com termos simples, com uma letra só. Entretanto ё 
principio vale para polinómios com termos de qualquer tipo. 


Exemplo: 
(2x+3y?+42).(x? + y? + 2xy) 


= 9x3 + 2ху? + Ax?y + 3x2y2 + 3y* + 6xy3 + 4х22 + 4xyz + 8xyz 


tem 3 termo 
de 2 


Para não fazer confusão, você pode armar uma pequena tabela. Os polinômios 
cada um, então formamos uma tabela com 3 linhas e 3 colunas. Colocamos ao lado ° 
linha, os termos de um polinómio, e acima de cada coluna, os termos do outro polinóm ! 


2x зу? 42 


2xy 


»P 
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A seguir multiplicamos todos os termos do primeiro polinómio, por cada um dos termos do 


segundo polinómio, colocando os resultados nas posicóes corretas da tabela. No final, reduza 
s termos semelhantes, caso existam. 
0 


Mais um detalhe muito importante: cada uma dessas multiplicações deve ter o sinal correto. О 


esquecimento dos sinais é um dos erros mais comuns dos alunos que lidam com este assunto 
pela primeira vez. 


Exemplo: 
Multiplique os polinômios 3x? — 2x +5 e x? -2x? -3x +5 
x3 2x2  -8x 5 
3x2 
-2x 
5 


Neste exemplo, termos que fazer 12 multiplicações de monómios, e cada uma delas deve ter o 
sinal apropriado. Observe na tabela acima que colocamos os termos com os respectivos sinais. 
Os positivos podem ficar sem sinal, mas os negativos devem permanecer com o sinal. Fazemos 
entáo as multiplicacóes de todos os monómios, observando os sinais: 


Agora temos que agrupar os termos semelhantes: 


Termo em x?: 3x? 


Termo em xt: -2x4 -6x4 = -8x* 

Termo em х: 5х3 +4x3 -9x3 = 0x? = 0 

Termo em x -10x2 «6x2 +15х2 = 11x? 

Termo em x: -15x -10x = -25x 

Termo independente (aquele que náo tem letra: 25 


O produto pedido é então: 3x5 -8x* +11x2 -25x +25 


Desenhar uma tabela ajuda muito quem está começando a estudar o assunto, mas com a 
prática, o aluno conseguirá realizar esses cálculos sem armar a tabela. O importante é prestar 
atenção nos sinais, não esquecer de reduzir os termos semelhantes, e fazer os cálculos de forma 
bem organizada para não errar devido à bagunça ou letra feia. 


Exemplo: 
Calcule (x2-5).(x3 -7x2 -4x +6) 


Começamos multiplicando o х? pelos termos do segundo polinômio 


iw... 
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(х2-5) (х? -7x? -4x +6) = х5 -7x4 -4x3 +6x? ... 


: egi inómi 
A seguir, o -5 deve multiplicar os termos do segundo polinómio 


(02-5) (x3 -7x2 -4х +6) = x5 -7x* 407 *6x? 5x0 +35x2 +20x -30 


Observe que levamos em conta os sinais em cada uma das multiplicações de 
Finalmente podemos reduzir os termos semelhantes. O resultado final será: 


monómis 


x? —77x* -4x3 +6x2 -5x3 +35x2 +20x -30 
= x9 -7x* -9x3 +41х? +20x -30 


Outro método para armar a multiplicacáo 

A multiplicagio de polinómios requer a multiplicaçáo de cada termo do primeiro Polinômio 
por cada um dos termos do segundo polinômio. Qualquer forma de “armar” a Multiplicação ; 
válida, desde que o aluno não esqueça algum termo do produto, e que preste atenção s“ 
sinais. Vamos ver agora uma outra forma para armar а multiplicacáo, parecida com a 
multiplicação de números naturais. 


1) Complete e ordene os polinômios 
2) Escreva o polinômio que possui mais termos, como sendo o multiplicando 
3) Escreva sobre ele o polinômio que possui menos termos, como multiplicador, alinhando os 


expoentes iguais. 


A recomendação de escrever primeiro o polinômio com mais termos resultará em uma 
expressão de cálculo mais simples. 


Exemplo: 
Calcule (-4 +3х -2x? +х5 —x5).(2x>+3x+5) 


Completando e ordenando o primeiro polinómio, e colocando sob ele o segundo polinómio 
já está ordenado e completo), com poténcias alinhadas (número sob número, x sob x, x? sob 
x2, etc.), ficamos com o dispositivo abaixo. 


-xf + х5 + 0x4 Ox? + 0х? + 3x- 4 
2x? + 3x + 5 


A seguir multiplicamos cada termo do segundo polinómio por cada termo do primeiro 
polinômio. Na primeira multiplicação, termos um resultado do grau 8. Na próxima teremos 
grau 7, grau 6, e assim por diante. 


-xf + x` + Oxf + 0х? + 0х2 + 3x- 4 
2х2 + Зх + 5 


-2х" +2x + Ox? + Ox + Ox? + 6x! - 8x? 


: AM Es „peir? 
A seguir multiplicamos o próximo termo do segundo polinómio (3x) pelos termos do цан 
polinómio. Escrevemos este novo polinómio sob o anterior, mantendo as potências 2% a 
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-x+ X t Ox + Ox? + 0x? * Seo Pu 


2x? + 3x + 5 
—2 5 +2x + Ox* + 0xº + Ox" + 6x7 


-2x - 8x? 
-3x + 3x Ox) + 0х + Ох? + 9x? - 12x 
Finalmente, multiplicamos 5, que é o próximo e 


| арс | ültimo termo do multiplicador, pelos termos 
do primeiro polinómio. A seguir podemos som 


аг Os termos semelhantes, 


mI x + Ox' + Ox) + 0x + 3x - 4 
2x? + 3x + 5 
C2x! 42504 Ox? + 0x + 0x + 6x? - Bx? 
-3х7 + 3x5 + 0х5 + Ox! + Ох? + 9x? - 12x 
-5x + 5x? + Ox! + од + Ox? + 15x -20 
-2x7 -х - 2x + X + Ox + бх" + x - Зх -20 


A resposta é : 2x9 =x? -2x0 +x +6x3 +x? -3x 190 


Exercícios 

E15) Multiplique os polinómios 

a) (х 1) 98 + 3x + 7) К) (33 — 6x2 +2x).(2x+1) 

b) (x + 2. (X3 - 2x + 3) |) (-2x! + 4x? -2x3 + 3).(3x-3) 

c) (72x + 3) (2 - 3x + 4) m) (-3х9 +2x2 +5x -3).(3x?*2) 
d) (35 -2x' -2x6 -2x* ) (2x38) n) (4x5 - 2x4 -3x? +2).(х-1) 

г) (28 +4x -2x* -3).(x-3) 0) (2x1 +3x3 -5x +5).(х2-1) 

ї) (26-3x7 -3x3 -7).(4-2x) р) (2x4 +4x3 -3x +2).(х2-3х) 

g) C5 4x3 +5x! —2x8 ).(6x-2) q) (3x5 – 2х7 -3x6 2x1 -3).(x+3) 
h) (6x 22x* +5x5 7x7). (x+3) г) (х2 *2x* +25 4x8 ).(x3-7) 

i) (-33 — 5x* 44x? ) (x—4) 5) (-4 *3x —2x3 *x* -x8 ).( x2+2x+2) 
D) C2x* —2x3 + 5).(2x-1) t) (x3 –2х6 42x —x2 +1).(2x+3) 


7 = те ч ^ ч 
Divisao de polinomios 
Dentre as operações básicas com polinômios, a divisão é a mais trabalhosa. Vamos então 
dividir o assunto em duas etapas, a primeira usando um monómio como divisor (polinómio 
dividido por monómio), e a segunda, finalmente com o caso completo, dividindo um 
polinómio por outro polinómio. 


Divisáo de polinómio por monómio 
Já vimos que ao dividirmos um monómio por outro monómio, duas coisas podem acontecer: 
a) Divisào exata: Quando as letras do divisor estáo presentes no dividendo, com expoentes 


maiores ou iguais. O resultado da divisão é um novo monómio. 
Exemplo: 4x3y2 + 6x2y2 = (2/3)x 


b) Divisio náo exata: Quando a condigáo acima náo é satisfeita, o resultado possui um ou 
mais expoentes negativos. Este resultado nào é considerado um monómio, e sim, um termo 
algébrico racional fracionário. 


Exemplo: 4хЗу? + Gx2y3 = (2/3)x. y^! 


Quando dividimos um polinómio por um monómio, os termos que resultariam em divisões 
não exatas ficam indicados como o resto da divisão. 


| . 
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Exemplo: 


Dividir 2x? + 4x2 — бх + 12 por 2x 


8. 9..3:142 Gee D monómio (2x). 
Esta é uma divisáo de polinómio (2x3+4x%-6x+12) por um (2x). Para 
mio dado: 


222 сэ — nó 
de divisão, dividimos cada termo do polinômio pelo mo 


2x3 + 2x = x? 


4х2 + 9x = 9x 

-6x + 2x = —3 

12 + 2x = Divisão não exata 

Os resultados das divisões acima formam o quociente da divisão entre o Polinômio : 
0 


monómio. O termo 12 que nào pode ser dividido (o resultado deixaria de ser um polinômio 
fica indicado como resto da divisão. Portanto o resultado pedido é: 


Quociente: х? + 2х - 3 
Resto: 12 
Exemplo: 


(4x? — 2x + 6x3 + 4x2 + 2x + 15) + (2x2) = 


No dividendo, apenas os termos de grau 2 ou superior poderáo ser divididos, e os termos de 
grau 1 ou inferior (2x*15) ficaráo indicados como resto. 


Quociente: 2x3 -x? + 3x +2 
Resto: 2x15 
Exemplo: 


(6a2b? — 122b? + 10ab + 4a? + 6b? + 4a + 2b + 8) + (2ab) 


A ünica diferenca aqui é que o polinómio e o monómio tém duas variáveis, a e b. O principio 
da divisáo é o mesmo: o quociente será formado pela divisáo dos termos que permitem divisáo 
exata pelo divisor (no caso, 2ab), e os termos que nào permitem a divisáo exata formaráo 0 
resto da divisão. No exemplo acima, apenas os três primeiros termos permitem divisão exata, 
os 5 últimos não permitem, e formarão o resto da divisão. 


Quociente: 3ab? — 6a?b + 5 

Resto: Да? + 6b? + 4a + 2b + 8 

Exercícios 

E16) Divida os polinómios pelos respectivos monómios, indique o quociente e o resto 
а) (18x + 10) + 2х k) (2х4 + 4x3 —5x) + x 

b) (x? + 3x + 6) + 3⁄2 |) (2x* —6x5 + 4x2) + (-2x?) 

c) (4x2 + 6x + 7) + (4x2) m) (12x3 -3x6 +24х -3x2 +15) + 3x 
d) (-6x* + 2457 +6х2 -9x) + 3⁄4 n) (2x7 +4x3 -2x4 -6) + (-2x2) 

e) (3257 - 4х2 + 20x + 52) + 4x? 0) (12 -15x? -3x5 +12x7) + 3x 

f) (20x? + 25x2 -15x) + (-53) p) (10x5 -20x7 +20x3 -10x2 -15) + 5x 
g) (-3xº +12x -24x* 9352-18) + 3х2 q) (2x5 «33 -x6 +2x -3x4 ) + (4x2) 
h) (8 -20x? -52x* *28x!) + (-4x?) r) (3х5 -x7 +6x3 —3x6 —4x4 ) + 4x 

i) ) (2x? *6x* 9257) + 2x? 8) (3x! +х3 «3x? -3x) + (3X2) 


j) (35 -15x! +6х° -3x$ -24x* ) + 3x1 1) (x5 -2x7 —3х8 45x -x4 -3) + 6x 


p" 
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pivisáo de dois polinómios 


A divisio de d RP apresenta uma analogia com a divisão de números inteiros. Considere 
exemplo a divisão: 


por 
13 PL 3, resto 1 

Neste exemplo, о 13éo dividendo (D), o 4 é o divisor (d), o 3 é o quociente (Q) e 1 é o resto 
(R). Entre o dividendo, o divisor, o quociente e o resto na divisio de números inteiros, vale a 
relação: 


D = d.Q + R 
Considere agora que queremos dividir: 
px +3) 4208) + 5 ] + (x+) 


Observe que o divisor é x+3, e escrevemos o dividendo de 
x+3, Na prática os polinómios a serem divididos náo ap 
com os termos semelhantes reduzidos. Seria apresentado como (x? + 5x + 11), 


resultado que encontraríamos se desenvolvéssemos a expressáo [x.(x+ 
apresentado dessa forma, 


forma a aparecerem múltiplos de 
arecem dessa forma simpática, e sim, 
que é o 
3) + 2(x+3) + 5 ]. Mas 
o dividendo tem partes que permitem a divisáo exata por (x*3): 
x.(x+3) + (x+3) = x 

2(x*3) + (x+3) = 2 

5 + (x+3) = nào dá divisão exata 

Então o resultado dessa operação é: 


Quociente: x+2 
Resto: 5 


Como o dividendo, uma vez desenvolvido, é (x2 + 5x + 11), podemos dizer que: 
(x? + 5x + П) + (x+3) = x+9, resto 5 


O problema é que na prática os dividendos aparecem na forma mais compacta, já com os 
termos semelhantes reduzidos, e não na forma simpática que apresentamos, separada em 
múltiplos do divisor. Felizmente existe um processo para dividir os polinômios diretamente, 
apesar de ser um pouco trabalhoso. Vamos apresentar o método através deste exemplo: 


Exemplo: 
Calcule o quociente e o resto da divisáo (x? + 5x + 11) + (x*3) 

i T . 2 
1) A primeira coisa a fazer é completar e Dividendo: x Fa +11 
ordenar os polinómios, com os termos Divisor: х + 
Semelhante 


cdm 8 já reduzidos. Os polinómios do 

9 *xemplo já estáo nessa forma. | 

E ar um dispositivo de divisáo, similar x? + 5x + 11 x +3 
que usamos para a divisão de números 

Naturais, 

9 Divida O primeiro monômio do dividendo x^ + 5x + 11 з — 

Pelo primeiro monômio do divisor. No caso, х 

| lemos x2 4 x = x. Colocamos este resultado 

b. 4 


Scanned by CamScanner 


L > жа ШЕЛЕР МЫ. Жылы аан. BED 


O 
164 RR ажилын — A ALGEBR, 
no lugar do quociente, i 
f T 2 + 5x + 11 х 
4) Multiplicames este valor pelo divisor (no p en = + 3 
сало, х+3) e subtraímos O resultado do й ЭХ 
А xxt 
dividendo, No nosso exemplo temos x. (z) 
= 2 + Зу, Colocaremos então, sob o divisor, 
o polinômio -х? — 2x. Subtraindo dos termos 
correspondentes no dividendo (x^*5x), 
encontrarmos como resultado 2x. 
2 2 
5) “АБаіхатоз" os termos restantes do х, + a + 11 [x +3 
pus -x - 3x x 
olínórnío, no nosso caso, apenas o И. 
p „арпа TR o 2x + 11 
А eo Je 2 
6) Repetimos o processo, dividindo o x“ + 5x + 11 *+3 
mas Эр š 2. 
primeiro termo deste novo dividendo (2x*11) -х - 3x T x +f 2 
pelo primeiro termo do divisor (x). Neste 2x * 
exemplo o resultado será 2, que deve ser 
adicionado ao quociente. 
2 
+ 5x + 11 x +3 
7) Este novo valor (no caso, 2) deve ser r, 3x x T2 
multiplicado pelo divisor (x*3) e subtraído —— + 11 
do dividendo. No caso, ficamos com 2х+6, - 2x— É 


que com sinal trocado ficará -2x — 6. Depois 
de subtrair, o resultado é 5 (resto). 


Portanto o quociente é x+2 e o resto é 5. 


Exemplo: 
(2x5 — 3x? + 10) + (4x + 3 + x? - бх) 


A primeira coisa a fazer é ordenar e completar e ordenar os polinómios, além de reduzir os 
termos semelhantes. Ficamos com: 


(2х5 + Ox — 3x3 + 0х2 + Ox + 10) + (x? - 2x +3) 


Armamos entáo o dispositivo da divisáo: 


2x? + 0x! — Зх? + Ox^ + Ox + 10 — 


Dividimos os termos de maior grau: 9x5 + x2 = 9x3 


2x° + Ox' — 3x? + Ox^ + Ox + 10 х? — 2x + З 
2x 


Este resultado deve ser multiplicado pelo divisor e subtraído do dividendo: 


2x3.(x? — 2x +3) = 2x5 — Ax* + 6x3 
Este resultado vai para baixo do dividendo, com os sinais trocados. 


2x? + Ox' — Зх? + 0x% + Ox + 10 x — 2x + 3 
-2x° + 4х! - бх? p 
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subtraímos € 


a seguir abaixamos o restante do dividendo 


2x5 + 0х“ - 3x? t 0x? + Ox + 10 
5 + ax* - 6 
x 


x 
2К-- 9x + 0х? + Ox + 10 


Agora dividimos o termo de maior grau (4x*) pelo termo de maior grau do divisor (x2), o 
resultado é 4x2, que é adicionado ao quociente. à 


gx? + Oxf — Зх? + Ox" + Ox + 10 x — 2x + 3 


зох? + Ax* - 6x? 2х? 44х 
Ax - 9x + Ox? + Ox + 10 


Multiplicamos este valor (4x?) pelo divisor, o que resulta em 4x! — 8x? + 12x2, e colocamos 
este resultado sob o divisor, com os sinais trocados. 


2x! + 0x! — Зх? + Ox^ + Ох + 10 x° - 2x + 3 
-23) + 4x? - бх? 2x^ 44х 

Ax! - 9х? + Ox? + Ох + 10 

Ax! - 8x? + 12x? 


- 17x? + 12x + Ox + 10 


А próxima divisão é -17x? por x2, que resulta em -17х, valor que é adicionado ao quociente. 
Multiplicamos -17х pelo divisor e colocamos o resultado com sinais trocados sob o dividendo. 


2x? + Ox* — Зх? + 0x? + Ox + 10 х? — 2x + 3 
-2x + 4x* - бх? 
Ax! - 9х? + Ох? + Ox + 10 
Ax! - 8x? + 12x? 
-17х + 12x? + Ox + 10 
17x) - 34x? + 51x 
- 22x? + 51x +10 


Finalmente fazemos a divisáo de -22x? por x?, o que resulta em -22. Adicionamos este valor 
a0 quociente, multiplicamos pelo divisor e colocamos sob o dividendo com os sinais trocados. 


х? — 2х + 3 
-17x -22 


2x' + 0x! — 3x? + Ox? + Ох + 10 
-2x + 4x* - 6x) 
4x" - 9x^ + Ox? + Ox + 10 
Ах“ - 8x? + 12x? 
- 17x + 12x + Ox + 10 
17x) - 34x? + 51x 
- 22x + 51x +10 


+ 22x? - 44x +66 
7x +76 


Encontramos então como resultado da divisão: 


ciente: 2x3 + 4x2 — 17x - 22 
esto: 7x * 76 


985; Quando dividimos um polinómio em x de grau m, por um polinómio em x de grau n, 
Imos: 


4) 


O 
JO srau do quociente será m — n 
Brau do resto será no máximo n - 1 4 
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Exemplo: (СМ-1976) 


O resto da divisáo de х3- 


(94 (5 (с)з 0)2 (99 


х2 + 1рогх-2 ё 


Solucáo: 
Armando a divisáo, ficamos com 
x - х + Ox + 1 x - 2 
-x? + 2x x + x + 2 
x + Ox + 1 
-x? + 2x 
+ 2x + 1 
- 2x + 4 
5 


Resposta: O resto é 5, letra (E) 


amos de apresentar envolvesse um polinômio de 6º T" 
o seria grande. Bastaria errar um único sinal 
o Teorema do Resto: 


Imagine se esta questáo que acab 
Seria muito mais trabalhoso, e a chance de err 
errar a questáo toda. A solugáo fica bem fácil se usarmos 


para 
Teorema do resto 


Este é um teorema muito útil, usado para re 
relacionadas com resto da divisáo de polinómios: 


O resto da divisão do polinômio P(x) por (x — a) é Pla). 


os a divisão do polinômio Р(х) 

e um resto R, que é de grau 
grau do divisor. Se o divisor 
expressão. Já que vale 


solver inúmeras questões de provas de concursos 


A demonstração desse teorema é bastante simples. Ao realizarm 
por (x — a), encontrarmos como quociente um polinômio Q(x) 
zero, já que o grau do resto é sempre uma unidade menor que o 
é de grau 1 (x - a), entáo o resto é um valor constante, sem x em sua 


sempre a igualdade 


Dividendo - Divisor x quociente * resto 
podemos escrever: 


Р(х) = (x — a).Q(x) + R 


A igualdade ë verdadeira para qualquer valor de x. Calculemos entá 
acima para x=a. Ficamos com: 


o o valor da expressão 


P(a) = (a - а).О(а) + R 


Como a - a vale zero, que multiplicado por Q(a) também dá zero, ficamos com: 


Р(а) = 0.Q(a) + R 
P(a) = R 


Isso mostra que o R, que é o resto da divisão de P(x) por (x - a), é igual a P(a). 


Aplicando este teorema ao exercício proposto ficamos com: 
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O resto da divisão de Р) =x? x? + 1 por x - 9 é р o 


p=2-2+1=8-4+1=5 


Chegamos à solução por um processo muito m 
calcula apenas o resto, e somente na divisáo de polinómios de uma variável, por (х ~ a), sendo 
a um valor real qualquer. O teorema não Serve para calcular o quociente, e nem para ик кан 
restos de divisóes por outros tipos de polinómios que não sejam da forma x — a, Ou seja, o 
divisor pode ser x +10, por exemplo (a= -10), mas náo pode ser de segundo grau ou superior, 


ais fácil, Infelizmente o Teorema do resto 


Com excecáo desses casos particul 


ares em que podemos 
os demais temos que armar 


i aplicar o Teorema do resto, em todos 
a divisão e resolvë-] 


a pelo processo trabalhoso que ensinamos 
aqui. 
Exercícios 
E17) Divida os polinômios, encontrando o quociente e o resto (não esqueça de ordenar e 
completar o dividendo) 
а) (x? + 3x + 2) + (x + 3) k) (2х3 + 5x + 2) + (x - 2) 
һ)(1+х- x2)+ (x + 2) 1) (x* - 1) + (x-1) 
c) (x? + 4x + 5)- (x - 1) m) х5 + (x2? + 3x – 4) 
d) (2x? + 5x + 8)+ (x + 4) 


0) (X5 -x! + x3 =x? «x 1) + (x+ 1) 
0) (33 + 4x + 5) + (x + 4) 

р) (2x5 -3* - 4x? +- 7) + (x + 2) 
q) (-2x* + dx? +6х2 -10x) + (x + 1) 
r) (4x? -2x5 +3x -2x? +7) -(х-2) 

8) (-2x +2x? -4x* -6) + (x + 2) 

0) (-7х9 *5x -2x* +32 -5) + (x - 2) 


e) (10 2x + х2) (x + 5) 

f (d +X? +x- 3 )+ (x + 2) 

g) (X? + 2x? + 4x + 5): (x – 2) 

h) (2% - 1)» (x + 5) 

i) (3x? + 4x2 + 5x + 4)+ (х2 + 2x + 3) 
) (х + 3x - 5) + (x + 3) 


Poténcias de um polinómio 


Esta é sem dúvida a operação mais trabalhosa que podemos fazer com um polinômio. Elevar 
um polinómio a uma poténcia inteira n é multiplicar o polinómio por si próprio, n vezes, 


[P(x)|" = P(x).P(x). P(x).... Р(х) 


(n vezes) 


Se elevarmos, por exemplo, um polinómio do 5" grau ao cubo, termos como resultado um 
Polinómio do 15? grau. Temos que fazer ao todo 102 multiplicações de monômios e algumas 
dezenas de adições. É claro que um tipo de questão como esta não mede a capacidade do 
aluno, mas ainda assim é preciso saber como realizar a operação, pois questões com 
Polinômios pequenos e potências menores podem surgir, por exemplo, elevando ao quadrado 


OU ao cubo. 
Exemplo: 
alcular (x+5)2 
(x+5)2 = (х+5).(х+5) = x2 + 5x + 5x + 95 = х2 +10х + 25 


Exemplo; 
Calcular (х+5)3 


3. 
А calculamos quanto vale (x+5)2. Se multiplicarmos o resultado por (x+5), teremos (х+5)?: 
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Pu fd 0x + 25) = x3 + 10х2 ++ 25x + 5х? Bx + 195 
(t5) = (xet5).(et5)2 = (5) (х2 +10х + 25) = х | 
= x3 + 15x? + 75x 195 


МЭ Йа : arl: 
Para elevar à quarta poténcia, a forma mais rápida 6 elevá-la a quadrado, depois 
р A ^ COTre меуаг ae "GUA 
resultado ao quadrado ( (555) = [(х+5)2|? ). Também é pne ue eo Pro 
depois multiplicar o resultado pela expressão novamente ( (x*5)" = (х+5) 4(х55) Ї 


eleva, ” 
ао cubo, М 


Exemplo: 
Calcule (a+2b+3c)2 


y . 4 M ( 

(a+2b+3c)? = (а+2Ь+3с).(а+2Ь+3с) = a? + 2ab + Зас + Jab + 4b? + Gbe + Bac + Gbe + 9,2 
= а? + Gab + Gac + 4b2 + 12bc + 9c? 

Durante os cálculos, preste atenção aos sinais, e no final, sempre reduza os le 

; p ç 4 e 

semelhantes. Preste atenção na ordem das letras: bc e cb são semelhantes, assim como 


são semelhantes ac e ca, e também ab e ba. Para evitar confusão, convenciona-se d 
letras de cada monómio em ordem alfabética. 


Mos 
ambém 
ispor as 


Exemplo: 
Calcule (x? - 3x - 2)? 


(x? - 3x - 2)? = (x? - 3x — 2).(x? - Зх - 2)= x! -3x3 -2x2 -3x3 «9x2 +6x -2x2 *6x +4 


= x4 -6x3 +5x2 +12x +4 


Exercícios 

E18) Calcule as seguintes poténcias de polinómios 

а) (x - 3? f) (8425) = К) (х2 + x- 1)? = p) (2х2 + 3x - 5? = 
b) (x - 39 9) (3x - 2y? = ) (2х + 3у2)2 = q) (аньс) = 

c) (x - 3) h) (2m + 3)? = m) (1-3х2)2 = r) (2a + 3b + 4c)? = 
d) (x + у)? i) (3m - k)? = п) (х2 «yap = s) (ху = 

e) (x - y? j) (x? 9)? = 0) (x + Jaf = t) (1) = 


Expressões envolvendo polinômios 


» O mais complexo exercício de álgebra era à 

potências e raízes, adição, subtração, multiplicação 

: , A e 
, além de chaves, colchetes e parénteses. Ocorre qu 


algébricas, aquelas que possuem expressó 
expressóes que podem ser extremamen 
algébrica do aluno para resolvé-las. 


Exemplo: 


(x+)? _1-(х+1)(х-2) 
3 2 


4 
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resolver expressões algébricas complexas ё preciso usar todas as regras já aprendidas para 
шан redução ao mesmo denominador, regras de sinais, 


- propriedades das poténcias 
"cedência das operações, etc. i i 


esse caso temos duas frações, e ambas possuem expressões algébricas nos seus numeradores. 


N 
erador da primeira fração: 

ши = (e) e) = =й + 2с 1 

N umerador da segunda fracáo: 

1-[x1)0-2) = 1 — (° 72x + x - 2) = 1-(х?-х-2)=1-х?+х+2=-х?+х+3 


Ficamos entáo com: 


2 40х41 -x +x+3 
ГД аа cx om 
4 2 


Agora devemos reduzir as duas frações ao mesmo denominador para fazer sua subtração. É 
preciso tomar muito cuidado quando encontramos um sinal negativo antes de uma fração, 
como neste exemplo. O sinal negativo será aplicado a todos os termos do denominador, e não 
apenas ао primeiro. Muitos alunos cometem esse erro comum. 


О MMC entre os denominadores (3 e 2) ё 6. Portanto vemos multiplicar ambos os termos da 
primeira fragáo por 2, e ambos os termos da segunda fracáo por 3. 


Xe 42х41) 3-х2-х-3) 


6 


-3 multiplicando o seu numerador. Isso é devido ao 


Ob fracáo que ficou 
каке шеди Mayao d fazendo com que o sinal negativo (na verdade —3) se 


sinal negativo que havia antes da fracáo, х 
aplique a todos os termos do numerador desta fração. 


ly -4х--2--3х2-3х-9 5х? +х-7 
67 6 


Exemplo: 


(24436 +4ab).pb —|(а+2)*—(а -зу'] | 


m duas variáveis. Como todos os termos sáo 
subtrações е multiplicações, O resultado também 
ssóes que estáo nos parénteses mais 


Temos aqui uma expressáo algébrica co 
Polinomiais e só estamos realizando adições, š 
será um polinómio. Devemos resolver primeiro as expre 
Internos: 

(a+2)2 = (a+2).(a+2) = 59 + 9a n 2a +4 = 2 + da +4 

(a-3)? = (a-3).(a-3) = a2 -3a -3a + 9- а2 -6a + 9 


Subtra; Б : 
E o ss duas express, amos ӨШ js 5 peludo dos colchetes) y 
E E ) 
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LI — К IS 
А vado ao quadrado: A 
Este resultado agora deverá ser ele 


(10а -5)? = (10a-5).(10a-5) = 10042 -50a -50a +25 = 100a? -100a +25 
O resultado entre chaves será 2b subtraído dessa expressáo: 

2b — (1002? -100a +25) = 2b -10042 + 100a -25 

Finalmente este resultado deverá ser multiplicado por (2a +3b + 4ab) 
(2a +3b + 4ab).( 2b -100a2 + 100a 25) 


Seráo 12 multiplicacóes de monómios, e no final devemos reduzir os termos Semelhantes к 
esqueca de prestar atencáo nos sinais: 5 


4ab -20083 20042 —50а +6b2 -300a2b +300ab -75b +8ab? -400а3Ь +400a2þ — 100ab 


= 204ab -200a3 520042 -50a +6b? 510042 -75b +8ab? -400a3b 
Exemplo: 


22| 3302-0417 -(х40)02-1) 3x 12x 2] 
2 3 6 


Na expressáo acima temos 
expressões. Vimos que pot 


que desenvolver primeiro as poténcias dos números e das 
multiplicacóes. Apesar do cálc 


éncias de polinômios nada mais são que sequéncias de 
ulo ser um pouco trabalhoso, a ideia é simples, 

Numerador da primeira fração: 

(x - 2)2 = (x - 2).(x - 9) 7x'-2x-9x *4-x2.4x 44 


Numerador da segunda fração: 
(x + 1) = (x+1).(x+1).(x+1) = (х+1).(х2 +х+х+ 1) = (91) (х2 +9х + 1) = 
= (х9 + 2x? + x +x? + 2х + 1) = x3 + 3х2 + 3x + | 


x + 1)(х°-1)=х3-х+х?- lex ps 
3(52-1) (1) — (591) (х2-1) = (8x3 _ 3) 
= (3x? - 3. [x3 + 3x2 + 3x + 1 уз (eliminando parênteses) 

= (3x3 - 3).[ 2x2 + 4x + 2] (reduzindo termos semelhantes) 

= бх? + 12х + 6x2 — бу? — 12x _ 6 (efetuando o produto) 

= 6x? + 12x4 - 19x — 6 (reduzindo os termos semelhantes) 


[х + 3x2 + 3x +] 


(х + x2-x-1) 
= Z+ 1] 


Numerador da terceira fracáo: 


Temos que operar primeiro os parénteses, depois os colchetes, e por último as chaves. 
{6+ 3x.[ 4*2x.(1 — x?) 


1} 5 {6+ 3x.[ 4+ ох оз 
= -6x' + 6х2 + 12x + 6 


} = { 6+ 12x + 6x2 -6x4 ] 


Substituindo as três expressões encontradas nos numeradores das três frações, ficamos com 
Ё 7 
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capítulo 3 - Expressóes algébricas 
mn бх? +12xº -12x —6 -6x' «6x? +12x46 = 
Е Lu NUM "MMC аана PCM rel 

4 a 6 


Uma vez que todas as expressóes algébricas dos numeradores foram d i 
etapa 6 somar as trés fracóes, reduzindo-as antes esenvolvidas, a próxima 


. ‚ ао mesm i 
ey, então é preciso multiplicar os temos da * o denominador. О MMC entre 4,3e 


rimeira fracáo c 
Or 
da terceira рог 9. ção por 3, os da segunda por 4, e os 


IMPORTANTE: 


O sinal negativo antes da segunda fragáo se aplica a todos os seus їегтов, e nào só ao бх? 
, Xx". 


ye -4x4)- 46x +12х* -12x—6)+2-6x* +61? 412746 
12 


Agora basta desenvolver a expressáo do denominador e reduzir os termos semelhantes 


36 -12x412- 24x? – 48х* -- 48x - 24 -12x* +12 +24x +12 
12 


_-24x - 60x" + 15x? + 60x + 48 
12 


Exercícios 


E19) Desenvolva as expressões e apresente o resultado final em forma de polinômio 
OBS.: Mostre que (a + b)? = a? + 2ab + b? 


a) (x? + 2x +1)? — 2(x2+3)? k) (x + 1)2 + (x + 2? + (x +3)? 
b) 2(x+1).(x — 2) + 3(x — 3).(x*4) 1) (x + 199 2(x + 2)? + (x + 3) 
c) 2(x-2)? + 3(x-2) + 5 m) (x — 2) — 32 - x» + 6 
d) (x - y? - 3(x-y) +5 п) (x + 12 -3(x + 1)? + 2(x - 1 
e) (x- 3) + 4(x- 3) +5 o) (a + b)? + 2(a + b + 3(a + b)? + 4(a + b)? 
f) 2(а+1)-3(а- 1) + 4a р) (x + 1)2 2(x - 1)2 + 3(х + 1)? + 4(x - 1? 
9) (x+ 1) -2(x + 12 +3 q) (x + 3)? - (x- 3) 
h)fx1)9c* 2) + (cH? (х + 2} N [Hx + tp 
i)6 + 4(x + 4) - (x + 4) s) 1 + (x+ 1) + (x+ 1)? 
j) (a + bf - (a - by t) (x 1) + (x + 2) + (x + 3) + (x + 4) 
E20) Efetue 
а) (3x? — 5x + 4) + (-2x? + 3x - 5) f) 3p -2glb-A oap! NUN 4 7a!b -4- ap? 
7 5 21 15 
b) (8226 + 2ab2 — 3b?) + (-4a?b – Tab? + Bb?) — 9) (4a? - 52%) - (5a? + 202b) - (a? — 8a?b) 
с) (Sab? — 3a?b) + (4ab? + 7425) h) 2a - (3b + (2b — c) - 4c + [2a - (3b - e] 
d) (5x2 Зху + 4y) - (-2x? — 7xy + 5y) j) 3xmn , 2xm*2n 
e) 8atx.2ax2y j) (байлор 


Exercícios de гем1540 


E21) Calcule: 
3)2x(-5y) ъз k) By . (xy?) Cy?) 
! xn a . ) en : — 1. 
(ab) (cab) h) 3a?b.a?b7c* n 2 " ipe Ч - | уй 
0 ЕСЕН [шу кч ке 
e) (yz) (C4xytz?) |) Sabc.(-6ab?c?) o) -AxXty'z* . 2x yz. 
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— SALG Ea 
das expressões Ур, 
к) 3xy? — 4у22 + х2у?22 

|) 3xyz — 5x y? — 3x2y2 

m) xzy? + 2xyz? + x5y2z 

n) 3x2yz + 4xyz + x2y2zy 

о) 5x2 + 7х2у2-42х? 


2 е 
Es Dados x = -l Y^ 9ez=-3, calcule 9 d numérico 
j _ 2⁄3 + Ay! + 02 
2xy? - 3yZ + Z f) 
e 2 >> z? g)-3x+ Ay "o 
9) 4x + 3y – 22 h) 9x + 3y 2 
d) -2x + 4y- 2z? i) 6x? = i - 26 
е) =ë + 3y? + 102 j) 2х5 — ЗУ + 42 


к)-5152у8 + (-17х2у) 


ue as divisões 
B кн n- 85 + (-5%) | 28asbt + Tip? 
b) 326 + 42 g) - 30052 + E 2 
c) 42. + 6x h) = ху + C? mj- 30у 813897 
i) = 16х'у? + (4) n) - ay! + (-5ху?) : 


+ 6х2 
9) - 36x 6x 0) EN 24х2у! + 8ху? 


е) 64 xê 16 j) = 25x4y2 + C5xyy) 


k) — atb2c3 + (-aºbc?) 
|) - 3х222 + (-25у*25) 
m) - 6mnp + (-3m?n?p?) 
n) - 17420704 + 51ab*c* 
o) - 19mq + 57m?gt^ 


E24) Efetue as divisóes 
a) - a2b3c4d5 + abc 
b) - 222 + (- 3xy2?) 
c) - 5ab/c? + (-a'b2c?) 
d) xoy9z^w$ + (—y2z2w2) 
e) 52a?mfn$ + 13am?m? — 


f) 39ху224 + 13 ху2 

g) 68 xc^d? + (1 7xcd*) 
h) - 8ёт°п°р + (“Aménp) 
i) - 6рдг + (-2 pq) 

j) 26a2g25 + (2 agt’) 


E25) Efetue 
a) a2 — ab + b2 + a? + ab + b2 


b) 3a? + 5а-7 + 6a? - Ta + 13 


D-a+3b+4c+3a-b+2c+28+2b-2 
д) 4o? +3a+5-2a?+3a-8+a -a+ 


с)х+ 2у –32 + 3x «y t2x- Sy +2 
4) 3х + 2y-z-x*3y +22 +2x-y * 3Z 
e)-3a+20+c+a-3b+20+2a+3b=0 


E26) Efetue 


E27) Efetue as subtrações 
а) (2aº — 3a? + 2a - 1) - (a? + 2a? + 3a 5) 
b) (Sax! - 2a?x? + 4a3x2) — (4a3x2 — 2a2x3 — Дах!) 
9) (2a — 3b + 4c) - (a - 2b + 3c) 
d) (3a - 5b * c) - (a - 3b - 5c) 
e) (2x - 4y * 62) - (4x - y — 22) 


E28) Efetue as subtrações 
а) (2b? + 8c? – 15abc) – (9b? + 3abc — 7c?) 
b) (xt + x — 5x3 + 5) — (7 — 2x3 - 3x2 — 33 + xí) 
c) (a? + b3 + c3 — 3abc) — (3abc + аз — 2bº — 3с3) 
d) (2х4 - 5х2 + 7x — 3) - (X! + 2 — 2x3 — x?) 
e) (1- x5- x + х^ ~ x3) – (x4 + 1 +x * x2) 


E29) Calcule e simplifiqu - 
а) 5a - [7 – (2b + 5)- 24 e as expressões 
b) x — (2x + (За - 2x) - 5a] 
c)x-[8y (32+ 12%] 


h) Бар + 6bc — Тас + 3ab - 9bc + 4ac + 3bc + 6ac 
i) y + X2 + x +29 + 3х2 – 2x + 3х3 - 2x + 3x2 - X 
j) 3y2 — x? – ЗХУ + 5x2 + 6xy - Ty? + х2 + 2у2 


f) a? + Зар + Зар? – 3a?b — Gab? + 3a?b + Даб? 
g) a? – 2a?b — 2ab? + a?b — 3ab? — b? + 3ab? + 28 
h) 7x3 – 2х2у + 9xy? + 5x2y — Axy? - 29 

i) x3 — 32у — 5xy? + 2X)y - Буз - 26 -xY! 

j) 2€ - 5c2d + dê + 6cd? + c? + Gc?d - 5cd? - 2º 


f) (x — Ty + 22) - (5x - 11у - 32) 

д) (ab + ac + bc + bd) — (ab — ac - bc + bd) 
h) (bab — ac + bc + bd) — (3ab + 2ac - 3bc + bd) 
i) (Зх + 2à - 3x - 5) (2х e - 5x * 9) 

}) (к-х+1-а)- (7х2-5х+1-8) 


g) (ab -ab? — 3a?b? — b) - (b^ — 56/53" 247 a) 
h) Q8 — Taly — 29 + 3xy2) — (302+ 587 хү? 

i) (аз – bì) - (a - b? 

j) (a - b - (b - c - (c а) 


— Í| sq 
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03- Expressões algébricas 


Vai 
"E #® 

capit! | 
p+ [3c - (2b - o) Ay Ч 

Dx [2X + (x – 2y  2y] - 3x - (áx - [( 173 


42871 + 3c- (3b - o) : 
дв-8"! Dx-[ye2-x- (ey) x * 2) - y] 
mE -2]* (3x - (2z + z)) 
Calcule simplifique 
jab + ® f) (2 - 2a).3a 
TO g) (- x + 3b)(-b) k) (xè - 3xy)( -y?) 
де 04 h) (282 — 3ab).(3a) ) (2х2 - 3х2).2х2 
dx- 3y).3x i) (2x2 + 3xz).5z m) (x? - 3y?).5y 
е) x+ 067 j) (88-54) 4а ү e 
- a2b?) (La? 
£31) Calcule e simplifique 
(+ 242) + 2ab?).a? f) (-a? — a?b? — b3) a2 : 
2 ! = 
рч ФӘ Зах ау) дар) D лаан) 
0) Wm Xy - : ) : h) (x12 — x10y2 — x3y10) узу? ы j — 3a^).(-223) 
gay A i) C28 + 3X2y2 - 2x3) C2 ) (23 — 3x2 + 3x — 5).2x2 
e) (3a2b? — 4ab? + ab).5a?b? j) (а3х25 — a?xy* — ау? Latus : ) n)(34-4x?45x-2).3 
| Y)ahSys о) (292 – 5ab – 362) 5аБ 
E e dd 
a) (2m - pm — әр f) (a? кар *b2)(a – 
b) (e bo) 9) (a? - ab | A n оо -b?)(-a? + ab + 2b) 
c) (5x 3у)(5х — Зу) h) (a +b + ofa - c) ) (3a?b? + 2ab? — 5a?b)(ba?b? — ab?) 
d) (a - 7b)(a — 5b) da? m) (x? + 5x — 10)(2х2 + 3x — 4 
i) (a? — ab + b2)(a2 + b?) , ) 
e) (a - 2b)(a +3b) j) 68-3 «7-3 n) (32 - 2x? + x (3x? - 2x + 1) 
-3) о) (x3 + 22у +2ху2)(х2 — 2xy + y?) 
гн 
кие асн es вео 
Tay cn EE Te 
d) (x2 + 2xy - y2)(X2 — 2xy + y?) i ad a?b?x?)(a? — 4abx + 4a?b?x?) 
e) (Зе + ху - yo? - 2xy - Зу?) ood 
ЕЗ j) (29у + 4x2y2 - 8ху)(2хуЗ — Зх2у? + 59у) 
с ни 
-а)+а f) (24х6 – 8х3) + (8x?) К) (28553- _ 
AM M O BESSA МӨ9-йй (0 | 
d) (35m? — ms : h) 2 10x8) + (SX) m) (9a — 12b + 3c)  (-3) 
9078-4589 + 9x2 ) qe 2 n) (ab? — ай — ab?) + (ab) 
E35 | мш o) (3x2 - бху — 9ху?) + 3x 
) Сеше е simplitique 
b) (a? _ 3 ai Ad f) (ax — abx — acx) + ax 
E j 3x5v2 — 3x^3 — 3x2y1) + 
à нэ i owe x e - zab : "a Ал id 
TAN MH 100) i) (38208 + За?с — 302) + Зас 
ос = (=x?) j) (3atb2c — азс? — 6a?c?) + 3a'c 
etu m 
а) (2+ n Ея dé o quociente e o resto 
быка a f) (622 - 7a - 3) + (2a — 3) k) (a? + b? + 03 - 3abc) + (a + b + c) 
9065 88) +( (0-7) ga *29a415)*(4a*3) (1)(88-36-804143)2(1825-38) 
Dex) (4 h) (xt + х2 1) + Q2 x + 1) m) (à — 8x - 3) + (x - 3) 
Metas À Qiextet)e(d-xbef) — n)(gh-22b* b) + (8-3) 
“(2а41) }) (3a2- 4a -4) + (2-8) o) (x2 - y? + 2yz - 2) + (x-y + z) 


` 4 
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qua O ALGEBR, 


constantes, forme um pol; S 
ariável, b e € como оо А 


: 2 Mio 
274__— em (9; Cons Considere асан principio se aplica 205 itens (n) e (o), porém q item M 
Sugestão para ^' almente. O mesmo 
:visáo norm 
e faga a divisáo n 


outro caminho mais fácil. 


E37) Calcule: = 

y Bx- 2a + 6) = (xo с 3) +90 - 10d + 12) 
12а - b + 9c - 90)" 3d+ 8 

d Ut 3m - 8x) - (-6[- 5m d 8d - 12c + 7f) 


[b + 3с - 27d + Зе - 59 — (/a + 3b = 37 


3c) - (7a - 3b - 2c) 
(ва + 5b - 3c) ~ ( - (-13a * 2b) 
- (5a + 7b) - ( 2h — Gab? + b3) 


3. 4a?h - 4ab? + 8b3) - (22? - 5a 252 + 90ab3 — 10b4 


3 Ж 
1 _ 18a3b + 17a2b2 + 11457 - 959) - (7a* – 13aºb 19a 

gra ху? 2у? 2у 2 — 15? 

E38) Qual é o grau da expressão 5xy” + 3x2y? — 8x2y — 3x“ + 8x 15: 


E39) Simplifique ——— 
) pug a 11 Ь 3 
E40) Ordene, classifique e dé o grau da expressáo algébrica: 2 – 11x? — 8x + бх? 


(А) -5x? - 8х + 2; trinómio do segundo grau 
(B) 5x? - 8x - 2 ; trinómio do segundo grau 

C) - 6x? – 8x - 2; polinômio do terceiro grau 
(D) 6x? – 8x + 2; trinômio do terceiro grau 


— 


E41) Classifique a expressão x? — 9x + 3 


(A) Trinômio do terceiro grau 
(B) Binômio do segundo grau 
(C) Monômio do quarto grau 
(D) não é um polinômio 


E42) Calcule e simplifique (- 7x — 5x4 + )-(7xt-5- 9x) 


(А) 2х4 + 2x + 8 
(В) -14x* + 10x + 10 
(С) -14x* - 10x + 10 
(D) 2x* + 2x + 10 


E43 Calcule e sim : 
plifique 
! 1 0052560 — dy + g) 
ЕН (В) - 2x3 
4х — 9x + 10 (D) 125 7 22 + 4x - 10 
x? + 
E44) Calcule: 4x P 2x * 10 


а) (3x ~ 7)(8x - 
(3x - 5) b) (4x + 3)(2x + 5) na 
x + 3)(2x + 3) 
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capítulo 3 - Ехрге55065 algébricas "m 
4 
E45) Sendo X € y positivos, simplifique 90% "y 
ay" y 
34 5; 
(A) 22 8) === EN 25 ву 255 
y Xy ху xy Ns 
| —48r?5*z 
E46) Simplifique зло 


5 ү 5 
200 - E y 
E47) Simplifique a expressao (5) (2) e dé a resposta sem usar expoente negativo. 


X 


15 


x x) 
a -— G8 — (С) xy 
y y 


(D xy в 2 
y 


2014 -2014 
E48) Sabendo que х * 2y = 0, e que x £ 0, calcule 8 + 8 
Х 


2 


E49) Encontre o quociente da divisão de x3 + 2x? 


(А) х+1 (В) -2х+8 (Ox-! 
E50) Calcule х - {у - [z - (x - t)]) sendo 


х = да3 — 3a2b + 4ab? + 5b3; y = 7а? – Ba 
2 = 343 + 9a2b — 4ab2 — 5b? e t = —2a3 + За 


y 


1 2028 ] 2015 
(5) B 2* q92"^ 28 (E) 1 


-8x +4 por х2 * x - 2. 
(D) -5x + 1 (E) Nenhuma das respostas 


2b — 9ab? + 3b? 


2h + баЬ2 – 4b? 


E51) Calcule (1 + x).(1 4x2) (1+x8).(1 +) 


E52) CN 52 - Efetuar a multiplicação 


E53) CN 53 - Efetuar o produto (x? + 2 
potências decrescentes de x. 


(x2-5x+9).(x+3) 


-x).(x? -1) dando a resposta ordenada segundo as 


б - 
E54) Calcular o valor numérico da expressao 


d^ 3444 
b b a 
2 


--3a?b para а= -16 


E55) CN 58 - Calcule o resto da divisáo de x 


b 72. 
3. 3x2 + 4 por (x - 2) 


х+3 


| КОЕ. жие 
E56) CN 59 - Classificar a expressáo x) -5x +2х+4 
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Á 


176 vn 
E57) CN 61 - Dividir x* -x* —2x° +x" +2x—1 por: 


E58) CN 64 - Dé o quociente e o resto da divisáo 
(^ -4x 3x1)? —2х +3) 


= x? - 3x + 1. Se Р(х) / Q(x) determi 
E59) Seja P(x) = 9x! — 5x2 +3x-2e Q(x) 0) XRC) М Mina un 
quociente Q'(x) e um resto R(x), o valor de Q'( 


(AJO (B)28 (C)25 (D)17 (E)18 


E60) Se Р(х) = 2x3 4x? - 7x - 5, determine Р(-3) 
(A) -26 (В) 106 (C)-2 (D) -56 

7. 
E61) Dê o grau do polinômio 2x%yó — 6xy8 + Зхќу? — 2x7y5 
(А) 41  (B42 (08 (D)12 


E62) Calcule o valor numérico de 5x? - 3y? - 8z parax=-2,y=5ez=-6 
(А)-108  (B)-12 (С) -67 (D) -163 


E63) Simplifique, assumindo que x e y são números reais positivos e que zn e n são racionais 


аш 


EA 
Ж 
1992 y 211 1 
(A) x/"y (B) A (C) 22 XX X (E) m 


E64) Encontre o quociente Q(x) e o resto R(x) 


da divisáo de x? - 4x? + х +6 por x * 1. 
(А) Q(x)- x+ 5x +6; R(x) 


--] (B) О(х) = xà - 3x + 2; R(x) = 
(С) Q(x) =x? - 5x + 6; R(x) = 0 (D) Q(x) =x? + 4x + 5; R(x) = -11 
(E) 05) = x + 5x 6; Rf = 2 
43 

3 i 
E65) Simplifique a expressão | — (2) 

y x 

-> 1 _22 
(А) — (в) 2? (C) x т : 
x 


E66) Dë o resto da divisão de x3 + 9x _ lporx-1 
(0 (mi 
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Capítulo 3 - Expressóes algébricas 177 
TT s —— — —— T 
E67) Encontre o quociente e o resto da divisão de 2x4 — 9x2 — 5x + 3 por x * 1. 
( A) Quociente =9x2- 11x +6 Resto = -3 

) Quociente = 2x? — 7x — 12 Resto = -9 
(C) Quociente = 2x3 - 11x? + бх - 3 Resto = 0 

) Quociente = 2x3 – 9x? — 7x +2 Resto = 1 
(E) Quociente = 2x3 + 9x? — 7x — 19 Resto = -9 


E68) Encontre o resto da divisão de 2x2010 _ 3x67 + 7x — 5 por x * 1. 
(- 85 (©з D2 Bo 


E69) Qual é o resto da divisão de х89 — 2x0 + 1 por x + 1? 
(2. (B4 (0-2 шз (55 


E70) Multiplique (2x + 3)(x? — 2) 
(А) 2х3 + 3x2 - 4x — 6 (B) 2x3 - 6 


(C) x? *2x +1 (D) 2х3 + x?- 4x - 6 
(E) Nenhuma das acima 


- -2 
а 
E71) Simplifique a expressáo 
) Simplifiq p ES 


2ba* 4a^b? с? с 


даг. с ©ту Ca 


(E) Nenhuma das acima 


E72) Use o teorema do resto para determinar o resto da divisáo do polinómio 3x99 – 2x% + 5x 
*lporx- 1. 


A-5  (B-3 (O1 D5 07 


Зх +x? 5x41 


E73) Dé o quociente da divisáo 1 
Х — 


(А) 3x? +4х-1 (В) Зх +4х2-х (O 3x"-2x-3 
(D) 3х? -2x 43 (E) Nenhuma dessas 

E74) Calcule o resto da divisão de 2x? — 4x? + x?- 8x * 2 por x + 1. 
()-2 (вв  (C)I2  (D)-8 (E) Nenhuma dessas 
E75) Dé o resto da divisão de x29 + 10x12 — 7х5 + 3 por x + 1. 

()7 (B3 (C1 (D-1 (BI 


E76) Calcule: (x? — 9x? + 15х + 3) / (x - 7) 


(A) x? -2x +2 + 19x -7) (В) x? - 2x + 3 + 9/(x - 7) 
(C) x? - 2x + 1 + 10/(x - 7) (D) x? - 2x 1 + 9x - 7) 


b і 
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178 ____ estt to R(x x) da: divisáo de x? - 4х2 + x + 6 x з, 
E77) Encontre o quociente ор) e в) 009 x2-3x+2% R(x) = 
(A) Ор) = x2 + 5x +6 Rie (p) Q(x) =x + 4x + 5; B e 
(С) Qlx) =x2-5x +6 RẸ) = 
(Е) O(x) =x?+5x-6; R(x)” 
E78) Calcule SIDA E — 

d 2a-2 ' 2a- 2a-2 

4a -3 4a *l 100 .. (D) E 2._ 

As Boo l 3 18 а? +3 

а? +3a-18 2а-2 а +3a а-18 
E79) Dé o resto da divisáo de x 100 _ 2x99 — 1 por (x + 1). 
Aa BL (03 Dt (89 
ESO) Ao dividir o polinômio 2х® + 3x + 1 por x - 1, o resto será: 
(Аз (86 (Q1 (05 (B4 
E81) Qual o resto da divisáo de x10 + x — 2100 por (x — 2)? 
(Адо (B1 (02 (D3 (52^ 

xxx +5 
E82) Qual das expressões abaixo é o mesmo que cm 
11 11 
— +3+— 
(A) х* - 3x = 3 (B) x° 23 
45 WE T 4l 
(С) x! 4 2x? «5x? Ey S S (D) х -2x +4х PRU 
Х - 


(E) x! +3 

E83) Dé o quociente da divisáo de x3 x? - 17x + 15 porx-3 

(А) xà + 4x - 5 (B) x + 4 (C) x? - 2x - 12 (D) x - 2 (E) NDA 

E84) O polinômio 3x% — 2x25 + 5x + 1 é dividido por x + 1. Determine o resto da divisão. 
(A)-5 (9-3 (O0! (0)5 (7 

E85) Encontre o quociente da divisão de 3x? + x2 — 5x + 1 por x - 1. 

(А) 3x?+4x-1  (BBOÓ*4)-x  (C)à2-2x-3  (D)3x2-2x+3 №" 
E86) Dé o resto da divisão de 4x? — 6x2 — 5x + 6 por x +3 

(3 (8)21 (C) -11 (0)-138 (E) 241 

E87) Dé o resto da divisão de х8 + 1 por x — 1. 

(1 BA (02 (0 mo (NDA 


E88) Sejam a, b e c números reais e seja Р(х) = ax9 + bx5 + cx + 3, Se Р(-5)-17, encontre m 
(A) 17  (B-H (Ci (0)17 
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capítulo 3 — Expressões algébricas 


(E) não pode ser determinado com as informações dadas 


179 


E89) Qual das seguintes funções não é uma função polinomial? 


22х 7 2 
(a) /Ө)--2--2х (В) /(х)= (2 -2х7 


2 
" fe) = 2 D /Q)-2€ A у) 222-257 


E90) Se -2x + 1 é um fator de -6x3 + 11x? — 9x + k, encontre o valor de 9k. 

(4-9 (809 (09-6 (5-3 (5-2 

E91) Encontre o quocient -—" 4 
pec . їр | iente O(x) e o resto R(x) quando o polinômio 2x? — 3х2 + 4x + 3 é 
(A) 00) = 2x2 4x + 6, R(x) = 6 
(С) Q(x) = 2x2+ 4x + 2, R(x) = 2 
(E) Q(x) = 2x?- 4x +6, R(x) = 0 


(В) Q(x) = 2x? 2х +5, R(x) = -1⁄2 
(D) Q(x) = 2x2 - 3x + 4, R(x) = 6 


E92) Dado que h(x) = -2*1 + 1, calcule h(0) + h(-2) 
(1 (5-12 (O19  (D2 (BIA 
F93) Calcule o valor numérico da seguinte expressáo para m = 2: 
m (4—2m)-— 4m -m° 2m 
"n? 


(A) 0 (В) 1 (С) -1 (D) -2 (E) 2 


E94) Se a = 1, b = 2 е c = 3, o possível valor da expressão fais „е ё: 
()-4 (B)-3 (С)-2 (D)1 (E)O 


E95) Qual expressáo deve ser adicionada a x? — бх + 5 para que resulte no quadrado de (x – 
3)? 


(А) 3х (B)4x (C)3 (D)4 (E)3x+4x 
E96) Dividindo-se x? + 1 por x - 1, encontramos: 


x? 2 
Ma Peris 0284 (В). 08) 2212 
x-1 x-1 x x-1 
E97) CEFET 98 
Calcule o valor de Е = ab? (ab?) lab” 
а? “Бн! Г" (ab) 


,sendoa=3eb=2, 


E98) x! —3х* +9 


Encontre o quociente e o resto de | 
Х — 


Ж ! 
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Jan? 
3) 


| 
E99) Simplifique a expressáo ba i br Ys E A 
: à 3x 

E100) Qual das seguintes expressões nao 

> 
representa a área da figura ao lado! 
(A) (3x2 + 2x) + (21x + 14) | 
(В) (3х + 2)(х +7) 


(C) (3x? + 7) + (2x + 14) 
(D) 3x(x +7) * 2(x +7) 
(E) x(3x) + x(2) + 7(3x) + 7(2) 


220 


J - бих“) (11, depois de 


4 2 
Е101) Qual é o maior coeficiente da expressáo Ё + M: 


simplificada? 
(А) 10 (В) 12 (C)32 (D)121 (Е) 243 

2 -1ү1-2 
Е102) Qual das expressões abaixo é equivalente a (a! + b-l)-1 š 


д) 222 8151 (9) E (D a+b (E) ab 
a 


E103) Multiplique: (2x7 -3yP5 хз -3y** ) 


E104) Ao dividirmos 2x* — 3x3 + 5x? — 9 por x? — 2x + 1. o resto será 
(A)9x-14 ()28*x*5 (CO)x)-2x«1 (D)x-10 (E). 


3,2 
Е105) Simplifique a expressão XY — 


ху) 
aL &X 02 ру” gr 
Xy x y y y 


E106) Dé o quociente da divisão de x3 + 9x2 — 8х * 4 por x? - x 9, 


(A) х +1 (B) -2x + 8 (С) x- 1 (D) -5x + 3 (E) NRA 
Е107) Simplificar 4x? 
(A)16x (B) 2x* (C) 4x* (D) 16x? 


E108) 


(E) 8x2 


Dé o quociente е о resto da divisão de 


(2x* - 9x2 5% + 3) por (x + 1). 
(A) Quociente: 9x2 _ lix + 6; 


Resto: -3 
Quociente: 9x2 _ 7x ~ 19; Resto: —9 
(C) Quociente: 9x3 _ 11х? + бх — 3; Resto: 0 
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capítulo 3 - Expressões algébricas 181 
D) Quociente: 2x3 — 2x? — 7x + 2 Resto: 1 
(E) Quociente: 2x3 + 2x2 — 7x — 12; Resto: -9 


E109) Qual das seguintes expressões é um fator de xŠ + x2 — 17x + 15? 
(А)х-5 (Bx-3 (Ox*1 (D)x*2 (E)x+3 


Зх? +x? —5x+1 
x—l 


(A) 3х? +4х-1 (В) Зх? +4х2-х (С) 3х2 -2х-3 (р) 3x?-2x+3 (Е) МКА 


E110) Calcule о quociente 


al +b" 
(a + by. 


E112) Sendo a = 6 e b = 2, calcule Ja x3Ñfa—5 PR lab 


E111) Simplifique 


E113) Se a, b, c e d são números reais, então quando as expressões (a + b).(c + d) e ac + bd 
sáo iguais? 

(A) nunca (B)sempre (C)quandoa-0 (р) quando actbd=0 (Е) quando ad+bc = 0. 
E114) Encontre o resto da divisão de x? - 3x? - x – 1 por x?- 2 

E115) Se 3*'Y = 81 e 3*Y = 3, calcule x e y. 

E116) Se f(x) = x? — Зх + 4x0 — 5x2 + x°, calcule f(1/2) 

E117) Qual é o resto da divisáo de 2x? + 11x? - 31x + 20 por 2x - 3? 

(4)0 (В)5 (С)10 (D)-3 (E) 11 

E118) Encontre o resto da divisáo de x? - 3 porx + 1 

()-4 (B)-3 (C)O (0)2 (E)NRA 


E119) Quanto vale x, sabendo que 2* - -1 ? 
(А0 6-2 (C)12 (D)-1 (E)NRA 


E120) Simplifique 16x^» 2° 
Оху" 


E121) Encontre o resto da divisão de 2x! — 3x2 + x + x? - 10 por x - 2. 
E122) Determine o resto da divisão de x? + x + 1 por x? + x + 1. 
E123) Determine o resto da divisáo de x -x?-x-*1l por x — 2. 


El24) Qual das expressões abaixo é um fator de x7 — 53x3 + 27x? + 25 ? 
&)&-1 (Bx-5 (C)(x+5) (D+ (E) (+2) 


E125) Encontre o quociente da divisão de 39 + 8x? — 4x por 2x + 3 
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E126) Determine o resto da divisão de x? + 2x^ — 5x P A 


= уЗ _ + 
E127) Епсошге К para que x - 2 seja um fator de Р(х) = x° — 4х2 + kx + 9, 


x Ө 
E128) Calcule Р ) para x = 2. 
(A)16 (B)64 (C)256 (D)1024 (E) 65.536 


E129) CN 76 - O resto da divisão de x? - x2 + 1 рогх-26: 
(А) 4 (B5 (С)3 (D) (E)-5 


. . e ^ . 3 
E130) CN 78 - O menor nümero inteiro que se deve somar ao polinômio x3 + x _ 1 Para M 
resto de sua divisão por x + 3 seja um número par positivo é: 


(А) 33 (В) зі (С)39 (D)-1 (E)29 


E131) EPCAr 2002 - О resto da divisáo do polinómio 
Р(х) = x! -2x +252 —Х+1 por (х + 1) é um número: 
(А) impar menor que 5 

(B) par menor que 6 

(C) primo maior que 5 

(D) primo menor que 7 


CONTINUA NO VOLUME 2: 80 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Soluções dos exercícios 


EI) 
а) 2x + За - 4ax + 11 К) a3 + 3a?b + 3ab? + b3 
b) 24x – 15у |) 2x2 + 9xy —3y2 + 8x -7y +22 
C) 4х + бу + 52 + 6xyz m) 9x? *2xy + -3x3 + бу + 6y 
d) 7x? + 5y2 + 2xy — 8x — 10y n) 8a?b + 3a2 _ 452 + 3b?a * 4ba 
e) 4x? — 5xy + x - 2y 0) —2x2y3 - yay? + 4ху - 3x3y2 
f)-5y? + 5xy? - x2 + 5xy — Зу р) 4ab + 2a? — 252 + 222 + Zap? 
7 элү ve Ма Ç P аа é 
П) Әх“ +2y2 + 10x — ду — r) -5x2y +5xy + -3x 2+10 
) wy —4xz + 9zy + 3xy 5) Tab + 23 + За —4a2 —3b2 
j) -3x? -13xy -3y t) 10x2 + 5y2 + 6x- бу — 10 
22 
a c)2 e) 14/15 9)-16 i) 6 k) 9-7 
5 6/5 - - 0 
492 05 p К 2 me TE 27 
E3) 
A classi 
a) Ч шэг "pede "penes da parte literal, não é afetada pela parte numérica JR 
цагтаа ET ЮН — mR oR qm 5 R 
цагг, n)! pR pm Í 
EA) 

а) 39 c)6 e) 3° | 20 
à й g) 5º i) 5° . 5 
COMO he je pZ mzn ошо az d$ 

p 
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E5) 
5 + 0x4 + 09 + 0х2 + Ox + 18 К) 3x2 + 2y? + Oxy + 4x + 3y + 6 
p) xé + 09 + Ox? + 2x + 0 ) Хх? + 2y? + бху + 0х+0 ^ 
с) 255 + 0х5 + 3х4 + O8 4x2 Ox + 0 m) 2x4 + 0x3 + 3⁄2 — 4 g^ 
d) 4x8 0x5 + 3x4 + 0х3 + 0х2 + 2x + 3 n) x Q3 e 4x 4D 
io mt сахлын 0) 6x5 + 2x4 + 0x3 + 4x2 + 0x +7 
суз + 0x2 + 3x " р) 3x5 – 3х4 – 2x3 + 0x2 + Ox + 9 
xë + 3x4 + 09 + Ox 2x+5 q) 4x3 + 0x2 + 6x -8 
т + 0х6 + 0x5 + 0x! + 0х3 + 0x2 + Ox +7 2 + b2 
h) x ep эн r) 0a? + b? + Зар + Oa + Ob + 6 
) da? + 4b + E 2 S) 2Ó + Ox* + x3 + 0x2 + Ox +0 
py! + бу? + 2у° + бу t) -2x4 + 0x3 + 2x2 + Ox +2 
| )-2х2  ej-2X g) 
а) 9x c)- e)-eX  g)9xy 1) 2х+2у K-Bxy  m)-2abc o 
à l )7a-5b q)7b+13 s)-3abc 
pity Ч)5х f) ab h) 5х+13 j)5a*5b:21)-322 п) ху —p)Oxyz 1-108 0) 2х 
E7) 
a)15xêy5z? с) 2х8 е) ба?Ы2с2 9) 18х2у — i)-6a'bic k) 12x2y3 6р5 
; k ! y! т) 12а55 о) 8x3 ч) 42х5у* 5) 60x2y?z3 
Б) Вах d)-8xy f)-2a'bc h)-15a%bt j) 24x5yz |) J5 Xy п) 16х2у2 р) 30ху2 г) 24а866 1)-30х2у222 
E8) 
а) 32х10 с) 49х10 e)-125x3 0)648808 i) -x21 k) 64уб 
i y m) 16х12 о) 5x8 q) 81x*y2 5) –1/(8х6) 
b)-6&9 d)81x6  f)4a?b$ h)9x! j) 16хбу?? |) -27a%x8 n)-64x$  p)-3266 г) 1/(4х'2) t) 125x9 
E9) 
а) ху? с)-(3/4)ху в)-12ху/5 g)-3bc? i) -бу25  k)-(2/5)? т) 16х 0)-14х 2y376 
i -14ху )8х2у229/3 s) -x2y328/16 
b)-2xy  d)-11(5x) 0 –4х2у/3 h)-12xy?/5 j)-4x?z (1)-20у22 п) Xyzló — p)-18xyz? r) -32xyz?. t) n 
E10) 
ey! c)-3Kabc)e)-2xy —g)9c(2ab)i)-I2yz k)-4y!h? т)11 уд) 0)-9х(2у) а)-9уз 
i y) 4)-9у225/х 5)-у228/(2х 
0)Бу7(3х2) d)-2y"1(323) f) Sylx3 — h)-4xy? j)-8xy 1) 20у22/х п) -6l(xy) р) -8х22/у г)-500ху42 12:13 
E11) 
a) E - 6xy? f) 5a? — 5b? k)3xy-18x?y-6x3y-9xy? p) ху + 2x3y + бху 
) abx — 6aby — 3abz2 g) —3a2 + b2 |) -6x + 8y - 4xy - 6 q) 8a3b3c — 12a?b2c^ 
C) 3x? + 3x + 15 h) -a2 + b? m) 6a?b + 4ab? — 8a?b? г) 2x3y? + 4x2y3 + 16xy? 
d) 6a?b+4ab?+2a?b2+12ab і) -а2 + b? п)8х?уг+12х2у22 16x2yz2 ѕ) 4х3у* + 12x2y5 
SNS + 5xy2- 20x2 + 25x |) 3x0 + 2x2- 5x + 8 о) 2х3у + 2xyº - 4х2у? 0) жу + 2% + хїу + уду? 
E12) 
a 24 + 3у) k) 4(2a?b?c* —a3c3 *3bfc? 444702) 
) ab — 2xy + y2) |) 2m(2xy - x + Зу + 5m) 


C) 2xy(2 -xy + 3x2y2 

d) 2c (2a2p: .. m) Бас) 
6а 2 _ 3x + 5) 

Í) 2m(2x — x2 + 3m) 

9) 2Sab(ab — 5b + 15а) 

һ)4Х (х4 + Буг + 2) 

1 Заах — 3 + друз) 

) Sabc(a +3b + бас) 


E13) 


Ч 2 + 6х3 + 6x2. 25% 

2 23 - à + 24x 1 
235520 408 + до 6 
IX 53243345 


[Jp 
) A ZA +13 


hx. 


m) 5a2b2c2(—a *2bc? *3a?b) 
п) xy(x3 + 3x2y? +x4 + x2y) 
o) 2a?b?cX(4b — c?) 

p) ху(х? + 4x? + 6) 

q) 2xy(x? + y? - 4x2y) 

r) 6xy(1 - 4x - x? - 2y3) 

s) 4ab(2a - b * ab - 3) 

t) х4(3х2 + 2x4 + 7x — 3) 


k) (2x7 —4x5 -2x* *5x? +5) + (2x5 —2x7 +4x3 -2x8 —2x4 ) 
|) (5х5 — 4х7 —2x5 -3x1 -5) + (2x5 +3х3 —2x6 «2x -3x4 ) 
m) (6 — Зх + 4x* *2x5 ) + (2x5 -2x7 -3x8 +4х -2x* -3) 
n) (2х2 +7х* +3х5 +45) + (2x5 4x7 +2x3 65 +2x2 4) 
о) -5x! – 2х6 + 12x5 + 2х4 + 3x3 + 4x2 - 5x — 7 
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g) 4x5 - 5xt + 42 + Tx + 1 0) 6x7 = 3х6 + 509 -2x - A + 502 egy 
h) 9x* + 4x3 + 2x2 - 13x +5 r) -5x7 - 8х0 + 2x - X + 2x- 8 

i) 2x8 -x6 - 4t - 48 - 2x? + 14x -7 s) 5x0 - 4x* + 4x? + Х2 + 5x - 1 

)26*8xt +0 + 42 +5 t) -7x! - 2x8 + 3x5 - 5x* + 12x - 6 

E14) 

a) 3x! + 2x3 + 6X? + 5x k) -2x7 + n6 + 46 - 3X! 3x2 +x +5 

b) 3x3 + 4х2 + 4x -11 1) 3x7 + 4x6 – 49 - 5x? + x + 15 

с) 2x6 - 3* + 2х3 + 2x2 — бх m) х7 + 2x6 + 26 -2x! + 39 — 2x? + 7 

d) * 4x! + 4x3- 5X? + x + 15 n) 3x7 + 3x6 + 10x! – 8x + 9 

e) 2x! – 3x8 + 4x! - 5x3 + 4x +3 о) Ax! + 3X6 - 3x5 – 2X? - 4x - 5 

f) 5x! — 5х5 + 5x* – 6x3 - 11x? + 9 p) 2x5 - 2x! - 108 + 4x? + 6x - 6 

g)5x! + 26 – 3x5 + 3x! 2x0 + 4x2 + 4 q) 2x6 — 6х5 + 4x* — 4x? - 2x? - 16 

h) 4x7 + 338 – 4x5 + хі – 33 - 2x - 15 г) х5 -5xt - 7x? - 6x + 9 

i) 10x7 + х8 — 3x5 + 4ó — 6x + 3x2 + 4 s) х5 - 8x! + 11x2 - 3x - 11 

))-2х5 + 3x3 + 3х2 + 4x — 2 t) -2x6 + x5 + 3x) - xX? - 4x -2 

E15) 

а) х3 + 4x? + 10x +7 k) 6x* — 10x? — 6x? + 36x 

b)x3-x+8 |) 6x5 + 18x3 – 12x? + 9x - 9 

с) xt- 5x3 + 13x? - 17x + 12 m) -9x7 – 6х5 + 6x4 + 15x? – 5x? + 10x - 6 

d) —4x8 – 20x7 — 10x6 – 20x5 — 16x* n) 4x6 + 2x5 + 2x4 — 3x3 + 3x2 + 2x - 2 

e) 2х6 — 8x5 + 6x + 4х2 - 15x + З о) 2х6 + 3x5 - 2x! — 8х3 + 5x2 + 5x - 5 

f) 6х8 — 6х7 — 16x6 + 8x5 — 14x — 28 р) 2х6 + 10x5 + 12x4 — 3x3 — 7X? + 6x 
0)-12х7 + 4x8 + 30x5 — 34x* + 83 — 30x + 10 q) -2x8 — 9x7 — 6x8 + 7x5 — 6x* - 3x - 9 

h) -7x8 — 21x7 + 5x8 + 13x5 — 6x^ + 6X? + 18x г) х9 + 2x8 + 2x7 — 7x8 — 136 — 4х* - 7x2 

i) =3x8 + 7x5 + 20x4 - 4x3 + 16x? s) x8 – 2x! - x6 — 2x* + ХЗ + 2x? - 2x - 8 

j) )—4x5 -2x + 2х3 + 10x- 5 t) 4x7 – 6х5 + 2x4 + X3 + X? + 8x +3 

E16) 

a) Q = 9x, R = 10 k)Qz28*4x2 -5, К= 0 

b) Q = 1/3, R= 3x + 6 ) 0 = -3х4-х2-2, К= 0 

с) Q = 2/3, R2 6x * 7 т) Q = -х5 – 42-х +8, К = 15 

d) Q = -2x + 8, R = 6х2 – 9x п) 0 = х5 + х2 2х, К=6 

e) Q = 8x- 1, К = 20х + 52 0) а = 4x6 x* – 5x, К = 12 

f) О =—4, R 2 25x? - 15x p) Q = -4x6 + 2x1 + 4x? - 2x, R=-15 

g) Q = -x4 - 8 + 3, R = 12x - 18 q) Q = x*/4 — x3/2 + 3x2/4 — 3x/4, R = 2x 

h) Q =-7х° + 139 * 5, Rz 0 r) Q = –х6/4 — 3x5/4 + 3x4/4 – x3 43522, R = Ü 
iQzx' «3? *1,Rz0 s) О = 2x - x3 - 1, R = -3x 

jq» -5х - x: «x -8, Rz 68 t) Q = –х6/3 -x5/2 + x0/6 — x3/6 + 5/6, R =-3 
E17) 

a)Q=x,R=2 k) Q = 2x? + 4x + 13, R = 28 

b)Q=-x+3,R=-5 )0-334324хХ41,К-0 

ОО вв, REN m) Q = х2 - 3х2 + 13x — 51, R = 205x – 204 

d) Q=2x-3,R=20 n) Q-x* 23 +3x2-4x + 5, R= 

vont a Caes 0) Q = 3⁄2 - 12x + 52, R = -208 

DQ A ан р) 0 = 2x – 53 «5x «x - 14, Rz 11 

Шах ao q)Q=-28 « 6x2 — 10, R = 10 

h) Q = 2x? - 10x + 50, R = -251 r) Q = —2x5 — 4x4 — 8x3 + 20x2 + 38x + 79, R = 165 70 
dj ин s) Q = —2x5 + 4x5 — 84 + 123 - 22x2 + 44x - 88, B 
PU t) Q = -7x5 – 14x4 — 30x? — 60x? - 117x - 229, R = 
23 6x +9 f) a! 3 20-30 
а) X“ - ox + a^ + 4ab + 4b? 4 3 v2 440x24 254427 
b) x? - 9x2 + 27x - 27 g) 9х2 — 12xy + 4y? e em A p) Eae +2ас+ DO ду 
c)xé-12x9554x2-108x* 81 1) 4 24120159: т) 1-62 ton A 42 зорь 16241280" 168 


> 
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4) 2+ 2xy + Y i) m BINAE n) x^ + 2x2y2 + y s) x3 + 3x2 + 3x + 1 

e) 2 - 29 + Y Dx - 19x* + 81 0) x*42x42 4-2 t) x3- 3x? + 3x- 1 

Е19) 

а) + 48 6x7 + Ax - 17 К) 3X? + 12x + 14 

56 x -40 I) x3 + 5x2 + 12x + 12 

)26 -5x*7 m) -3x? + 13x - 8 

4) х2-2ху + Y -3x + Зу +5 n) -8x 

e) 2— 2x + 2 o) 10(a + b)2 = 10a2 + 20ab + 10b2 

f 3a* 5 р) 4(x + 1)? + 6(x- 1)? = 10x? - 4х + 10 

gx*xt-x*2 q) 12x 

e +х—1 г) Х? + 2x + 1 

¡e dx +6 5) х2 + 3x * 3 

|) 4ab t) 4x + 10 

E20) 

а) 4-2х-1 C) 9ab? + 4a?b e) 16a5x3y 0)-283 + а i) 6х?т=п 

b) 4а20 – 5ab? + 5b3 @) 7х2+ 4ху-у — f)3a37 +5+ h) -2b + 4c j) j) 125а8о9тсэ? 
26ab2/3 + 4a2/21 


E21) 


a)-10x2 с) abt 


b) 28x2 d) 


E22) 
а) -65 
b) -13 


E23) 
a) x! 
b) 8x3 


E24) 
a) -ab?c?d5 
b) 2ху2/3 


E25) 
а) 2a? + 2р2 


C) 56 e) -19 
d) -8 90 

C) 7x e) 4x4 
d) -6x? f) 17x 


c)5a?b5c — e)4am?n* 
d)-xyziw* f)3yz3 


c) 6x - 22 


b) 9a? - 2a + 6 d) 4x + 4y + 4z 


E26) 
a) —2b2 


с) 6m3+4m2+7m+2 


Ы а + 3ә2+ ба+2 d) 2x3-2x2+4x+y 


E27) 


8)2-542-844  ca-b«c 


b) -ax 


E28) 


d) 2a - 2b + 6c 


a) -Tb? + 8c? — 18abc + 7c? 
b) 3x2 + Х-2 

C) a? + 3b3 + 4c3 — барс 

d) xt + 20-42 ту Б 
e)-X5 - 8 x22x 


- 


eJi2x5y'2 g) 63х2у2 
28xy'z f)24a'b%  h)3aób3c! 


i) 10470069 К) 21хбу? m) 12х8у525 о) 24х7у927 
j)-30a?b3c* 1)-30а*?с5х5 п) 48a5m*x$ 


9) -34 i) -48 k) 48 m) 0 0) 45 
h) 24 j) 22 1) -70 n) -18 
g) -4x i) 4x%y k) 3y? m) 12xy? 0) 3xy 


һ)ху4 }) 58у — l)-4eb? п) 3х2у/5 


9) -4c i) 3p? k) 1/abc га) 2/(mnp) o)-q2/(3mgt) 
h) 2п2 j) -13agt |) 3/(2ху323) п) -a/(3b?) 


e) 2b + 2c 
f) 4a + 4c 


e) 7x3 + 7x2 +2 


g) 3a? + 5a- 2 i) 9x3 - 3x 
h) 8ab * 3ac j) 5x? — 2y? + 3xy 


g) 3a%-a?b-2ab?+b? i) -3x3 – 4y3 — x2y – 4xy? 


f) a3 + 3a?b-ab? Һ)5х2+3х2у+5ху2+13 j) 3c? — d? + c2d + са? 


e) 2x - 3y * 8z 
f) x +4у + 5z 


g) 2ac + 2bc 1) x? + 3x2 + 2x-8 
h) 2abtac+4bc-2bd j) x3 — 7x? + 4x 


f) - 2b3 + 4a?b — 2ab? 

9) ab? *2a?b? — 2b* 

h) 2x3 – 11х2у — 2y? + 4xy2 — 3x? — 5y? 
i) 3a?b — 3ab? 

j) - 2c? - 2ab + 2bc + 2ac 


“Уул. 
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Е29) | у, 
e)5a*2b-4c 9) 3а-0 |) -8x+y | 


a) 5a + 2b-2 c) 13x – 15y + 32 


b) x + 2a d)2a*b-4c — 03х-5у+2 n2x*3y*27 — 6x3 
P b? j) 4&?b - 20a?b? )5 
а) ab * ac d) 6x? - 9xy g)bx- 3 iain т) 9x5y — 15 
b)eb/cta?bo^-ab/c2 е) 12ху + 6у2 ћ)-баз+9а20й K)Xy'*3 nes зар. 
с) 4x? + 28x f) 6a — ба? i) 10х22 + 15х22 1) -2x* 0) 7D + азр 
E31) 
a) а5 + 2a'b + 2a2b2 f) —a5 - a'b? — а? k) Ba'b? + 1225 
b) a?b? + 24203 + 2415 g) 3a?y! — 9a?xy* + 3a?y |) 885b? +10а5 
c) 8x3 — 12х2у -18ху? h) ху? -х бу! — у? m) 4x* - 6x* + 6x3 - 10,2 
d) х2у2 — 2xy3 + у i) 4х5уз – 6x*y5 + 4x3y5 n) 9x7 — 12x5 + 15x* — буз 
e) 15atb! – 20a?b5 + 54503 j) a0x5y10 — a9x4y9 — а?х?у? 0) 10a*b — 25a2b2 – 15ађз 
E32) 
a) 8m2 — 10mp + 3p2 f) a3 — b? k) —a4 + 4a3b — 7ab3 — 2p: 
b) x — bx — cx + bc g) a? + b? |) 204555 + 74359 — 25a5b! _ 2а 
c) 25x? — 30xy + 9y? h) a? + ab -bc- c? m) 2x* + 13x3 + 9x? — 50x + 40 
d) a? - 12ab + 35b? i) af + bt + 2a?b?-a3b-ab? п) 3х + 5х3 + 32+ х 
е) a? + ab – 6b? j) x5- 3t – 3x3 + 16x? - 21 о) x + 2xfy — x3y2 – 4x2y3 + 2xy! 
E33) 
a) а — 2a?b? + b* f) - a + bt + 4a?b? — 4ab? 
b) a?b? + c?d? + 2abcd — a?c? g) a^ — bí — c! — 2b2c2+ ac? — азс + ab?c 
с) 3x5y* + 9x2y8 — 2x5y? — 6x3y^ h) a* — 16a?b2x? + 32a?b?x3 — 16a4b4x4 
d) x^ — 2x2y? + y! i) 6a* + 5a?bx — 6a?b?x — 4a?b?x? + 3ab3x3 + 4ab?x — 2b*? 
e) 3x* - 5x3y — 12x2y? — хуз + Зу! j) 14x*y3 + 32x3y5 — 48x*y* + 10x8y2 — 16х2у? 
E34) 
a)2a?-a d) 5m? — p? g) 2x? - 3x )5x-y m) -3a + 4b - c 
Б) 7a*-a e) 3x3 — 5x2 h) —2 +2 К) ax- 1 n) ab — bt - ab 
с) 7X? + 1 f) 3x3 + 1 i)a * 2c l) x + xy о) x - 2xy - 3? 
a) xy — x2 — y? c)-a+1-b e)x2+2x+1 0)3-х2у-у? i) a2c2+a-c 
b)a?-ab-b? d)-1*xy*xl!?  fja-b-c h) ab — 2 — 3b2 j) a?b?- 3abc - 2 
E36) 
a)Q=x+8,R=0 f0Q=3a+1,R=0 а= a? -ab - ac - bc & +, R=0 
b)Q=x-8,R=0 0)0-а45,К-0 ) Q=x-3, R=-6x2+6x+2 
c)Q=x+8,R=0 h)Q=x2-x+1,R=0 m)Q=x2+3x+1,R=0 
хадан Ээ )Q-x*x «t, R-0 n)Q=a-b,R=0 
e)Q=a+5,R=0 )0--34-2,8-0 0)Q=x+y=z,R=0 
E37) 
a) x + 5a + 9 f 
Е -15a + 8b – c 
b) 5а + 4b + 7d - 12 g) 7a — 5b 


c) -f + 8m - бх - За - 8 
d) -7a - 17b + 8c - 19d + 3e 9f 
e) 27a - 14b 


h) 3a2 + a2b + 2ab? - 7b? 


4 
i) Bat — 5a3b + 36a2b? - 9ab? * b 
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ЕЗ8) 4 E39) ab E40) (A) EA1) (A) E42) (D) 

E43) (D) 

p44) a) 9x? - 36x + 35 b) 8x? + 26x + 15 c) 4x? + 12x +9 

pg 89458542 E47) (D) 8) (8) 

849) (А) E50) —2a? + 7a?b – ab? — 4b3 


goi) x+ 614 de х! + О I0 х9 + х8 + х7 б х5 ee xD 2+х +1 


E52) xà - 2x2 - бх + 27 E53) x! -x3+x2+x-9 E54) 47/6 
E55) 0 E56) Expressáo algébrica racional fracionária 

E57) Q=x*-2x+1,R=0 E58) Q = 3х2 + бх - 1, R = -17x - 4 

E59) (B) E60) (C) E61) (12) E62) (C) E63) (B) 
E64) (C) E65) (D) E66) (C) E67) (D) E68) (A) 
E69) (C) E70) (A) E71) (B) E72) (E) E73) (A) 
E74) (B) E75 (E) E76) (C) E77) (C) E78) (B) 
E79) (B) E80) (B) E81) (С) E82) (C) E83) (A) 
E84) (C) E85) (A) E86) (C) E87) (C) 


Todos os termos de P(x) teráo o sinal invertido, quando trocamos —5 por 5 (e vice-versa). Se 
P(-5) vale 17, os trés termos em x, х5 e x? têm soma 14 para x = —5. Se fizermos x = 5, esta 
soma passará a ser ^14. Somando 3, teremos que P(5) = —14 + 3=-11. 


E89) (C) 

E90) (A) 2 i 

OBS: Dizer que Q(x) = —2x + 1 é um fator de P(x) = -6x? + 11x? — 2x + k é o mesmo que dizer 
que o resto da divisão de -6x3 + 11x? - 2x + k por -2x + 1 vale 0. Para encontrar de forma 


rápida o resto da divisão por -2x +1 = —2(x — 1/2), usamos o teorema do resto, calculando 
Р-1/) e igualamos a zero. 


E91) (E) E92) (B) E93) (C) E94) (C) E95) (D) 
E96) (D) 


E97) Solugáo: 


Calcule o valor de gab? day (67) sendo a=3eb=2. 


а? .b- (a? b^ r (a) 


Bm 
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Solução: Devemos simplificar a expressão para depois calcular o valor numérico, Co 


os fatores a e b estão operados apenas por multiplicações, divisões e Potências, e tod, 
Mo 


Operar com os expoentes: 

Expoente de a no numerador: 1 - 4 + 2 = -1 
Expoente de a no denominador: -2 + 4 + 4 = 6 
Expoente de b no numerador: -2 + 8- 2 = 4 
Expoente de b no denominador: 1 + 2 – 4 = -1 
a b _ b 

gU a 

Fazendo а-3 e b-2 ficamos com 25/37 = 32/2187 


Ficamos entáo com: 


E98) Q = x3 * x2 -9x -2, R - 7 E99) Bl ‚ se п>0 E100) (С) 
2 
Е101) (А) E102) (C) E103) 4х29:5 — 6x1 у*-® 6x ys 4 939 
E104) (A) E105) (B) E106) (A) E107) (B) E108) (D) 
E109) (B) E110) (A) ки) 8497 
ab 


E112) 4. Simplifique antes de atribuir os valores de a e b. 


E113) (E) E114) (x-7)  Ell5)x-59ey-39 E116) -37/4 
9.15 

Е117) (В) E118) (A) E119) (E) E120) 822 £121) 20 

El22)x+2 E123) 15 E124) (A) E125) 4х2 — бх + 7 E126) 36 


E127) P(2) tem que ser 0, ou seja, tem que deixar resto 0 na divisão por x - 2. 


P(2) -0 > k --3 


E128) (B) E129) (B) E130) (A) E131) (С) -7 


Scanned by CamScanner 


Capítulo 4 


Produtos notáveis 


Para ganhar tempo 


A maioria dos alunos conhece bem a tabuada. Se aparecer uma expressáo como 7x12, saberáo 
calcular rapidamente a resposta: 84. Por outro lado, se aparecer o número 84 no numerador de 
uma fração, é extremamente útil saber que pode ser dividido por 7, ou por 14, ou por 12: 


84=7x12 
84=14x6 
84=12x7 


Ao ver em uma expressão, o número 84 no numerador e o número 35 no denominador, o 
aluno lembrará imediatamente que ambos podem ser divididos por 7, e simplificará a 
expressão com facilidade: 


84 19 12 19 


* 
11 35 11 5 


O aluno que não vé imediatamente que 84 e 35 são divisíveis por 7, vai perder mais tempo 
testando a divisibilidade. 


Ocorre exatamente a mesma coisa com as expressões algébricas. Certas expressões aparecem 
com muita frequência, e se soubermos o resultado memorizado, ganharemos bastante tempo. 


Certas expressões algébricas simples, que aparecem com muita frequência, são chamadas 
produtos notáveis, e devem ser memorizadas. Vejamos quais são essas expressões e seus 
exemplos: 


(a+b)? = a? + 2ab + b? 


Nesta fórmula e nas fórmulas seguintes, as variáveis a e b representam expressões algébricas 
quaisquer. Por exemplo, se tivermos a=x e b=5, a expressão fica: 


(x+5)2=x2+ 10x +25 (observe que 2.x.5 = 10x e 52 = 25). 


Isso é uma fórmula que precisa ser memorizada. A melhor forma de memorizar fórmulas é 
entender como são obtidas. Calculemos o valor de (a+b)? sem usar fórmulas memorizadas, até 
chegar à expressão final. Elevar um valor ao quadrado é a mesma coisa que multiplicar o valor 
por ele mesmo. Ficamos então com: 


. 
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190 — ч ALGEBRIST, 
(a*b)2 = (a+b).(a+b) 


i i i y caso particula е 


(a+b).(a+b) за +a.b + b.a + b? 
Como a.b é a mesma coisa que b.a, a expressão resulta em: 
(a*b).(a*b) = а? *ab + ba + b? = a? 423b + b? 


Provamos assim que: 
(a + b? = a? + 2ab + p? 


Se ao invés de a e b tivermos outras letras, números ou expressóes, a fórmula continua válida: 


“O quadrado da soma é 


igual ao quadrado do primeiro termo, mais duas veze 
primeiro pelo segundo, 


'5 O produto do 
mais o quadrado do segundo termo”. 


| Exemplos: 

(х+1)2 =x? + 2x + | 

(x*2)? =x? 4x +4 

(х+3)2 = x? + 6x +9 

(44) = x? + 8x + 16 
Qty) = dx? + dy yl 
(2x*3y)? = 4x? + 12xy + 9y? 
(x*12? = x? + x + 1/4 


y ai ST 


Também é comum aplicar a fórmula no modo inv 


que é um quadrado perfeito, transforma. 
devemos: 


етзо, ou seja, dad 


à uma expressão algébrica 
à no quadrado de 


um binômio. Para fazer 1550, 


1) Identificar entre os termo 


s da express 
quadrada positiva. 


йо, dois quadrados perfeitos e encontrar a sua miz 


é igual a duas vezes o 


е produto das raízes quadradas. Se for, à 
expressão original é igual ao quadrado da soma dessas raízes quadradas, 

Exemplo 
| Transformar a expressão х? + 12: 


xéo quadrado de x 
36 é o quadrado de 6. 


da expressão. Então concluimos que: 
x2 + 12x + 36 = (x+6)? 


IN rra 
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барше TOMO NOMES A E 
Exemplo: 


Verificar se a expressão x! + 6x?y? + 9уб ё o quadrado de um binômio 


2 
xtéo quadrado de x 
9y5 ё o quadrado de 3y3 


9,х2.Зу? - 6x2y?, que é exatamente o outro termo da expressáo. Logo: 
x! + 6x2y3 + 9уб = (x? + 3y2)2 
Como vemos, é importante nào apenas saber elevar um binómio ao quadrado, mas também, 


fazer a operacáo inversa: dada uma expressáo, identificar qual é o binómio que, se elevado ao 
quadrado, resulta na expressáo dada. 


Exemplo: 
A expressáo х? + бх + 206 igual ao quadrado de um binômio, somado com um número. 
Determine qual é este binômio e qual é este número. 


x? é o quadrado de x 


Não conseguimos identificar o outro valor que está somado com x e elevado ao quadrado. 
Mas sabemos que o termo em x, que é 6x, é igual a 2 vezes o primeiro pelo segundo, ou seja: 


6x = 2.x.(segundo) 


Sendo assim, o segundo valor só pode ser igual a 3, e o quadrado do segundo é 9. Podemos 
então escrever a expressão original (fazendo 20 = 9 + 11) como: 


х? + бх+9 +11 
Concluímos entáo que a expressáo original é igual a (x*3)? + 11. 


Exemplo: 


Escrever a expressáo x? + 10x + 40 como a soma de um quadrado com um número. 


Já vemos na expressáo um quadrado perfeito, que é x? о quadrado de x. O termo do 
primeiro grau, 10x, é igual a 2 vezes o primeiro (x) vezes o segundo termo do binômio. Então: 


10x = 2.x.(segundo) > o segundo termo ё 5. 


Agora temos que fazer aparecer na expressáo o quadrado de 5, que 6 25. Para isso basta 
desmembrar 40 em 25 + 15: 


X? + 10x + 40 = x? + 10x + 25 + 15 = (х+5)? + 15 
Exemplo: 
crever a expressão x? + 8x + 3 como a soma de um quadrado de um binômio, mais um 


valor fixo. 


Encontramos na expressáo um quadrado perfeito que é x?, o quadrado de x. O termo 8x é 
igual a duas vezes o primeiro (x) pelo segundo. Então: 


8х = 2.x.(segundo) Э o segundo número do binômio é 4 


ke É 
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Comos então que fazer aparecer na expressão o quadrado de d, que 6 10, | 


O QUito termo, A, como T6 19 “emos 
Mea , 1 5 D 

NO ХЭЛ RP NN t Ge DS (хы)? 10 

Da vo y Wa SY ч ' i " 

Para fazer surgir o termo “quadrado do segundo", ao Invés de fazer 9 = 16 13 pod 

t 1 1 ` < Ч му ers 
ambém somar e subtrair 16, Somando e subtralndo valores Iguala, o valor da “moy 


expressão na 
altera, Pressão não se 


NÈ? t Bee De Ne Be A Ge NP t By O +3- HG (x H4) 13 


Este método para “completar quadrados” somando e subtratndo um valor conveniente 
x ars y ` ` П ^ ` Y ў d Ya л 
tazer aparecer o valor desejado em uma expressão, sempre funciona, Para 


Exemplo: 


NN UT Bue le ` 
Exprimir x? Эх + 1 como a soma de um quadrado perfelto mals uma constante 


Já temos ХЭ, então o primeiro termo é х, Palta determinar a expressão “duas vezes o Primeiro 
vezes o segundo”, Como x é o primeiro termo do binômio que está elevado ao quadrado, o 
termo 2.primeiro.segundo é 2x.segundo = 3x. Sendo assim, o segundo termo é 32. 0 
quadrado do segundo é (3/2)? = 9/4, Algebricamente, o passo mais simples agora é somar e 
diminuir 9/4, ficando com” 


x? dx + 9/4 + 1 — 9/9 (x + 3/2)? 41-94 (x + 32)? - 5/4 


Exemplo: 

Exprimir 102% + 2,10% como a soma de um quadrado perfeito com uma constante. 

O termo 10?" ё um quadrado, pois podemos escrevê-lo como (10")2, Sendo assim, 10?" é o 
quadrado de 10", e o termo 2.10"! contém este termo elevado a 1. Podemos entáo formar o 


termo do meio 2.10".segundo = 2.10", portanto o segundo termo é 1. Para chegar ао 
quadrado de (10™ + 1)? = 10% + 2,10, vamos somar 1 e subtrair 1: 


102m + 2.10 = 102m + 2,10% + 1 — 1 = (10% + 1)? - 1 


Exemplo: 

Exprimir xt + бх? + 30 como a soma de um quadrado perfeito e um valor constante. 

Note que a expressio *quadrado perfeito" pode ser usada para nümeros e também pará 
expressões algébricas. No caso, uma expressão algébrica é chamada de “quadrado perfeito ; 
quando é o quadrado perfeito de outra expressão algébrica. Esta expressão é usada T 
informalmente, pois a rigor, qualquer expressão algébrica positiva pode ser escrita como 


quadrado de outra expressão algébrica, por exemplo, x + 2 é o quadrado de Vx+2 ‚ desde 


de . : 1 1 á qe 

que x * 2 nào seja negativo. Sob este prisma, poderíamos responder que a expressão | 

~ € ‹ . r < 1 ? j +3 | 

problema, x! * бх? + 30 já é um “quadrado perfeito", о quadrado de х +6х д гай 
su 


Permitindo o uso de irracionais, qualquer valor náo negativo é o quadrado de 
quadrada. 

5580 
8069 


ї 


: . . А A expre 
О enunciado ficaria mais preciso se escrevéssemos como “о quadrado de uma ёХР 


" А А 4 x 
algébrica racional”. Usualmente usamos o termo “quadrado perfeito” para е ер 
гол x api - Em. seja, 
algébricas, quando as expressões algébricas envolvidas são todas racionais, oU ; orfeito” 


existem raízes nessas expressões. Ainda assim, apesar de não usarmos a NE 

230. 
` д 4 RU ‹ . 4 + 
isto nào muda o fato de que x* + 6x? + 30 continua sendo о quadrado de vx + 6x 
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Vamos entáo procurar formar uma expressão da forma а? + 2ab + b? no nosso trinómio x! + 
6x? 4 30. 


В « . Е z as E . - € 2 
O termo candidato a ser o “quadrado do primeiro” é x4, então o “primeiro” seria x2. Isto não 


4 imei » 
se deve ao fato do х" aparecer primeiro na expressáo, mas ao fato de termos encontrado um 
valor (x?) e seu quadrado (x*). 


primeiro 7 x?, quadrado do primeiro - x* 


Sendo assim, o termo do meio da expressáo (2.a.b) seria: 
6x? = 2.primeiro.segundo = 2.x”.segundo 


Portanto o segundo termo só pode ser 3. Para formar (x? + 3)2, falta apenas aparecer o 
quadrado do segundo termo, que seria 3? = 9, Vamos entáo somar e subtrair 9 na nossa 
expressáo: 


xt + 6x2 + 30 = x! + 6x2 + 9 + 30-9 = (х2 + 32 + 21 


Exemplo: Exprimir х+ Ух (x>0) como a soma de um quadrado, mais uma constante usando 
o menor número possível de radicais. 


Uma solução para о problema seria (vx + Ух} + 0, porém esta nao é a forma mais simples, 


podemos resolver o problema com um ünico radical. Como o termo x é o quadrado da sua 
raiz, vamos fazer: 


Primeiro = Y х 
Quadrado do primeiro 7 x 
Nesse caso, o termo 2.primeiro.segundo ficaria: 


Ух = 2. Jx -segundo 
segundo = 1/2 


A expressáo elevada ao quadrado seria /x +5 . Seu quadrado é: 
1 2 
(54) Nm 
2 4 


Falta portanto adicionar e subtrair 1/4 para completar o quadrado: 


A dr 1212 +3) a 
4 4 2) 4 


Obviamente, expressões como x? + 6x + 9 são muito fáceis, e a coisa fica feia quando 
Parecem frações e radicais. 


Interpretação geométrica 


А fórmula do quadrado da soma pode ser interpretada geometricamente, como o cálculo da 
area de um quadrado de lados iguais a (a*b). Por outro lado, a área desse mesmo quadrado 
Pode ser calculada como a soma das áreas dos quatro quadriláteros da figura abaixo: 2 
Quadrados e dois retângulos. As duas situações são mostradas nas figuras abaixo. 


h. 4 
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_ Б-г B 
a a 
(a+b) 
| | 


Ocorre que os dois quadrados têm áreas iguais a a? e b?, e os dois retângulos são | 


Buais, 
áreas iguais a ab cada um. Sendo assim, a área do quadrado total é dada por a? + bep 


Isso mostra que: 


(a+b)? = a? + 2ab + b? 


OBS.: Várias fórmulas algébricas e geométricas podem ser demonstradas através de interpretações 
geométricas como neste exemplo. 


Não confunda 


Ё natural que muitos alunos, ao trabalharem pela primeira vez com letras, cometam alguns 
enganos baseados em idéias erradas. Por exemplo, muitos alunos pensam que (a+b)? é à 
mesma coisa que a? + b?. Está completamente errado. Por exemplo, 102 é igual a 100. O 
número 10, por sua vez, pode ser escrito como uma soma de números positivos, de várias 
formas: 


10 =1+9 
10=2+8 
10=3+7 
10=4+6 
10=5+5 


Considere agora somar os quadrados dessas parcelas: 


12+ = 1 + 81 = 82 
22 + 82 = 4 + 64 = 68 
32 +72 = 9 + 49 = 58 
42 + 62 = 16 + 36 = 52 
52 + 52 = 25 + 25 = 50 


São números que, somados resultam em 10, mas a soma dos seus quadrados não ё а me 
coisa que o quadrado de 10 (ou seja, 100). Isto ocorre porque a operação de elevar Е 
quadrado não é distributiva em relação à adição. Nem sempre operações que fazemos à 
relação à multiplicação e adição podem ser feitas com outras operações, como é peri di 
potência. Isso explica porque (a+b)? não é a mesma coisa que a? + b?. No aprendiz 4 
álgebra não devemos usar de forma indiscriminada аз propriedades aprendidas шин" 
números naturais, inteiros e racionais e as quatro operações básicas. É preciso aprenden "E, 
uma, quaís propriedades podem ser usadas. E a potência, definitivamente, não tem asn 


propriedades que a adição, e a multiplicação, em relação à distributividade. 
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О ünico caso em que (a+b)? = a? + b2, é quando a ou b valem zero. 
A diferença entre (a*b)? e a? + b? também pode ser interpretada geometricamente. 


A figura mostra um quadrado de lado igual a 

a b I š 9 3 
---| (a+b), sua área é portanto (ат). Estão 
também destacados na figura os quadrados 
de lados a e b, cujas áreas são a? e b2. Vemos 
então que a? + b? (a soma das áreas dos dois 


a quadrados destacados) é bem diferente de 
(a*b)? (a área do quadrado total). 
Exercícios 
EI) Calcule os seguintes quadrados usando a fórmula do quadrado da soma 
а) (x«t? f) (+5? k) (a+2b)? p) (3ab+b2)2 
b) (x+3)? g) (x+10)? |) (3a+b)2 q) (Sab+3a2b2)2 
c) (2x+3)? h) (2x+5)2 m) (4x+3y)? 1) (х2+у2)2 
d) (7+2x) i) (4х+у)? n) (х?+9)? s) (2x? + 3y2)2 
e) (x*6)? j) (х+Зу)? о) (2a2b+3ab?)? t) (2x8 + 5у?)? 
E2) Transforme cada expressáo abaixo no quadrado de um binómio 
а) х2 Mx +4 f) а2 + бар + 9b? К) х2 + 10x + 25 р) b? + 6b + 9 
b) х2 +6х +9 0) 9х2 + 24ху + 16у2 1) х2 + 20x + 100 q) xt + 6х2 +9 
с) х2 +10х +25 h) 4x? + 4x + 1 m) 16a? * 8a * 1 r) xt + 2x3 + x? 
d) x2 +2х +1 i) 9y? + бу + 1 п) 4x? + 12ху + ду? s) xY + 4x + 4 
e) x? +12x +36 j) 4k? + 12k +9 0) 100m? + 60m + 9 t) 10000 + 200x + x? 


E3) Escrever cada expressáo abaixo como a soma do quadrado de um binómio, mais um 
valor constante. 


а) х? + 10x + 16 f) m? + 8m К) х2 + 5x + 1 p) x * x!? + 1, x50 

b) x? * 6x +1 g)x2+x+1 |) x10 + 10x5 q) ху + 202. x20 e y>0 
c)x2+ 10x + 10 h) x2 + 3x т) 241 r) 102 + 6.10" 10 
d)22 + 4z i) 4m? * 7m n) x? * 12x * 100 5) 52m 4,5т + 1 
e)x2+6x+8 ) 448 0) x* + 2х2 + 10 {\22+7'+1 


(a - b)? = a? - 2ab + b? 


Este é um outro produto notável que aparece com muita frequéncia: 


“0 quadrado de uma diferenga de dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo, menos 
duas vezes o primeiro vezes o segundo, mais o quadrado do segundo termo.” 


(a - b)? = a? — даь + b? 


A fórmula pode ser demonstrada facilmente, como já fizemos para o quadrado de a+b, exceto 
que agora teremos a-b: 


(@-Ь)? = (a-b). (a-b) = a? — ab - ba + b? = a? - 2ab + b? 
im | 
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mobs a é partir da fórmula d 
цэ 222: vir esta fórmula é partir da à do quady 
Uma outra forma mais fácil para deduzir esta fórmula € р q 


r Чи; 
l fórmy 


la t (^b)? = a? + 2a (-b) + (-b)2 = a? - дар + b? 


Exemplos; 

(x-1)* = x? - 2x + 1 

(x-2)* = x3 -4x +4 

(x-3)? = x? -Gx +9 

(x-4)^ = x? -8x + 16 
(2х-у)? = dx? -4ху + y? | 
(2х-Зу) = dx? -12xy + 9y? 
(x-12 = x? -x + 1/4 


Exercícios 

КА) Calcule os seguintes quadrados usando a fórmula do quadrado da soma 

а) (x - 2)? f) (x 9)2 k) (a — 5b)? р) (Sab - bz? 

b) (x - 4)? 0) (x - 12)? |) (7a – by? ч) (Зар – 54252) 
0) (2x - 5)? h) (3x —7)? m) (5x — 2y)? r) 02-у2 
0)(7-3хр i) (2x - y)? n) 32-48) 5) (3x? - 7у2)2 

e) (x - 7? j) (х- бу)? о) (За? — 4ab?)? t) (5x3 — 3y2)2 


Outro tipo de problema muito comum é reconhecer um 
algébrica. Muitas vezes isso nào é um problema indepen 


resolução de problemas maiores, por exemplo, na resolução de equações. Vemos que o 
quadrado de um binómio (seja adigáo ou subtração) é uma expressão com três termos 
(trinômio), na qual dois deles são quadrados perfeitos e com o mesmo sinal, ou seja, devem 
aparecer o quadrado de um primeiro termo e о quadrado de um segundo termo. Se o outro 


termo for igual a duas vezes o primeiro pelo segundo, então é a expressão é o quadrado de 
uma soma, se existir um sinal trocado, então é o quadrado de uma diferença. 


quadrado perfeito em uma expressão 
dente, mas uma etapa a ser usada na 


Exemplo: 


Verificar se a expressão x? — бх + 9 é um quadrado perfeito. 


Se for um quadrado perfeito, a ex 


pressão deverá ser o quadrado de um binômio. Temos que 
identificar inicialmente, dois termo 


8 que sejam quadrados perfeitos: 


х? € o quadrado de x 
9 € o quadrado de 3 


‹ ` =m f ГА 
2.x.6 = (x, que ë exatamente o 


outro termo, porém com sinal trocado. Então a expressão ê ? 
quadrado da diferença: 
x? - x + O = (x - 3)? 


Observe que (3 - x)? é a mesma Coisa que (x — 3)?. Por 
um número ao quadrado, náo importa se o seu sinal é positivo ou ti or exemplo, 

à mesma coisa que (-5)2. Sendo assim, (3 - x) é a йг cois Но. 3 Ñ o o sinal поси 
(é preciso trocar todos 08 sinais). Logo, se elevarmos a o qu d d dos be ега o mesmo: 
Isso também pode ser visto através da fórmula: — 


os 
qué? Sabemos que quando elevan”, 


Scanned by CamScanner 


P 


Capítulo 4 - Produtos notáveis — - | 197 


(b-a)? = b2 — 2ba + a? 


Vemos então que as duas expressões acima são iguais, O exercicio que acabamos de 
exemplificar tem então duas respostas: 


x2- 6x + 9 = (x - 3)? = (3 — x)? 


Apenas por questáo de сопуепсйо, tradicionalmente escolhemos (x - 3)? para que o binômio 
fique ordenado e com o primeiro termo positivo. Mas nada impede que seja dada a resposta 
(3 - х)?. 


Exemplo: 
Verificar se a expressão 4a?x? -19ax3 + 9x! 6 um quadrado perfeito. 
Vemos que a expressáo tem dois quadrados perfeitos: 


4a?x? é o quadrado de дах, 
9x* é o quadrado de 3х2. 


Multiplicando duas vezes o primeiro pelo segundo, ficamos com: 


22ax.3x? = 12ax3, que ё exatamente o outro termo, porém com sinal negativo, Então a 
expressão é o quadrado da diferença 


4a?x? -12ax? + 9x! = (дах — 3ax2)? 


Exemplo: 

Verificar se a expressão 10x — 25 — x? pode ser expressa a partir de um quadrado perfeito, 

Este exemplo é um pouco diferente. Temos dois quadrados perfeitos: x? e 25, porém ambos 
aparecem com sinais negativos. Vamos então colocar -1 em evidência para que à expressão 
entre parênteses fique com dois quadrados perfeitos com sinais positivos. 


10x – 25 - х2 = -(х2 -10х + 25) 
É claro que ao colocarmos -1 em evidéncia, todos os sinais da expressio que ficará entre 
Parénteses seráo trocados, e o termo 10x aparecerá como -10х. Analisando agora a expressão 


entre parênteses: 


2 P 
X" € о quadrado de x 
f E , 
2560 quadrado de 5 


2.5 = 10x, que é exatamente o outro termo, porém com sinal trocado, Então 
х2-10х + 25 = (x — 5)? 


Мао podemos esquecer que esta expressão está dentro de um par de parênteses que tem um 
sinal Negativo na frente: 


l0x ~ 25- x2 = (х2 10x + 25) = -(x - 5)? 


im. 
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O ALG 
Exemplo: EBRISTA 


Escrever a expressáo x? -20x + 50 como a soma de um quadrado de um binômi 
valor constante. 9 mais y 


Já fizemos exercicios como este quando estudamos o quadrado da soma. O roteiro é: 


1) Identificar um termo que seja quadrado perfeito 
2) Identificar um termo que possa ser “duas vezes o primeiro pelo segundo” 
3) Fazer aparecer um valor numérico que seja o quadrado do segundo 


No nosso exemplo a expressão é x? -20x + 50. Identificamos o termo x? que é um quadrado 


1) x? é o quadrado de х. 

2) 2.x. “segundo” = -20x, então o “segundo” é 10 e a expressão terá о quadrado de u 
diferença, que é (x — 10)? = x? — 10x +100. 
3) Como a expressão original é x? — 10x + 50, transformamos em x? - 10x + 100 - 50. 


Então: 
x? -20x + 50 = x? — 10x + 100 — 50 = (x — 10)? – 50 


E5) Transforme cada expressão abaixo no quadrado de um binômio 


a) x? - 14x + 49 f) x2 -2x +1 К) 9x? -24xy + 16y? p)x* + 22 + 1 
һ) х2—6х +9 g) x2 — 26x + 169 |) 4t? + 28t + 49 9) Кб—6К3+9 
c) x? — 20x + 100 h) x? -12x +36 m) 9c? * 30c * 25 г) 102» — 2.10n 4 1 
d) x? -4x 44 i) x? - 24x + 144 n) 4m? - 4m * 1 s) 1 +w+w2/4 
e) x? -10x +25 j) a? Sab + 9b? 0) x? +x + 1/4 t) xtex?« 1/4 


Interpretacáo geométrica 


Expressões algébricas simples do segundo grau podem ser interpretadas geometricamente 
através de áreas de quadrados ou retángulos, nos quais os fatores do primeiro grau aparecem 
como lados. Já mostramos neste capítulo a interpretação geométrica da fórmula que dá (a*b)?. 
Veremos agora uma interpretação para a fórmula de (a - b)2. Para isso vamos construir um 
quadrado de lado (a – b) cuja área possa ser formada a partir de combinações de a?, b? e ab, 
que 880 as áreas dos quadrados de lados a e b, e de retángulos de dimensóes a e b. 


| а | Na figura ao lado temos шп quadrado 
a-b b grande, de lado a, e um quadrado menor, de 
A lado b. O quadrado médio tem lado igual a 


T T (a-b). Note que existem dois retángulos de 
lados b e (a - b), mas se cada um desses 

2 retángulos for juntado com 0 quadrado 

a-b (a-b) menor, ficaráo dois retángulos de lados a e b. 
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a-b a-b 


— 


O quadrado médio, com lados iguais a (a — b), pode ser obtido da seguinte forma: 


1) Partir do quadrado maior, de lado a, área а?. 

2) Subtrair um retángulo de lados a e b, com área a.b. 

3) Adicionar o pequeno quadrado de lado b, área Ь?. 

4) Subtrair o outro retángulo de lados a e b, com área a.b. 


A figura abaixo mostra essas etapas. 


a? — ab + b? — ab = (a - b)? 
a?- 2ab + b? = (a - b? 


Nào confunda 


Alguns alunos confundem (a - b)? com a? - b? Já explicamos quando apresentamos o 
quadrado da soma, que a poténcia (no caso, o quadrado) nào pode ser distribuida entre as 
parcelas de uma adição, e nem de uma subtração. Veja por exemplo algumas formas de 
escrever o número 5 através de subtrações: 


IÍ gd 
м ma 


C1 C1 C1 л л 
n H H H I 
| 
= C 


- O C М C; 
! 


© 
I 
a 


Se elevarmos as parcelas ao quadrado e calcularmos as diferenças, ficaremos com: 


6-122936. 125 
72-92-49 4=45 
85-32-64. 9 55 
02-42-81-16-65 
102- 52 = 100 -25 =75 


Esses exemplos ilustram o fato de que (a — b)? não é a mesma coisa que a? – b?, 


4 
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(a+b+c)? 


Essa expressão pode aparecer na verdade 
Labio), (-ань-ср, Ca-b*c) e (-a-b-c]2. 


de 8 formas diferentes: 


(a+b+c)?, (atb-c)?, (a-b*c)^, (a-b-c)^ ( 
Não é necessário memorizar todas elas, basta lembrar da pomera, Para as 
simplesmente convertemos as subtracóes em adigóes Com os simétricos. Por exemplo; 


Otras 


a+b-c=a+b+(-<) 


Entào calculemos: 


(a*b*c)? = (a+b+c).(a+b+c) = 2+ ab + ac + ba +b? + bc + ca + cb + c? 


Note que existem termos semelhantes na expressáo, que reduzidos, leva a: 


(а+Ь+с)? = а? + 2ab + Зас + b? + 2bc + с? = a^ + b? + c? + 2(ab + ac + Бс) 


(a*b*c)? = a? + b? + c? + 2(ab + ac + bc) 


al à soma dos quadrados dos 


soma de trés termos algébricos é igu 
tomados dois a dois. 


Portanto, o quadrado da 
oma dos trés produtos entre os nümeros, 


termos, mas o dobro da s 


Exemplo: 
x + 2y + 32)? = х2 + Ay? + 92? + 2(2xy + 3xz + буг 
y y ху у? 


ara quando tivermos subtracóes. Por exemplo, para 


A mesma fórmula pode ser adaptada p 
c por -c. Os termos ao quadrado nio se 


aplicá-la a (a - b - c)?, basta trocar b por -be 
alteram, apenas os termos dos produtos combinados. Ficamos entáo com: 
(a-b-c)?=a*+ b? + c? + 2[a.(-b) + a.(-c) + (-b).(-c)] > a? + b? + c? + 2[-ab - ac + be] 


Exercícios 
E6) Calcule os seguintes quadrados usando a fórmula do quadrado da soma de 3 termos 
a) (x-y + 3) )(х+у- 5) k) (2a - 5b + с)? р) (4ab - 2bc-C) 
b)(x*y- 2)? g) (x + z - 10)? 1) (3a - 4b + 2с)? q) (2ab - 3ab? + за} 
с) (4x + 3y - 5} h) (3x + 2y - 4) m) (4x - бу - 32) D2- y + 4j 
d) (2 + 4y - 3x? i) (2x - 3y +2)? п) (х2 + y? - 8)? s) (5х2 - 3! + zy 
e) (3x + 2y - 9F j) (5x - бу + 2z} о) (2a?b - 3ab? + 5ab)? y (2x3 - 4y? + 22) 
(a+b).(a-b) = a? - b? 
Este é outro produto notável muito importante, que aparece com bastante frequência : 
chamado de “diferença de quadrados”, que é obtido quando multiplicamos urn? soma de do 
valores pela sua diferença. 
A dedução da fórmula também é bem fácil: 
(a+b)(a-b)=a?-ab + ba- b? 

ando some" 


Os termos -ab e “Ба são simétricos e và 
О ser can : я 
a? e -b?. celados (sua soma dá zero), fi 


p 
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+a).(x-a) = X 
БЭ xy = 9x* - 25y? 
Ix) 1-х) = 1 — х 
х2 + 4)(х2- 4) = x! 16 
(xt + 10)(x* — 10) = x? — 100 
(х8 + a) (x? Р а?) = x16 _ 416 


(х3 + 1)(xº - 1) = хб - 1 


Assim como ocorre com 08 outros produtos notáveis, pode асопіесег o problema inverso: 


identificar uma diferença de quadrados e representá-la como o produto de uma soma por uma 
diferença. 


Exemplo: 


Representar x? — 100 como um produto de binômios. 


x éo quadrado de x 
100 é o quadrado de 10 


Então x? – 100 = (x+10).(x-10) 


A figura ao lado mostra o lugar em que é 
encaixado, dentro de um computador, um 
tipo de processador chamado Pentium 4, 
muito comum entre 2000 e 2005, é portanto 
um chip bem antigo. O processador, não 
mostrado na figura, é o responsável pela 
execução dos programas. 


O componente ao lado é chamado de 
Soquete 479, e possui vários furos com 
contatos metálicos onde é encaixado o 
processador. O processador, por sua vez, 
possui pinos metálicos que se encaixam 
exatamente nesses furos. 


. 
. 
LJ 
. 
. 
e 
hd 
. 
. 
> 
е 
. 
e 
. 
12 
“ 
. 
. 
. 
a 
» 
= 
> 
> 


sasa... .............. 
nona ae una nana nn 


.................. 
............... 


Usando a fórmula da diferença de quadrados, 
calcule, sem contar um a um, o número de 
contatos metálicos desse soquete. 


Se contarmos os pinos um a um, vamos demorar muito tempo. Entretanto, contando apenas 


na largura e no comprimento, vemos que existe um quadrado maior, e dentro dele, um 
quadrado menor. 


O quadrado menor tem 26 furos na largura e no comprimento. 7 
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O quadrado menor tem 14 furos na largura e no comprimento. 
No canto inferior esquerdo vemos que existem dois furos a menos. 


Entào o nümero total de furos é igual a: 


26? - 1429 


Note que 26? — 14? ё uma diferenga de quadrados, que pode ser escrit 
multiplicada pela diferença. Ficamos então com: 


à como a som 
"Oma 

(26 * 14).(26 - 14) - 2 

= 40.12 — 2 = 480 — 2 = 478 

Entáo sáo ao todo, 478 contatos. Por isso este componente é chamado de Soquete 478, É claro 

que poderíamos fazer a conta cima elevando 26 ao quadrado e subtraindo 14 ao quadrado 

mas transformando em produto de soma por diferença ficou bem mais fácil. i 

Exemplo: CMBH 2007 

Seja N o número que se deve somar a 86115? para se obter 86116?. A soma dos algarismos 

que compõem N é igual a: 

(A)20 (B)18 (C)16 (D)14 (E)13 

Solução: 

Este tipo de questão é bastante comum. À primeira vista 4 resposta é simples, basta calcular a 

diferença entre os dois valores dados: 

86115? + N = 86116? 

N = 86116? — 86115? 

O problema é que o cálculo desses valores é bastante trabalhoso. Encontrar os quadrados 


desses números requer multiplicações trabalhosas, e é grande a chance de erro nas contas. Por 
outro lado, o cálculo fica simples quando lembramos que: 


x? - y?- (x + y).(x - y) 


Ou seja, nào é necessário elevar os nümeros ao quadrado, pois de acordo com este produto 
notável (diferenca de quadrados), basta multiplicar a soma pela diferenga entre esses valores 


86116 — 86115 = 1 

86116 + 86115 = 172231 

Sendo assim, 

N = 86116? - 86115? = (86116 + 86115).(86116 — 86115) = 172231.1 = 172231 
A soma dos algarismos de N é 16. 


Resposta (C) 


4 
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Cop A aic 
É muito comum em provas, apresentar cálculos trabalhosos, com números com muitos 


arismos ou muitas casas decimais, 


alg que ficam fáceis quando transformados em forma 


fatorada como em x? - y? = (x + y)(x - y). 
Exercícios 
E7) Calcule os seguintes produtos 
а) (x+8).(x-8) f) (2a - 2b(2a + 2b) k) (xy + 2)(xy - 2) p) (a + b * cy(a * b - c) 
b) (m + fm - 1) g) (x - 2а)(х + 2a) ) 66 + 1)(х5- 1) q) (x «d» x - Jy) 
c) (x + 10) - 10) h) (х2 — y2)(x2 + y?) m)(2ab*5ac?)(2ab-5ac?) r) (/3--/21/3-42) 
d) (3x + 2y 3x — 2y) i) (x* — y*y(x* + y*) п) (x + 2/3)(x — 2/3) s) (1 - x'))(14x10) 
e) (4k + 1)(4k — 1) j) (х + а8)(хё — a5) о) (x + 1/x)(x — 1/x) t) 10001 x 9999 
ЕВ) Representar as seguintes expressões como o produto de uma soma por uma diferença. 
а) х2-1 11-6 k) хе — yó р) 2288 — 8822 
b) x-a? g) 10000 — х2 ) x? + 6x * 8 q) a2n — pm 
c) 4x! - 9x? h) 4m? - 16n? m) x? + бх r) 999999 
d)9w? - 1 i) 25a?b? — 49x4yS n) x^ — 4x2 s) a? + 2ab + b? - c? 
gyzi-z |) 888-1 o) х#— 1/x6 t) x'6 — a!6 


Produto de Stevin: (x+a).(x+b) = x? + Sx + P 

Este produto notável é conhecido como Produto de Stevin. As letras S e P representam a soma 
e o produto de a e b, respectivamente, ou seja, S = а+Ь e P = a.b. É uma fórmula muito útil 
que muitas vezes nos permite ganhar tempo no cálculo de expressões algébricas. Também 
permite a resolucáo de equacóes de segundo grau de cabeca, como veremos no capítulo 13. 
Sua demonstracáo é muito simples: 


(x*a).(x*b) = x2 + x.b + a.x + a.b 


Podemos colocar x em evidéncia nas expressóes x.b e а.х, ficando com x.(a+b). 
(x+a).(x+b) = x? + x.(a+b) + a.b 

Podemos chamar а+Ь de S (soma) e a.b de P (produto), e ficamos com: 

(x*a).(x*b) = x? + Sx + P 

Exemplo: 

(x+2).(x+5) = х2 + 7x + 10 

Veja que 7 é a soma de 2 e 5, e 10 é o produto de 2 e 5. 

Exemplos: 

(x*1).( (x*3) = x2-- Ax +3 

(x+4).(x+7) = x? + 11x + 28 

(х+2).(х+3) = x2 + 5x + 6 


(x+4).(x+5) = x2 + 9x + 20 
(x+2).(x+6) = x2 + Вх + 12 
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A fórmula do Produto de Stevin também pode ser usada em expressões dos tipos ( 
(x-a).(x+b) e (x-a).(x-b). Para isso, basta usar como S, a soma algébrica dos nú 
estáo acompanhando x nos binómios е ао calcular P, levar em conta os 


acompanham a e b. 


X 
"хоу 
mero, q I 
А iu 
Sinais qu 


Exemplo: 

Calcular (x*3).(x-1) 

Os números que acompanham x são 3 e -1. A soma algébrica desses números é 2, e y pro 
duto 

é -3. O produto fica então: 


х2 + 2х – 3 


Exemplo: 
Calcular (x-4).(x-5) 


Os números que acompanham х são -4 e -5. Sua soma algébrica é -9 e seu produto é +20, 0 


produto fica então: 
x? - 9x + 20 


Exemplos: 

(x-4).(x*3) = x? -x -12 
(х-4) (x-7) = x? -3x -28 
(x-2).(x*3) 7 x? *x -6 
(x—4).(x-5) = x? -9x + 20 
(x*2).(x-6) = x? -4x -12 


Exercícios 

E9) Calcule os seguintes produtos: 

a) (x+2).(x+7) f) (x + 6)(x + 9) k) (x + 3)(x + 8) р) (x + 2a)(x + За) 
b) (x + 4)(x + 10) g) (x + 5)(x + 7) |) (x + 4)(x + 8) q) (ах + b)(ax + 4b) 
c) (x + 5)(x + 8) h) (x * 2)(x * 8) m) (x + 8)(x + 7) г) (x + 20)(x + 40) 
d) (x * 2)(x - 2) i) (x * 4)(x * 9) n) (x * 3)(x * 9) s) (х + k)(x + m) 

e) (x + 1)(x + 9) j) (x + 3)(x + 6) 0) (x + 6)(x + 7) t) (x + 2z)(x + 37) 


E10) Calcule os seguintes produtos: 


a) (x-2).(x-9) 

b) (x - 8)(x - 5) 
c) (x - 3)(x - 6) 
d) (x - 5)(x - 9) 
e) (x - 6)(x - 8) 


Muitas vezes precisamos realizar a operacáo inversa, ou seja, dado um trinómio 


1) (x - 5)(x - 7) 
g) (x — 7)(x - 9) 
h) (x - 8)(x - 2) 
i) (x - 3x - 4) 


j) (x- 10)(x - 12) 


k) (x * 2)(x - 5) 
1) (x - 3)(x + 4) 
m) (x - 5)(x + 7) 
n) (x - 4)(x + 7) 
0) (x - 2)(x + 14) 


p) (x + 3(x- 7) 
q) (x + 4ДХ- 9) 
r) (x + 5x - 9) 
s) (x + 4)(x- 15) 
t) (x + 8(x — 12) 


do segund? 


grau, identificar qual foram os binómios de primeiro grau que foram multiplicados. 


Considere como exemplo o produto (x*2).(x*3), que resulta em x 


te 
2 45x +6. Se for dado 6. 


+ . ^ . 1 15 540 
trinômio para ser transformado em um produto de binômios, devemos descobrir qua! das 


dois números que somados resultam em 5, e multiplicados resultam em 
vezes é fácil descobrir. Nesse exemplo, os números são 2 e 3 (soma=5 e pro 


x? *5x +6 = (x*2).(x*3) 


6. Na maiori? 
duto-6). Então: 
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Exemplos: 
х2 +6х +8 22e42 (x+2).(x+4) 
х2 +10х +16 Э 2.89 (х+2).(х+8) 
х2 +5х +4 Э 1е4 > (x+1).(x+4) 
x2 49x +14 22e72 (х+2).(х+7) 
х2 +8х +15 > 3 e 5 Э (x+3).(x+5) 
Exercícios 
Е11) Transforme os seguintes trinómios em um produto de dois binómios do primeiro grau: 
а) х? + Tx + 6 f) x? + 9x + 18 К) x2 + 13x + 36 p) x? + 13x + 40 
b) x? + 8x + 15 g) х2 + 9x + 14 ) x? + 6x + 8 q) х2 + 12x + 11 
c) x2 + 10x + 21 h) x? + 10x + 24 m) x2 + 12x + 27 r) х2 + 20x + 75 
d)x2+ 7x + 12 i) X2 + 12x + 35 n) X? + 15x + 56 5) x? + 17x + 70 
e)x? * 6x +5 j) x? + 8х + 12 о) X? + 16x + 60 t) x2 + 12x + 20 


É fácil fazer isso quando todos os sinais 
um pouco mais de trabalho. Vejamos 
negativo e o termo numérico é positivo. 


positivos. Quando aparecem sinais negativos, temos 
inicialmente o que acontece quando o termo em x é 


Exemplo: 


Transformar x? -6x +8 em um produto de binómios do primeiro grau. 


Como o termo numérico é positivo, significa que os nümeros a e b da fórmula tém sinais 
iguais. Por outro lado, como o coeficiente de x é negativo, os dois números que acompanham 
x são negativos. Então este trinómio, sendo fatorado, ficará como (x — a).(x — b). Então a e b 
são números cujo produto é 8 e cuja soma é 6. Esses números são 2 e 4. Então o trinômio 
convertido em produto ficará: 


х? — 6x + 8 = (x — 2).(x — 4) 


Pode ainda aparecer o caso em que o termo numérico é negativo. Nesse caso, os números que 
acompanham x sáo, um positivo e um negativo. 


Exemplo: 
Transformar x? -5x -14 em um produto de dois binómios de primeiro grau. 


Os nümeros que acompanham x nos binómios sáo, um positivo e um negativo, pois seu 
Produto dá –14, que é negativo. Então a fórmula será do tipo (x + a).(x — b). Nesse caso, o 
número 5 não é a soma, mas sim a diferença entre os números a e b da fórmula. Então temos 
que identificar dois números cuja diferença seja 5 e cujo produto seja 14. É facil ver que os 
Números são 7 e 2, mas temos que identificar ainda qual deles ficará com o sinal negativo e 
qual com o positivo. Descobrimos isso através do sinal do termo em x. Como esse termo é 
Negativo (-5), significa que o de maior módulo será o negativo. Sendo assim, o 7 ficará com o 
Sinal negativo e o 2 ficará com o sinal positivo. Ficamos então com: 


х? -5x -14 = (x — 7) (x + 2) 


Por outro lado, quando o termo em x tem coeficiente positivo, significa que o número de 
Maior módulo ficará com o sinal positivo. 


Exemplo: 


ransformar x? +7x -30 em um produto de dois binômios de primeiro grau. 


Mm 
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Como o termo numérico é negativo, O рг 
a diferenca entre a e b. Temos entáo Ын о 
multiplicados resultam em 30 е subtraídos resultem € 
3. 


Agora temos 1 . : . A HH 


O à ficará Um 
o sinal negativo. 

x? + 7x -30 = (x + 10).(x - 3) 
As formas possíveis 540: 

x? + Sx + P Ə (x + a).(x + b) 


x? - Sx + P Ə (x - a).(x - b) | 
x? + Dx - P > (x + a).(x - b) > o maior entre a e b ficará com O sinal do termo em x. 


Exercícios 

E12) Transforme os seguintes trinómios em um produto de dois binômios do primeiro grau: 
а)х2-х-2 fJ 2 -x-30 k)x2-25 р) x? + 6x - 9t 

b) x2 + 4x 32 gx +x- 72 |) 2 + 5x - 14 q) x? - 2x - 48 

c) х2 + 2x - 35 h) x2- 3x - 54 m) x? + 10x — 24 г) x? + 10x - 39 

d) x? - 4x - 12 i) x2 + 9x - 52 n)x?- 15x - 54 s) x? + 12x - 85 

e) х2 + 3x - 40 j) xà - 6x - 16 о) x2- 6x — 72 t) x? - 10x - 200 


Tome cuidado, a fórmula do Produto de Stevin requer que nos dois binómios, a variável x 
арагеса com 8ша! positivo. Se x aparecer com sinal negativo, será preciso colocar -1 em 
evidéncia para fazer com que х apareca com sinal positivo, para entáo aplicar a fórmula. 


Exemplo: : 
(4-x).(x-3) = -(x-4).(x-3) = -(x? - 7x + 12) =-х° + 7x -12 


Por outro lado, se os dois termos tiverem um sinal negativo antes de x, podemos trocar : 
sinais de ambos, pois quando multiplicamos um valor por -1 duas vezes ele não se altera, J 


que (-1)4-1) = 1: 
(2 — x).(5 — x) = (x — 2).(x — 5) =x2-7x+10 


Р š : no caso 
A fórmula do Produto de Stevin também exige que o termo em x? tenha coeficiente |, г, 2 
de transformar o trinómio em produto. Se nào for, temos que colocar o seu coelicl 
evidéncia para poder aplicar a fórmula. 


Exemplo: | 
Transformar 2x2 + 6x + 4 em um produto de binômios do primeiro grau. 


Como o termo em x? tem coeficiente 2, temos que colocar 2 em evidência: 
9x2 + бх + 4 = 2.(x? + 3x + 2) 


1, que pode 1 
e 1, 


> 
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Ficamos então com o dobro de um trinômio do 2º grau com coeficient 
facilmente convertido: 


2, + Эх + 2) = 2.(х+1).(х+2) 
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O resultado 2.(x+1).(x+2) já está na forma fatorada. Opcionalmente podemos “devolver” o 
coeficiente 2 para um dos binómios. Por exemplo: 


(2x42). (x*2) ou entáo (x+1).(2x+4) 


Gps No каро < veremos uina forma de fatorar diretamente este trinómio ter que fazer esta manobra 
com O coeficiente de x2. 
Exercícios 


E13) Transforme os seguintes trinómios em um produto de dois binómios do primeiro grau e 
um fator numérico: 


а) 3x2 -9x + 6 f) 42 - 8x - 32 k) 3х2 - 18x – 48 p) 7x? + 56x + 84 
b) 3x? * 27x * 54 g) 2X? - 10x — 72 1) 4x? * 48x * 80 q) 3x2 + 12x — 96 
c) 4x? - 20x + 24 h) 6x? + 36x + 48 m) 2x? — 4x - 96 r) 4x? + 56x + 28 
d) 2x2 + 20x + 48 i) 4X? - 4x - 120 n) 5x? + 30x + 25 s) 3x? * 36x * 33 
e) 5x? - 5x - 10 j) 2x2 + 16x + 30 о) 3х2 + 15x - 42 t) 3x2 + 30x - 72 


Interpretacáo geométrica 


O Produto de Stevin pode ser interpretado geometricamente como o cálculo da área de um 
retángulo cujos lados sáo (x*a) e (x*b), como na figura abaixo. Para calcular a área, 
multiplicamos esses dois valores. 


X a 
l 
| m 
A área do retángulo é entáo (x+a).(x+b), que também pode ser calculada como a soma das 


áreas das quatro figuras que formam este retángulo maior: um quadrado de lado x (área х2) е 
mais trés retángulos, com áreas a.b, x.a e x.b. 


a.b = P (produto) 
ха + x.b = x.(a*b) = x.S (soma) 


Logo (x*a).(x*b) = x? + Sx + P 


Derivados do Produto de Stevin 


Alguns produtos notáveis podem ser formulados com base no Produto de Stevin. São produtos 
não muito comuns em provas e problemas, mas quando aparecem, podem ser de dificil 
solução para quem nunca os viu. Calcular o produto é sempre fácil, mas a operação inversa 
(fatoração) é bem mais difícil. Vejamos então três produtos notáveis, não muito conhecidos, 


Mas que podem ser bem úteis. 


(x+a).(x+b).(x+c) 
Este Produto tem uma fórmula que lembra a do Produto de Stevin: 
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(x*a).(x*b).(x*c) = x3 + S¡.x2 + Sox + S3 4 
Os coeficientes do trinómio resultante 580: 

S, = soma dos números a, e c = atb*c 
So = Soma dos produtos dos números a, 
S3 = Soma dos produtos dos números a, 


b e c, tomados 2 a 2 7 ab * ac * bc 
b e c, tomados 3 a 3 = produto a.b.c 


OBS.: No capítulo 21 estudaremos as relações de Girard, que formam uma generalização da Cory 
а 


асїта. 

A fórmula é de fácil dedução: 

(x+a).(x+b).(x+c) = (x? + ax + bx + ab).(x*c) (calculando primeiro (x+a).(x+b)) 
= xŠ + ax? + bx? + abx + cx? + acx + bcx + abc (multiplicando por (х+с)) 

= x3 + ax? + bx? + cx? + abx + acx + bcx + abc (ordenando o polinómio em x) 

= x? + (a*b*c)x? + (ab + ac + bc)x + abc (reduzindo termos semelhantes) 


= х3 + S,.x? + Sox + 53 


A formula acima é para (x + а)(х + b)(x + c). Se x tiver coeficientes, todos iguais, como em (2x 
+ a)(2x + b)(2x + c), por exemplo, fazemos a substituigio y = 2x e recaímos em (y + a)(y + Ы 
*c), aplicamos entáo a fórmula com y e no final substituimos y por 2х, lembrando que no caso 
teremos também y? = 8x? e y? = 4x?. Ошга opgáo é nào usar fórmula alguma (caso vocé a 
esqueça) e multiplicar diretamente as expressões. 


(a+1).(b+1) 
Este produto é um caso particular do Produto de Stevin, obtido quando fazemos x=1: 


(x+a).(x+b) = x24 (a*b).x * a.b 
(l+a).(1+b) 2 1 * a * b * a.b 


(a+1).(b+1) =ab+a+b+1 


Exemplo: 
Transformar m.n + m * n + 1 em um produto de dois binómios do primeiro grau. 


Vemos que a expressá лж é А 
.. T i E do mn + m + n + 1 é um caso particular do resultado de (x+m).(x*n) 


mntm+tn+]= (m+1).(n+1) 


(a+1).(b+1).(c+1) 


Este produto é também um c 


(x+a).(x+b).(x+c), quando fazemos aso particular de outro produto apresentado antes. 


x=]. A fórmula geral para este produto é: 
х+а).(х+Ь). = х3 
(х+а).(х+Ь).(х+с) = x3 + (а+Ь+с).х? + (a.b + a.c + b.c)x + a.b.c 


Quando fazemos x=], ficamos com: 


4 
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анч) (5*1) 4c*D) =1+a+b+c+ab+ac+bc+abe 


É um produto fácil de calcular, apesar de um pouco trabalhoso, entretanto, se for apresentada 
a questão inversa, OM seja, transformar à expressão em um produto de três binômios, 
dificilmente alguém resolverá rapidamente a questão se não conhecer este produto notável 
pouco conhecido. 


exercícios 

E14) Calcule os seguintes produtos: 

a) (241). (x+2).(x+3) f) (x + 2a)(x – 4a)(x + 5a) К) (2а + 1)(3b + 1)(5c + 1) 
b) (a + 2)(a + 3)(a - 2) 9) (2x + 1)(2x – 3)(2х +4) 1) (3x + 1)(4х + 1x + 1) 
c) (x + 5)(x - 3)(x + 2) h) (2x + 3)(2x - 5)(x+ 1) — m)(2x+1)(-y+1)(-3z+1) 
d) (x + 1)(х— 1)(х + 2) i) (x? + 1)(x2 — 5)( + 3) n) (x + 1)(х? + 1)(х2 + 1) 


e) (x + 2)(x + 3)(x + 6) J) (2x + 1)(3х + 1)(5х+1) — о)(2К+ 1)(3К - 1)(k - 1) 


E15) Transforme as seguintes expressóes em um produto de binómios: 


а)ху+х+у+1 f) 322? + 12а + 1 
b)xyzexztyz*xytx*tytz4 0)х?у+х?+у+1 

c) x? + 7X? + 14x + 8 h) х +x? +x+1 

d) x3- 9x? + 14x + 24 i) бх2у + 2x? + Зу + 1 
e) бху + 2x + Зу + 1 j) xy? -x-y + 1 


Cubos da soma e da diferença 


As expressões das formas (a+b)? e (a-b)? aparecem com relativa frequência em provas e 
problemas. 


(a+b)? 


Quando a expressão aparece em um problema e não lembramos a fórmula, basta executar a 
multiplicação. 


(a+b)? = (a*b).(a*b)? = (a+b).(a2 + 2ab + b?) 

É claro que a fórmula do quadrado da soma ninguém esquece. Ficamos então com: 

(455) а2 + 2ab + b?) = a3 + 2a?b + ab? + ba? + 2b% + b? 

Reduzindo os termos semelhantes e observando que a?b = ba? e ab? = b?a, ficamos com: 

=a? + 322b  3ab2 + b3 

А expressáo nào ё de memorização muito dificil. Observe que tem o cubo do primeiro e o 


Cubo do segundo. Os dois outros termos aparecem com coeficiente 3 a expoentes 2 e 1 para a 
€ b, e também para b e a. A expressáo também pode ser escrita como a? + Jab(a*b) + b3, 


(a*b)3 = 33 + 3425 + 3452 + b3 


Exemplo: 
Calcule (x+5)3 
(x+5)3 = x3 £ 3.x2 5 Ф 3.x.52 d 53 


Em 
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= x? + 30x2 + 75x + 125 


(a-b)? 


A expressão que då o cubo da soma pode ser usada para chegarmos à fórmula de k 
Basta observar que: 9 dj 
a-b=a+ (b) 


Sendo assim, para encontrar a fórmula de (a — b)?, basta partir da fórmula de (a+ by, " 
b por -b: 


(a — b)? = a? + 3a2(-b) + 3a(-b)? + (b) 


Propagando os sinais negativos para os coeficientes do polinómio (lembrando que (b)? ~ ы, 
(b)? = -ЪЗ), ficamos com: 


(a — b)? = a3 – 3a?b + 3ab? -b3 


Ou seja, a fórmula é similar à do cubo da soma, exceto que os termos com poténcias impara 
de b ficaram com sinais negativos. 


Note que as fórmulas do cubo da soma e cubo da diferenca também podem ser escritas como 


(a+b)? = a? + 3ab(a+b) + ЪЗ 


(a-b)? = а3— 3ab(a-b) - b3 


Se for usar nas formas acima, cuidado com os sinais de b na fórmula da diferenca. 


Exemplo: 
Calcule (х-3) 


(x - 33 = x? – 3.x23 + 3,x,32 - 33 
= x? — 9x? + 97x — 97 


Também pode ser calculado como 
x? - 3(3x)(x - 3) - 33 = x3 - 9x2 + 27x 97 
j 


Se vocé tem o hábito de errar em sinais, 


: а forma, qué 
jdn recomendamos que você use a primeira 10 
dá os sinais corretos, 


Exercícios 

E16) Calcule os cubos abaixo: 

a) (x + yf f) (x + 4 2-2) 
b) (m-n) g) (2x + t? TA ЖЕ 
c) (x + 1) h) (=x + 27 m) (X2 + xy r) (5x - 27 
d) (x- 2) i) (x + 39 п) (3x + 2və2 s) (x? + 10) 
e) (x + 5) j) (ka) у) 


о) (10-2 y cr 100 


4 
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capitulo + - 
ma e diferenca de cubos 


50 

^ a У» 4 > ` >? г? ` - Que " = 
Não confunda cubo da soma com soma de cubos Seria a mesma coisa alguém confundir 
| jadrado da soma com soma de quadrados: 
q Au 


2 b? ë a soma dos quadrados dos nümeros ae b 


` ‹ 24 Ë СЭР : А 
(a y = a? + 2ab + b? é o quadrado da soma dos números a e b 


As expressões são diferentes porque somar e elevar ao quadrado não são operações que 


possam ter a ordem invertida, pois o resultado é diferente. 


pa mesma forma, a diferença de quadrados e o quadrado da diferença também são operações 
diferentes. 


a? - b? é a diferença dos quadrados dos números a e b 
9 9 € ә, ` < 
(a- b) = а° — 2ab + b* ë o quadrado da diferença dos nümeros a e b 
O mesmo ocorre em relação aos cubos: somar dois números e elevar o resultado ao cubo não 
é a mesma coisa que elevar ao cubo dois números e depois somar os resultados. Dados dois 


números a e b, temos: 


Soma dos cubos: a? + b? 
Cubo da soma: аз + 3a?b + 3ab? + bš 


Da mesma forma, podemos ter uma diferenga de cubos e o cubo de uma diferença, são coisas 
completamente diferentes: 


Diferença de cubos: a3-b3 | 
Cubo da diferenca: ad — За + 3ab? - bš 


Do ponto de vista de produtos notáveis, nào Һа nada a fazer com a soma e diferenca de cubos. 


Elevam-se os números ao cubo e calculamos sua soma ou sua diferença. Já a sua operação 
inversa, a fatoração, tem uma fórmula que será estudada no capitulo 5. Essas fórmulas sio: 


1) a3 + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) 
2) aš - ЪЗ = (a — b)(a2 + ab + b?) 


Essas fórmulas podem ser deduzidas facilmente: 


(a + b)(a2 — ab + b2) = a? — a?b + аЬ? + a?b — ab? + b? | 
(a + b)(a? — ab + b?) -а + b? (os termos em ab? cancelam, assim como os termos em a?b) 


À segunda fórmula pode ser obtida a partir da primeira, trocando b por —b. 


(a + (-b)) (22 - a(-b) + (-by?) = a3 *(-b)? 
a = тъ irs A; Cb) 


- £ 
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Resumindo: 


O ALGEBRISTA 


Muitas vezes os professores de bancas examinadoras de concursos gostam de usar ç 
fórmulas, pois muitos professores nas escolas decidem não ensiná-las por serem “dificeis 
que é mais comum, os professores ensinam mas os alunos aplicam pouco е as esquecem, 


ШТ 


И 
10 


Mais uma vez lembramos, não confunda as fórmulas acima (soma e diferença de cubos) com 
as fórmulas de cubo da soma e cubo da diferença. 


(a+b)? = a? + 3a%b + 3ab? + b? 


(a-b)? = a? – 3a2b + 3ab? - b? 


Observe ainda que as quatro fórmulas acima tém objetivos diferentes. As fórmulas da soma e 
diferenca de cubos destinam-se a fatorar, ou seja, transformar a expressáo originais em fatores, 
As fórmulas do cubo da soma e da diferenga destinam-se em expandir as expressóes, 
elevando-as ao cubo. Como x-y é o mesmo que y-x, todas as fórmulas podem ser usadas em 
um sentido ou no sentido inverso. 


Aliás, todas as fórmulas de produtos notáveis podem ser usadas em um sentido ou no inverso. 
Por exemplo, podemos calcular (a + b)? como a? + 2ab + b?, ou entáo podemos transformar 
uma expressão a? + 2ab + b? em fatores (a + b)?, para fazer por exemplo uma simplificação 
em uma Їгасао algébrica. 


Exemplo: 
2 
Simplificar a Їгасао algébrica ог. 
x'—4 
Solução: 


x4x*4 — (x42) — x42 


x-4  (x«2(x-2) x-2 


Essas operações, que correspondem a usar produtos notáveis de forma “invertida”, serão ү 


novamente nos capítulos 5 (Fatoração) e 7 (Frações algébricas), porém alguns exercícios à 
respeito serão apresentados no presente capítulo. 


(x + 1/x)" 


54 э 1 2 A 1 0 
São relativamente comuns questões que envolvem este cálculo. A particularidade neste call 
é que os números que estáo somados (x e 1/x) tém produto igual a 1. No desenvolvimento 


a »сєЛ Агу; ora r ne 
expressão, aparecerão parcelas que envolvem o produto desses valores que no caso será 1 
a 1, о que resultará em simplificações, 


Exemplo: Calcule (x + 1/x)? 


Usando a fórmula do quadrado da soma (a2 + b2 + Jab), Насанд 
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ge 12 + 2.x.1/x = x? + 1/x2 +2 


х 


Sendo assim podem surgir questóes como a que se segue. 


Exemplo: (PROFMAT 2014) 
Se x é um número real tal que x + l =3,então ү? E 


- é igual a: 
X 2 
(96 (B7 (С)8 (D)9 (E12 


A expressão cujo valor é pedido, x? + |j? 
expressáo original, x + 1/x: 


pode ser obtida elevando-se ao quadrado a 


Resposta (B) 


Exemplo: Sabendo que y + 1 = 4, calcule c! + A 
х 
A fórmula de (a*b)? pode ser expressa em função de a?, b!, (a*b) e a.b: 


(a+b)? = a? + За +3ab? + b! 
a3+b3= (а + b)’ – 3ab? - 3a?b 

ad + b3 = (455)-3 ab.(a + b) (1) 
Sendo assim, quando sabemos o produto e a soma de dois números podemos usar 
acima para calcular a soma de seus cubos. Na verdade, muitas expressóes simétric 


Variáveis a e b (expressões que não se alteram quando trocamos a por b, e vice-v 
através de alguma manipulação algébrica, ser calculadas em função de a+beab. 


a fórmula 
аз com duas 
ersa) podem 


; d 
Vamos fazer a mesma coisa, usando a = x e b = 1/х: 


TER 
x 


Elevando ao cubo: 


l 3 
ege 
x 


f 


| Зэ 
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x 3el 43.x. 


| 
> T —3 = 64 
X x x 


xX? +3x аз ud 
x x 
x? pa e хн 
X 


х 


Como foi dado que х + 1/x = 4, ficamos com: 


x! 4L. —64-34-64-12252 
x 


Exemplo: CMJF 2004 


Um número x mais seu inverso é igual a 5. Entáo o valor de y + l/y, onde y é a tercer, 


poténcia de x, é igual a: 
(А) 125 (В) 110 (C)100 (D)80 (Е) 15 


Solução: 
Dado x4 l = 5, temos que calcular x? + EA 
x x 


A segunda expressáo pode ser obtida, a partir da elevagáo de 1+1/x ao cubo: 


гү 
Ë = 5° = 125 
х 
1 


1 
24331 43x 2125 
х x x 


I 1 
х?+3.х+3.—+—у = 125 
х х 


x "ES - as-a[s«1)a 125-3.5=110 
x x 


Resposta: (B) 


Exercícios de revisão 
E17) Calcule 


a) (2a + 30)? f) (2a — 5c? 

b) (a - 3b? g) (x + y)(x - y) 

c) 2x - y)? h) (4a — b)(4a + b) 
d) (y - 29? i) (2b - 3c)(2b + Зс) 
e) (a + 5b? j) (y - 22)(y — 22) 


k) (a + 3z)(a — 32) 

| (2a — by(2a + 30) 
m) (2a - 3b)(2a — 3b) 
n) (5x + 3a)(5x — За) 
o) (4m - 5n)(4m + 5n) 


p 
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<o Calcule 

x^ (x + 7)(х + 4) 
b) (x DX + T) 
C) (x = 2)(х = 4) 
a (e 8-10 
a) [x + Tyx - 4) 


19 Calcule 
B | (8- 2b)(a + 3b) 


b) (ab! - x2)(a2b2 — 5x2) 
o (ab - ab?)(a?b + Sab?) 
d) (х2у - 9 )02y - 3xy?) 
e) (ку + xy + xy?) 


E20) Simplifique 
g — b° 
a) 
a+b 


E21) Simplifique 
a) a! -(2b — сў 

у Ga- 7b -1 
(Sa—7b)-1 

y ба-75)-1 
(5а-75)--1 


0) 1-27с 
“21. 
1+3с 


а-(25-с) 


f (x + a)(x – 2а) 
9) (x + 3a)(x — a) 
h) (a + 3с)(а + 3c) 
i) (а + 2x)(a — 4x) 
j) (a - 3b)(a - 4b) 


f (x + a)(x + b) 
g) (x + a)(x - b) 
h) (x - a)(x + b) 
i) (x — a)(x - b) 
j) (X + 2a)(x + 2b) 


y € 25 
c+5 

g) 49x2 -y! 
Tx y 

һ 49x - y? 
Тх-у 

) ЭР -1 

3b -1 

9b -1 

3b 41 


) 


h) (x+3y) -z 
(х+3у)+2 


) (a - 2by -4c? 


(a * 2b)- 2c 


a (a 2b) - 4c 


(a+2b)+2c 


) 27x) 48y! 
3х-2у 

0) 8x? 4125y? 
2х+5у 

8) xy +2? 
Xy tz 


k) (a? — c)(a? + 20) 
D (x - 17)x - 3) 
m) (x + бу)(х - 5y) 
n) (3 + 2x)(3 - x) 
0) (5 + 2x(1 — 2x) 


k) (x - 2а)(х + 2b) 
|) (х + 2a)(x - 2b) 
m) (x - 2a)(x — 2b) 
n) (x - a)(x * 3a) 
0) (x - 2a)(x + 3a) 


8) 16x* – 25а? 
4x? —5а 
) 16x* – 25а? 
4x! +a 
п) 9x? -25y? 
3х-5у 
7 а? -(b- c) 
а-(5-с) 
0) а -(b-cy 
а+(Ь-с) 


8) 1-(3х-2у) 


1-(3х-2у) 

) 2 16у? 
3х°* +4у? 

m) 1—т* 

1—т? 

a^ - p? 

а? +b 

0) 25x! -81y? 

5х+9у 


п) 


8) а? +8b° 
a+2b 
y 2 *64 
а? +4 
а? +27 


т) ; 
a +3 


бїх: м.. 
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216 — ОА. C 
A TT 
d) Зай i PEE 2a +b | 
2а+Ь ad + = : 12 RON 
6457-2702 | 125a + b° ) а 233 
e) rone. — a* + x` y 
4b+3c 5а+0 | 
Е23) Simplifique Л” 66 
a EU + ab 1+27a°b c ю 22 
9 b N 
b) 27x) y? + 212 0) Y! -y ) X - 
Зху +z? x-y x+) 
3 _ к 
o) yr +1 h) х! -у т) X s= y 
хут +1 x+ y x+ 
16 
d) 8a Do +27 ) х-у n) х. ш. 
2аЬс+3 х-у x -=l 
e) 1+ 64x yz j x° + y! 0) х=й” 
1+4хут xy с-а 
2х 2 
E24) Calcule + 
x+3 3х-4 


E25) Substituir k по trinômio abaixo de tal forma que o trinómio se tome um quadrad; 
perfeito. 


ks? - 24s + 9 

(A) 4& (B3  (C!6 DI BL 
E26) Expandir o produto 

(хп + уп)(х^п – хпуп + уй) 

E27) Se A + B = 2 e A? + В? = 5, calcule А? + p? 
(Аш (B8 (00 05 ŒH 


E28) Qual valor de c torna o trinómio x? * 11x * c um quadrado perfeito? 
(A) 11/2 (В) а (C) 1212 р) 121⁄4 


E29) Sejam x e y dois números reais satisfazendo a x + y =5€e xy = 7. Encontre о valor de p 


(A) 10 (Bu (O29 (Da (55 
E30) CN 53 


- 2_p2 
Calcular o valor numérico da expressão 9-9 2 b -gq 


B =2. 
2 3 +3a?b para a = -l eb 


E31) Se x? - 5x - 6 = 0, calcule xt - 10x3 + 9642. 5x _ 6 
(A) 36 (B) 42 (C) 30 (D) 6 (E) 0 
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AAA AS temos: 


E32) Simplificando a expressão 
л "- y 
(a py с? 


(0 (B! (C) си (D) 4-9-с 


- E) с 
a-b-c ас (E) Р 
E33) Exprimir A = 999.999.999.999.999, com 15 algarismos «on 


. ) M ; usando apenas dols valore 

sendo um deles uma poténcia de 10. Idem para D < 90 “sando aj alores, 
5 | ага D = 909.999,09... 900. com n alg: 

Encontre fórmulas similares para C = 33,333,321, com n е аа на y 

111.111.111...111 com n algarismos “|” e 777.777.777...777 com n algarismos “7” m 

E34) CEFET 2001 - Conside 

abaixo: 

1) (a? + b°)? = at + b6 


Il) (a - 2b)/a = 1 - 2b IV) Ja? ep? = ep a JP: 


5 2 
Ш) 4(2а-35У -2а-35 У) ža 2b 18а 


7b Sa 14b 
O número de sentenças verdadeiras ë: 


()0 (B! (С)2 (D)3 (E)4 


rando-se a e T 
i seacb números reals não nulos, analise as sentenças 


E35) CEFET 2010 
Sexty=1ex2+y2=2 então x? + y? ë igual a: 
(35 (B3 (C)25 (D)2 


E36) Se A + B = 2 e А2 + В2 = 5, determine АЗ + ВЗ, 
(A) ш (B8 (С) 10 (0)5 (Еу 


E37) Seja № = 999.999.999.999.999.999. Quantos "9" possul a expansão decimal de N?? 
E38) Sendo a e b nümeros reais, qual das afirmativas está sempre correta? 

(A) (a + b)3 = a3 + p? (D) a? - b? = (a - b)(a - b) 

(B) a? +Ь% = (a + b)(a? + ab + b?) (E) a - b= (Va - Jb) Ja - Jp) 

(C) ad - p3 = (a - b)(a? + ab + b?) 

E39) Quanto deve ser adicionado a 2x2 + 2x para que seja formado um quadrado perfeito? 
E40) Efetue e simplifique (x + y)? - (x - y)? 


E41) Simplifique (x — yy + (х + yy 


F42) Sabendo que x - y = 2 e x? + y? = 8, calcule x? - у". 
| | 
E43) Se 1-1) = 3, calcule д? + 


^)0 (BI (суз (руз (56 
Cm eo 517 
E44) Qual condição dever ocorrer para que yx +y = Vx? ey! 


a 2 
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(A)x=y (В) ху=0 (C)x20ey20 (D) +/x=/y (Е) МКА 


E45) Expandir o produto (х" + yn)(x2n — xny? + y2n) 


E46) Suponha que a + b = 3 e a? + b? = 7. Calcule a! + b. 


(А) 45 (B) 47 


(0) 51 (Е) 81 


E17) Calcule 12 – 22 + 32 – 42 +... – 19982 + 1999? 


(А) 1.000.000 


(В) 1.789.000 


(С) 1.899.000 (0) 1.989.000 


E48) Encontre о quociente da divisao de (64x3 — 8y?) por (4x - 2y). 


(E) 1.999.000 


E49) Qual é o valor numérico da expressão x? – 2x - 3 para x=1 = 


E50) Se a = 111111...111, com n digitos 1, e b = 100...0005, com (n — 1) dígitos 0, mostre que; 
expressão ab + 1 é um quadrado perfeito, e identifique de qual número esta expresso ; 


quadrado. 


CONTINUA NO VOLUME 2: 55 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 
a)x2+2x+1 
b)x2+6x+9 

с) 4х2 + 12x + 9 
d) 4x2 + 28x + 47 
e) x? + 12x + 36 


E2) 

a) (x + 2)? 
b) (x * 3? 
c) (x + 5)? 
d) (x + 1? 
e) (x + 6)? 


E3) 

a) (x + 52 - 9 
b) (х + 32 - 8 
c) (x + 5)7- 15 
d) (z + 22-4 
e) (x + 32 - 1 


EA) 

a)x?- 4x *ve ser usado em (d). Os demais itens são produtos de 2 binômios. 


E16) 
a) xº + 3x2y + 3xy2 + y3 


b) 3m? - 3m2n + 3mn2 — nê 


0)X)+3x2+3x+1 
d)x)-6x2+12x—8 


e) x3 + 15x2 + 45x + 125 


E17) 

a) 4a? + 12ab + 9b? 
b) a? — Gab + 9b? 

c) 4x2- 4xy + y2 
d)y2— 4xy + 4x2 


E18) 
a)x2+ 11x + 28 
b)x2+7x—21 
c)x2-6x+8 
d)x2- 16x + 60 


E19) 

a) a2 + ab — 6b? 

b) atbt + 5x* — GaZp2x? 
c) (aºb-ab?)(a?b+5ab?) 
d) xºy2 — 4x3y3 + 3x2y4 


E20) 
a)a-b 
b) x+2 
c) x—2 
d) a+3 


i) (x + 13x — 4) 
)) (x — 8x + 2) 


f) 4(x + 2)(x — 4) 
9) 2x — 9)(x + 4) 
h) 6(x + 2)(x + 4) 
i) 4(x— 6)(x + 5) 
)) 2(x + 6)(x + 5) 


f) x? + 3ax2 — 18a2x — 402º 
9) 8x3 + 8x2 — 22x — 12 

h) 8xº — 4x2 — 34x — 15 
)xê-2x!-17x2- 15 

j) 1 + 10x + 31x2 + 30xº 


d) (x — Ox — 4)(x +1) 


e) (2x + 1)(3y + 1) 
9 (1+4a)(1 + 8a) 


f) x? + 12x2 + 48x + 64 
9) 8x3 + 12x2 + 6x + 1 
h) é + 6x2- 12x + 8 
|) x? + 9x2 + 27x + 27 
j) K3 — 12k2 + 48k — 64 


e) a2 + 10ab + 25b? 

f) 4a? — 20ac + 25c2 
x2-y? 

h) 16a2-b? 


e)x2+3x-28 
)x2-ax-2a2 
9) x2 + 2ax — 3a? 
h) a? + Gac + 9c? 


e) x*y2 + 2x3y3 + x2y4 
fx2+ax+bx+ab 
9)x2+ax-bx-ab 
h)x2-ax+bx-ab 


e)c+s5 
fc-s 
9) 7x—y 
h) 7x+»y 


0) (x 12)(x + 6) 


k) 3(x— B)(x + 2) 


1) 4(x + 2x + 10) 
m) 2(x — 8)(x + 6) 
n) 5(x + 1)(x + 5) 
0) 3(x + 7)(x — 2) 


m) (= 18x 43) 


8) (x +17 E 
0 (x- Os 


Sm 


9 


10) 


EE + 0) 
ape 7 


03x + EP, 


k) 1+2a+3b+5c+6ab+10ac+15bc+30abç 
) 1+Bx+ 19x2+ 12% 
m) 1+2x-y-32-2xy-0xz+3y2+6xyz 


n) 1x2 + xt xx 


9) (x2+ 1)Xy + 1) 
h) (x2+ 1x + 1) 


|) (2x2 + AN3y + 1) 


k) xº + 3x! + 3x2 + 1 

|) 2º — 3z/w2 + 322w! — wô 
m) xê + 3x8 + 3x! + x 

n) 270+54x27+36xy2+8y3 
0) 1000-900t+270t-278 


i) 4b2 — 9c2 
)yt- 42 

k) a? — 972 

|) 4a2 + 4ab — 3b2 


|) a2 — 2ax — 8x2 
))a2-7ab + 12p2 
k) a! + a2c — 202 
|) x2- 20x + 51 


)x2-ax-bx+ab 

)) x2 + 2ax + 2bx + 4ab 
k)x2-2ax + 2bx- 4ab 
|)x2+ 22x - 2bx — 4ab 


i) 3h +1 
) 3b-1 
k) 4x] +5a 
) 4x -Sa 


0) 1-2k— 5k2 + 6 


Dat) 


4: 12e4.0 


p) mê — 6m! + 2m-s 
q)1-322+324-26 

1) 125%º — 150% + 60x 
8) xº"+30x27+300374+1000 
1x3 + 3x + 3x + 10 


m) 4a? — 12ab + 9b? 
n) 25x2 - 9a? 
0) 16m2 — 25n2 


m) x2 + xy — 30y2 
n) 9 + 3x — 2x2 
0) 4x2 - 8x +5 


m) x2- 2ax - 2bx + 4ab 
n) x2 + 2ax — 3a? 
0) x2 + ax — 6a? 


m) 3x+5y 
n)a+b-c 
o)a-b+c 


Á 
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a ques a 

da+2b-€ )z-x+» )a+2b+2c m) 1+n? 

b) 5a-7b-1 )a+2b-c )a+2b-2c na -b 

c) 5a -7b+1 9) x+3y+z WI-(3x—y) 0) 5x—9y 

)z+X—) MD x+3y-z ) 3x 43 

E22) - 

3) j=xtx e) 4h" —12bc+9c? ) ab” -2ab+4 m) a*-3a2 +9 


1-20+4* NX -6y+ay Pos -sabab? n) 4a! -20'b+b? 
q) 1-3c+9€? 9)4x*-20+25y? k) a” -2ab+4b 


0) a —a'x y des y* 
g4-2ab+b" Dry? Dada +I6 
E23) 
a) xº x a'b' + até D1-32bc+9a'be? WO (+) Je ++ 3) 
b) 9xºy? —3ogz* 42º 9) (24? Noc+ 3) D(8- fe +22) 
) xyz -z+] » (2 +)x—p) m) (+ t+ 2X) 
d) 49ºb”c” + 6abc +9 


|) Hrtyry og) +! n) (8 + 1x + 1? +1) 
Sugestão: divisão de polinômios 


Jl+4yz+l6xy)z? Wexryroy ey sy o) (8 ra af +a?) 


2 
E24 bx +10x+6 Sugestão: Reduzir ao mesmo denominador, usando o MMC e somar as frações. 
(x + 3X3x + 4) 


E25) (C) E26) xºn + yên  E27) (A) E28) (D) E29) (C) 
E30) 41/6 


E31) (A 

E) o polinômio do 4º grau pelo de 2º grau, encontramos quociente x2 — 5x + 7 e resto 36, então 
podemos usar dividendo = divisor.quociente + resto, ou seja: 

x*- 1049 + 96x2 — 5x - 6 = (x2 — 5x + 7)(x2 — 5x — 6) + 36. Como foi dado que x2-5x-6=0,a 
expressão pedida reduz-se a 36. Outra solução é resolver a equação do 2º grau x2 — 5x + 6=0, que 
Tesulta em x=2 ou x=3, e substituir um desses valores na expressão pedida, o que resultará em 36. 


E32) (D) 

E33) A=105-1,B=10"-1,C=(10º-1)3,D=(10"-1)9,E=7.(10"-1)9 
134) (A) lembre-se que x? =|) E35) (C) E36) (A) 

E37) 17 

N= (10181), N2=10%. 91018+1= 
*-000.000.000.000.000.00.000.000.000.000.000.000 

E 2.000.008 -Q90. DOS hoo. 000 

+ 

“299.999,999.999.999.998.000.000.000.000.000.001 

Ea) 


(C). Note que a (E) esta correta, porém a fórmula não pode ser aplicada para a ou b 
« y» 
Negativos, Portanto não podemos dizer que está “sempre correta . 


o di É 
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4 ta partir do quadrado perfeito desejado 
astá , Ê É 
ya qu deve ser adicionado à expressão Para or 
Mor, 


lo perfeito desejado de O, basty adiei 
“completar um qu “On; 


+ je 


E se pi U subir; 

E39) Existem infinitas soluções, * um talr , 
expressão original. O resultado será O E ( Apepnaa 
quadrado. Chamando a expressão de E 5 do simples para 

R " eenlta nO VOL Midia assados a 

- E. A solução que resulta a » node ser obtido faze 

E id ) ao do primeiro” como 2x3 0 que po azendo 
considerar « adr 


1 “Mr E] s 
termo ser 12, então o termo 2.prime iro.segundo 
então o segundo termo é 


a ay 
adrado» . 
O pri 1b 

Primeiro 
eria dado por: 


1/2, 0 quadrado do segundo é eng, 
a) 


2. x/2 segundo = 2x, 


( / 5) = |/2, Resposta: 1/2. 


EMO) 6x2 + 293 E41) (2x) +29 EA2) 20 EA3) (A) EM) (B) 


E45) x" +ydn - E46) (B) 


E47) (E) 
A soma tem 1999 termos, cada dupl 
Para facilitar o agrupamento dos termos, adicionemos 
S= 02+12-92+32-42+.. - 1998? + 19992 
Temos então 1000 diferenças de quadrados, em que o primeiro quadrado é par e leva sing] 
negativo, e o segundo é ímpar e leva sinal positivo. Por exemplo, -102 + 112, que pode ser 
fatorado como (11 + 10)(11 - 10) = 11 + 10. Portanto cada diferença de quadrados resultará na 
soma dos dois números consecutivos. Então 

S=0+1+2+3+4+.. + 999 + 1000 + 1001 +... + 1998 + 1999 

Usamos então a clássica fórmula da soma de números consecutivos, ou com diferença 
constante, a sequência chamada de progressão aritmética, que é matéria de ensino médio mas 
é cobrada em olimpíadas, e tem possibilidade de ser pedida em concursos dificeis como CN, 
EPCAr e CM. Para realizar esta soma, usamos o método utilizado pelo matemático Gauss 
quando era criança, conta a história que seu professor passou um castigo para somar uma 
grande sequência de números consecutivos, então Gauss agrupou o primeiro com o último, O 
segundo com o penúltimo, conseguindo assim somas iguais, o que tornou o cálculo fácil. 

(O + 1999) + (1 + 1998) + (2 + 1997) +... + (999 + 1000) = 1999 x 1000, pois são 1000 somas. 

O valor total é então 1.999.000. 


a de termos consecutivos é uma diferença de quadrados, 
-Q2, o que não altera a expressão, 


E48) 16x? + 8xy + 4y2 (Fatorar o numerador e simplificar) 


EA9) 8. Uma solução é substituir o valor dado de x na expressão, lidando com o quadrado da 
E cd com radical. Outra solução mais rápida é fatorar a expressão como (x — 3)(x * Ip 
substituir o valor de x, então teremos uma diferença de quadrados, que faz o radical sumir. 


E50) Como a tem n dígitos Iebtemn - 1 di 
Ja = MJ14,..111 (n dígitos) = 10n — 1 


Eudo 


Bitos 0, podemos escrever: 


q 


2 
, + -— . á a, 
Pe b=10"+5; qb41=10 | (10"+5)+1 10º" +4.10" +4 (12) 
9 o =—D——————— = E 
De fato, se fizermos ? 
j - por exemplo, n= ) 
q 0+2)/3, ou seja, o quadrado de 4. id da 
ste exercício exemplifica cor 
i imo questô : 
mn questões de aritmética « e 
mentos de álgebra para sua resolução. No caso fi a produtos no 
, 


drado & 


sal exige? 
táveis 


A 
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Capítulo 5 


Fatoração 


Fatorar é transformar um valor em um produto de fatores. Isto facilita a simplificação de 
expressões, as operações com frações e a resolução de equações. 


No caso da álgebra, transformar uma expressão algébrica em fatores requer conhecimento de 
produtos notáveis. Por exemplo, se você sabe que (a + b)(a — b) = a? — b?, então pode fatorar a 
expressão a? — b2, que dá como resultado, (a + b)(a — b). 


Na aritmética, lidamos com números, principalmente inteiros. Considere por exemplo que 
precisamos fatorar o número 35, ou seja, descobrir quais números que, multiplicados, dão 


como resultado, 35. É fácil deduzir que os números que multiplicados dão como resultado 35, 
são 5 e 7. 


39=5x7 


“5 x 7” é uma forma fatorada do número 35. Obviamente neste caso numérico, também existe 
uma outra solução, que é “1 x 35”. 


Em muitos casos, podem ocorrer mais de dois fatores, como: 
70=2x5x7 


80=2x2x2x2x5 


Uma forma para fatorar números inteiros é dividir o número sucessivamente pelos números 
primos (2, 3, 5, 7, 11...), enquanto for possível. 


Exemplo: Fatorar 120 

120 = 2=60 

60 + 2 =30 

30 + 2= 15 (agora não pode mais ser dividido por 2, passamos para o 3) 
E Es = 5 (agora não pode mais ser dividido por 3, passamos para O 5) 
d+ 5= ] 


Então 120 = 2x9x2x3x5 = 23.3.5 


Para evitar erros, devemos armar as divisões no dispositivo abaixo. 


É 
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120 | 2 
60 | 2 
30 | 2 
18 13 

5/3 


Dentro da álgebra, a fatoração deve ser realizada em expressões algébricas. Em 
lutoração é bem simples. Outros casos são mais complicados. Em geral us 
produtos notáveis aprendidos no capítulo anterior. 


alguns cas 
AMos os COncai a 
h 'Ceitos dg 


, y « 
Exemplo: Palorar a expressão xº t5x 46 


. pe MATO E |4 r a : 
A expressão a ser fatorada é um trinômio do segundo grau. Caso esta fatoração Seja posgiva 
deve ser na forma do produto de duas expressões do primeiro grau. Tal expressão lembra q 
produto de stevin, já apresentado no capítulo d: 


(xta).(xtb) = x2 + Sx + P, onde S (soma) vale atb, e P (produto) vale a.b, No exemplo, q 
coeficiente do termo em x (5) é a soma dos valores a e b procurados, e o termo independente 
(0) é o produto desses valores, Sendo assim, devemos identificar dois números tais que sua 
soma seja 5 e seu produto seja 6, É: facil identificar esses números, que são 2e 3. A fatoração 
fica portanto como: 


x2 +5x + = (x+2).(x+3) 


Como sempre ocorre na matemática, alguns casos de fatoração são simples, outros são mais 
trabalhosos. 


Usar expressões racionais 


Está implícito que em qualquer fatoração, devemos utilizar apenas 
exemplo, o número 6 pode ser fatorado de forma única como 
fatores irracionais, existiriam infinitas formas de fatoração, como: 


6= 6x6 
6=V6x4/6x1/6 
6=V6x)6x4/6x1/6 
6=V2x 2x 3x3 


fatores racionais. Por 


2 x 3. Se fosse permitido usar 


A mesma coisa ocorre na álgebra. O termo *, por exemplo 
, 


x=Vx x 
x=Vx xXx 


pode ser expresso como: 
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ai 


capítulo 3 = Fatoração 295 
a Eur 
RD! e! 


asgai seda 


a 


Não há Interense cm Usar essas lormas alemativas de fntoração, Convenciomese que 40 
manipular expressões algébricas racionais (Lorna polinomial), devenos usar apenas expressões 
algébricas 


Constdere por exemplo uma forma alternativa para fatorar a expressão x2 6 Se tentarmos 
usar o formula da diferença de quadrados, a expressão podera ser fatoradia da forma: 


W-xex (Vx) = (x + Vea Vx) 


A igualdade acima está correta, desde que bs neja positivo, CASO contrário não poderiamos RH 
a ralz quadrada de x, nos números real, O que se espera de uma fatoração algébrica € obter 
fatores racionals, como! 


x2-x=x(x-1) 


Ao trabalhar com álgebra, convencionase que as fatorações de expressões racionais devem 
utilizar como fatores, apenas expressões raclonals, ou neja, nada de radicals ! 


iventualmente pode ser necessário usar fatores Irracionals, como no exemplo abaixo; 


2 P 
Exemplo: Simplifique a expressão algébrica “20, dado que 220 e xf1, 
XX 
Solução: Como não se trata de uma expressão racional, somos obrigados a operar com fatores 
não racionais, O numerador pode ser escrito como uma diferença de quadrados, usando 


termos irracionais, e simplificar com o denominador; 


A 


Quando se fala em “fatoração” em Algebra, considera-se apenas fatores racionais, € o aluno 
deve estar atento por em certas situações, como no exemplo acima, pode ser necensánio operar 
com fatores irracionais. 


Neste capítulo, no restante deste livro, em tipicamente em toda a Algebra, convencionamos 


usar apenas fatores racionais, a menos que o problema nos obrigue a umar frracionais, como no 
exemplo acima, 


ne A el e 
Fatoração por evidência 
», / 4 , ju ) Uelr , o 
Passemos agora a apresentar os principais casos de fatoração. fi preciso conhecer todos eles, 
Pois em algumas expressões € preciso usar mais de um caso, 


Exemplo: Fatorar 2x + 0y 
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RISy 


+ 


A) 


nana ator que esteja prese 
â idência consiste em encontrar um Í: ] ja nte 
A fatoração por evidência aca exemplo obsarvartice que 
rmos oma de termos alge add ed O 
pin o Ee em o fator 2. Podemos escrever a expressão como; 
/ u ç di 
quanto o termo by poss 


em toda 
tanto q tr y 


E 


mo A 
2x + 2.3y 


R NR a 
a] £ “fator 2 em evidência”. Fican 
Sendo assim, escrevemos a expressão colocando o O com; 


2x+6y=2x+2.3y=2.(x+ 3y) 


Colocar um fator em evidência nada mais é que Nai de pe a 
distributiva da multiplicação em relação à adição. Portanto, a forma fatorad 
deste exemplo é 2.(x + 3y). 


Exemplo: Fatorar 4x2 + 6xy + 8x 


Devemos transformar esta soma de três parcelas, em um produto de um fator por uma, 
soma. Este fator deve estar presente nos três termos desta adição. Na verdade « 

po é E, O 7 RS » Te fAril va “OS três coeficia É a 
MDC (Máximo Divisor Comum) entre 4x*, 0xy e 8x. É fácil di r o ih s Coehc lentes, 4, fe 
8, podem ser divididos simultaneamente por 2. Já as partes literais das expressõe 
divididas simultaneamente por x. Sendo assim podemos escrever; 


Nitra 
“a fator & N 


s, podem ur 
4x2 + 6xy + Bx = 2.x2 + 2.3xy + 2.4x = 2.x.x + 2.x.3y + 2.x.d 


O fator 2x está presente nos três termos, então pode ser colocado em evidência 


4x2 + 6xy + Bx = 2x.(x + 3y + 4) 


Com a prática, podemos realizar esta fatoraç 
cabeça”. No início, fica mais fácil faze 


ão usando apenas cálculos mentais, ou seja, “de 
como calcular o MDC e 


ras contas, usando o método do MDC. Vamos recordar 


ntre números e aplicá-lo à fatoração por evidência. 


Exemplo: Calcule o MDC entre os números 8, 12 e 90) 


8 - 12 - 20 |2 
4 - 6 - 10|2 
2- 3- 5|MC=2,2=4 


Relembrando o método do cálculo do MDC, e 


serevemos os números na parte esquerda do 
dividir simultaneamente todos os números 
m crescente (2, 3, 5, 7...) No exemplo, 08 nt 
S por 2. Colocamos este fator 2 à direita do dispositivo. Na parte 
S por este fator. Ficamos então com 4.8 € g 
que esses tràs números podem ser divididos por 2. Ficamos aj 
termina, Possível encontrar um fator comum entre € 


Usaremos o mesmo Processo para fatorar a expressão d 
do do 


nosso exemplo, dx + 0xy * bx. 
4x? + 6xy + 8x |2 


2x* + 3xy + 4x x 


2x + 3y + 4 | MC = o 


Dee 
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eat e. Je É 2 
Inicialmente dividimos os três termos pelos números 


Primos possíveis, da mesma forma como 


Possivel é 2. Na segunda linha, 


Nesta segunda linh ã 
' Les a O Ja E 
existe mais fator numérico comum que possa dividir 2, 3 e 4, Passa E bsery amos que não 


dida por este fator x. Ficamos então com 92x 


ais possível encontrar um fator que divida 
simultaneamente 2x, 3y e 4. Esta expressão resultante é a que ficará entre em na 


dito Xpressão é o MDC dos termos da expressão 
original, ou seja, o produto dos fatores encontrados na coluna da direita. A fatoração ficará 
então: 


4x2 + 6xy + 8x = 2x.(2x + 3y + 4) 


Como já foi dito, fatorar uma expressão é escrev 


ê-la como uma multiplicação. A fatoração por 
evidência usa para isto, a propriedade distributiv 


a da multiplicação. 

Exercícios 
El) Fatore as expressões abaixo 

a) 6x + 3y 9) 10x + 15y + 25 k) 2x3 + 3x2 

b) 10x + 30y 9) 12a + 20b + 28c 1) 12xy3 + 36xºy 

c) 15a + 25b h) 7i + 28] + 42k m) 12b2 + 30abc + 3603 

d) 18m + 72n i) 6m + 42n + 24p + 54q n)x7 + 12x + 11x5 

e) 14a + 35z |) 44x + 28y + 24w + 72z 0) 9n2 — 12mnp + 33m2n 


Interpretação geométrica da fatoração por evidência 


Considere a fatoração de 6x+3y, que sabemos que vale 3.(2x+y). Fazendo x=O e y-B, 
podemos representar a expressão 6x+3y como: 


x+%-V000007TF 


que pode ser reagrupado como 


VOR 
OR 
OO R 


Isso é o mesmo que 3 vezes (O O B), ou seja, 3.(2x+y). 
Quando dizemos que 6x + 3y = 3.(2x+y) estamos dizendo que: 


SCVOVORTT - 00F 
OO F 
VoOF 


Esta interpretação representa o caso em que é colocado em evidência, um número inteiro, no 
Caso, 3 


+, . 
O caso geral de fatoração por evidência pode ser interpretado com áreas de retângulos. Na 


Sura abaixo, temos dois retângulos, ambos com altura a, mas es ge cd men Ás a 
dos dois primeiros retângulos são respectivamente, am e an. iva segunda parte, os dois 
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PE 
o -9 ALGEBRIS, ; 


com altura a e largura mt TA 
a das áreas desses dog Ê 
e 


228 
retângulos foram juntade 
igual a a (mt+n). A área € 


originais 
m+n 


um retângulo 


nando a 
ss. form ; lo maior é igual à som DO ár 
feste retângi tâng. 


dp 


m 


Ficamos então com: 


am + an = a(mn). 


plicação da fatoração por agrupamento. 


Esta fórmula nada mais é que a à 
» se aplica quando a, men são por sua vez, expressões algébricas p 


O mesmo princípic 
exemplo, se a=2x, m=4y e n=32?, ficamos com: 


Sxy + 6xz2 = 2x.(4y + 322) 


Exercícios 
E2) Fatore as expressões abaixo 
a) 6x + 3y? f) 10x2 + 15y2 + 2522 k) 2xºy2 + 3x2 
b) 10xº + 30y2 9) 6a?bc + Bab?c + 12abc? 1) 12x2y3 + 6x?yz 
c) 15a2b? + 25abc h) 7i2j2k + 28R)k? + 42jk m) 12ab? + 60abc? + 36b*c 
d) 18m? + 72mn? i) Gm? + 3mn + 9pm + 54m?q n) ax? + 1232x + 72a%xé 
e) 14a? + 352? i) 4xyz + Byzw + 4xyw + 22Wx 0) 99n2p? — 12mnp + 33mênpº 


E3) Fatore as expressões abaixo 


a) 22º + 3ab + 4ab? f) 15x8z5 — 20xzº + 25xºz? k) — 14x7y5 — 7 xtyê — 210º + 28x2yº 
b) 5a? + 10a — 15abc 9) 32mênt + 16ménê — 24mên? 1) 16a8b” — 48a7bê + 20aºbº + 302º 
c) 12 + 24y + 48 h) 12a%x2 — 15a%x + 9a8xº — 30a3x4 m) —48x4y” + 36x5yº — 48x8yº + 726 
d) Zº - 22º - 322 1) 15x8y8 — 5xéy7 + 10x9y — 25x8y5 n) 4022 — 24abx? + 16aicix - 4% 


e) 4x! - 2xy + Gxy2z j) 36aº%yº — 18aºy5 + 45a'y' -54a%yt 0) 36x2y322 — 48xty2z2 + 24x y'7º 


Fatoração por agrupamento 


pa sda por Rã consiste aplicar fatoração por evidência em termos separados da 
pressão original, e ao fim identificar termos comuns que podem ser novamente colocados 


em evidência. 


Exemplo: Fatorar a expressão ab + da + 2b + 6 


Não é possível 


Uas menores, c i o colocar um f di 
! a q 
) ab + 3a pode ser fatorado como a(b+3) 


+ 2 
2) 2b + pode ser fatorado como 2(b+3) 


Sendo assi 
m à expressão pode ser escrita « 
Tita como; 
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a(b +9) + 2(bt3) 


Que sorte! Os dois termos acima possuem como fator comum, (b*3), Então podemos colocar 
(b +3) em evidência, ficando com: 


(bra)(a + 2) 

Portanto, à forma fatorada da expressão, usando a técnica do agrupamento, é: 
(b+3).(a+2) 

Exemplo: Fatorar a expressão ax + bx + Zay + Shy + Sax + Ghz 


Inicialmente observamos que não existe um termo comum presente nos seis temos da 
expressão, então a fatoração por evidência não pode ser usada. Tentando usar agrupamento, 
observamos que os dois primeiros termos possuem um fator x, os dois seguintes possuem um 
fator comum 2y, e os dois últimos possuem um fator comum 3z. Usando então evidência com 
esses termos, ficamos com: 


x(a+b) + 2y(a+b) + 3z(a+b) 


Mais uma vez que sorte! Encontramos o fator comum (a+b) nos três termos. Colocando então 
o fator (a+b) em evidência, ficamos com: 


(a+b).(x + 2y + 32) 
Note que nem sempre é possível colocar expressões em forma fatorada. Por exemplo, se na 
expressão original o primeiro termo fosse 2x, ao invés de ax, ficariamos com: 


x(2+b) + 2y(a+b) + 3z(a+b) 


Não teríamos nesse caso, o fator comum (a+b), e a fatoração não seria possível. Nem sempre é 
possível encontrar uma fatoração para qualquer expressão. Obviamente as expressões 
apresentadas nos exercícios propostos de fatoração são obtidas a partir de multiplicações de 
expressões menores, tornando possível reverter o processo, escrevendo a expressão em forma 


fatorada. 
Exercícios 
E4) Fatorar as expressões por agrupamento 
a) am + bm + an + bn f) 15b + 20 - Gab - Ba 
bjab+3a+2b+6 9) 3a-ab+ 12-4b 
C)xy-1x+5y-35 h)m(x-1)+n(x—1)+2p(x— 1) 
d) 12xy+15x+8y+10 )axtay+bx+by+cx+cy 
8) 10ab - 15a — 16b + 24 j)ax+bx+cx+2a+2b+2c 
E5) Fatorar as expressões por agrupamento 
ajax+bx+ay+by f) 12ab — 15ay + Bbx — 10xy 
b) 6ax + 2ay + 3bx + by 9) 15x — 10y + Bax - 4ay 
C)Bax - 10ay — 12bx + 15by h)1=ny-mx+mnxy 
dmn-2m+3n-6 i) ax + 2bx + 3cx — ay — 2by — 3cy 
8) 24º + 3x2y + Duye + 37? oype-senp-nsy—1 
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Interpretação geométrica da fatoração por evidência 
A expressão ax + ay + bx + by pode ser fatorada como (a+b).(x+y). Isto pode ser inte 
como a área de um retângulo de lados (a+b) e (x+y): 


a b : : 
É | 


é igual à área do retângulo grande, 


TD” . 
Pt lado 


“aa 


A soma das áreas dos quatro retângulos (ax, bx, ay € by) 
que vale (a+b).(x+y). Então: 


ax + bx + ay + by = (a+b).(xt+y) 


Exercícios 

E6) Fatorar as expressões por agrupamento | 
a) 8a?x2 + 4bx2 — 122º - 6b 1) 25atb — 402ºb — Sa + 8 
b) 15am + 9bm — 20ax — 12bx 9) 20a2x2 + 12a2y +5xºy + 3xy2 | 
c) 9a?x + 21a2y — 15mx — 3ômy h) 12x2y2z + 3kx2yz + 8bmxy + 2kxbm 
d) 20akxy — 12x2by — 35akbz + 21b?xz i) 3xéy* + 4bx2yº — 12ax2y —16 ab | 
e) 10x%k — 5abx? — 14k + Tab ) x?y3 — 5b2xºy2 — 3xºyk2b? + 15k2bº 


Fatoração por quadrados e cubos 


Fatorar uma expressão é transformá-la no produto de fatores mais simples. Muitas vezes isto é 
feito aplicando conhecimentos sobre os produtos notáveis, como as fórmulas do quadrado e 


cubo. Por exemplo: 


(cy)? = 2 + 2xy +? 


A fatoração de uma expressão que é um quadrado consiste em identificar quais são os termos 
do binômio que está elevado ao quadrado. Em uma expressão de três termos, identificamos 
inicialmente dois deles que sejam quadrados. A seguir verificamos quais são os valores que 
estão elevados ao quadrado. Finalmente, checamos se o terceiro termo (aquele que não é 
quadrado) é igual ao dobro do produto desses dois termos. 


Exemplo: Fatorar a? + 6a + 9 


Observamos que a? e 9 são quadrados perfeitos. São os quadrados de a e 3, respectivamen 
Finalmente, verificamos que o terceiro termo da expressão (no caso, 6a) é exatamente ig! 
2..3. Sendo assim, a expressão é o quadrado de a+3 


o terceiro 


BS.: i 5 i a! 
o Ae a “terceiro termo”, não como sendo o terceiro na posição, mas Sim, 
iderando que os dois quadrados como primeiro e segundo 


a2+ Ga + 9 = (a+3)2 


Exemplo: Fatorar x2 - 8x + 16 
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ni os aqu 
a exatamente O produto 2.x.4, portanto a e 


— 231 
i dois quadrados, que são x2 e 16, S5 qua 
i dois quadrados, que são x e 16. São os quadrados de x e 4 


O termo do meio, 


Xpressão é um quadrad ani A 
ax, ano ã , : quadrado. O único detalhe é que 
como este terceiro termo tem um sinal negativo, a expressão é um quadrado de diferença, e 
jo quadrado de soma. Sendo assim: oii 
na k 


2 gx+16= (x 47 


exercícios 

E7 Fatore as seguintes expressões 
aja? + 2ab + b? f)x2+ 16x +64 k) b2- 22b + 121 
b) mê + 20m + 100 9) y2 + By + 16 |) x2+ 2xy + y2 
JR 18k +81 h)m?- 14m +49 m)a?-16a + 64 
gr-m+1 )z22-62+9 n) 2 - 40c + 400 
eja?+ 12 +36 )) p?- 10p + 25 0) x2 + 32x + 256 


Nem sempre os fatores têm forma simples como nos exercícios acima. As expressões podem 
apresentar um aspecto um pouco mais complicado. 


Exemplo: Fatorar xº + 18x!y + 81y2 


A primeira dificuldade é que na vida real (provas e concursos, por exemplo), nem sempre é 
indicado qual é o caso de fatoração a ser usado — isto deve ser descoberto pelo aluno. 
Rapidamente verificamos que não existe um fator comum entre os três termos da expressão a 
ser fatorada, então não pode ser evidência, nem agrupamento. Com três termos, é provável 
que seja um quadrado, ou mesmo um trinômio. Para verificar se é um quadrado, é preciso 


checar se dois termos são quadrados. Podemos identificar claramente dois quadrados na 
expressão: 


x8 = (x*)2 

Sly? = (9y)? 

Claro, é preciso levar em conta as propriedades das potências para identificar esses dois 
quadrados. Portanto, é possível que a expressão seja o quadrado de xt + 9, ou x! — 9y, mas 
para isto é preciso verificar o terceiro termo, no caso, 18x!y. Como o terceiro termo tem sinal 


Positivo, então descartamos a possibilidade de ser o quadrado de xt — 9y. Verificamos então se 
9 termo do meio é igual a duas vezes O produto de xº e de 9y: 


2. xt e 9y = 18x!y 
Este é exatamente o termo do meio! Se não fosse, a expressão não poderia ser fatorada como 


Um quadrado (na verdade seria fatorada como um trinômio, como será visto posteriormente 
Neste capítulo. 


É Sendo assim, a expressão é realmente o quadrado de (x! + 9y): 


8 
* + 18xty + 81y2 = (xt + 9y)? 
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Exercícios 


E8) Fatore as seguintes expressões 
a) 4m? + 12m + 9 f) 493? - 56ab + 16b? = 20+1 
b) 152º + 40ab + 25 9) 100x? + 600xy + 900y? DKO- sk +4 
m) 1- 22º +21 


h) 25x2yº — 10xy + 1 
) 16p? - 24pq? + 9g* 
j) 4xéy? — 20x2y + 25 


c) 25x? + 10x + 1 
d) 1 - Bk + 16k? 
e) 9x? — 30xy + 25y? 


n) 16xº — 40x2yº + 25y5 
o) 25a?x? — 90abxy + B1b2y2 


dem “quadrado do primeiro + duas vil 
Devemos inicialmente identificar Vezor 
do se realmente é “duas vezes o pod 


re os termos aparecem na or 


» + quadrado do segundo”. 
deve ser testa 


Obviamente, nem semp 
o primeiro pelo segunde 
quadrados presentes, e o termo restante 
pelo segundo”. 


E9) Fatore as seguintes expressões : 
a)2xy + x2+y? 1) 25 + 9x? — 30x k) 9 + k'º — 6k 
b)a?+b?-2ab 9) Gab + b? + 9a? 1) 16yº + 9x2 + 24xy? 
c) 100 + x? + 20% h) 16k2 + 1 - Ek m) 1 — 64p* — 16p? 
d) 25 + k2 + 10k 1) x(25x — 10) + 1 n) 9a? + 25k' + 30ak? 

0) 49x2y2 + 9 + 42xy 


|) 16m? + 49p? — 56mp 


Da mesma forma como podem aparecer quadrados de somas, podem aparecer cubos de 
somas. Para realizar esta fatoração devemos lembrar a fórmula do cubo da soma/diferença: 


e)-14x+x2+49 


(a + b)3 = a? + 3a2b + 3ab? + b? 


(a - b)º = a? - 3a2b + 3ab? — b? 


É mais dificil identificar que uma expressão é um cubo, para poder fatorá-la desta forma. É 
preciso identificar os cubos de dois números a e b, e testar se dois termos restantes podem ser 


representados como os tríplos de a?b e ab2. Se um cubo (ex: b?)tiver um sinal negativo, é 


preciso também verificar se o termo 3a2b também tem sinal negativo. 


Exemplo: Fatore x? + 3x? + 3x + 


sendo dois cubos perfeitos (xº e 1), no 


a, que tem quatro termos, 
rmos tem 


Uma expressão a ser fatorad 
o cubo de uma soma. No caso soma, pois todos os te 


leva à suspeita de que seja 
sinais positivos. Então a expressão é candidata a ser (x + 1)3. 


Basta então verificar se os dois termos restantes são os obtidos quando elevamos ã0 cubo esa 


expressão: 


(a + b)º = a3 + 3a2b + 3ab? + b? 

(x + 1)3 = x! + 3x2.1 + 3.12.x +13 
“ a “do 

De fato, os termos 3x2 e 3x encontrados na expressão original são exatamente OS termos 


meio” encontrados quando elevamos (x +1) ao cubo. Portanto 


eg + axe = (x+ 1) 
as € provih se 
s problem peste DP 


Cubos de soma ou diferença aparecem com menos frequência no 
iso saber reso di 


são de uso mais trabalhoso, Ainda assim podem aparecer, e é prec 
E 1 


de problema. 
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exercícios espe ma ii 
E:10) Fatore as seguintes expressões 

4 34 IKy + 3y2 + yº | 

pts x *Y + Iy (x + y) 


9) 8a? + 27b3 + 36a2b + 54ab? 
h)Kº — 6kêm + 12km2 - Bm 

) 1- 9m + 27m? -27m? 

DX +0,38 + 0,03% +0,001 


0) x) - 12x + 48x— 64 
ga'+ 9a2+27a +27 


o)1-6m + 12m?- Bm? 


Fatoração por diferença de quadrados 


Este é um caso de fatoração bastante comum, 


ar resultante do 
uma soma multiplicada pela diferença de dois 


produto notável que dá o v: 
a que dá o valor de 


pet 9)="=º 


Esta fórmula não pode ser esquecida, pois seu uso é bast 


Da ante comum em Õ z 
concursos. Resulta da aplicação da propriedade distributi questões de provas e 


va no produto (x + y).(x — y): 


(xt ylx-y)=x2-xy + yx — y?2 
Os termos -Xy e yx são simétricos, e cancelam-se, resultando em: 
(x + y).(x — y) =x mytye-yl=x2 y? 


Sendo assim, a forma fatorada de uma diferença de quadrados de dois valores é o produto da 
soma pela diferença desses dois valores: 


Exemplo: Fatorar m2 — 100 
mê - 100 = m2 — 102 = (m + 10)(m - 10) 
Exemplo: Fatorar x2 — 1 


*-l=x2-12=(x+1)x-1) 


Exercícios 

El) Fatore as seguintes expressões 
aja2-b? 025-x2 k) 92 — 256 
b)k 4 9)x2- 121 |)x2-100 
c)1-m2 h) 4x2 - 9y2 m) 42 -1 
)x-g |) 25m? —1 n) 5x2 — 5y? 
eja?-36 i) 100 — 9k2 0) 2a? — 8b? 


é ê “yr bém sã 
Termos algébricos quadrados não são apenas aqueles que têm a forma “x?”. Também são 
Wadrados os temos formados por: 


letras elevadas a 


Oduto de letras elevadas a expoentes pares: a?m/, 
em, quando multiplicados por coeficiente que seja qua 


a b 3 mêx k 3 etc. 


esmo quando o coeficiente não é quadrado perfeito, podemos dizer que é o quadrado de 


“ma raiz, Por exemplo, 3x2 é o quadrado de 3x. 
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E12) Fatore as seguintes expressões 


ajat-b? ) 25 — dx? kt — 256 

b)k -mº 9) 9x! — 121 1) 2x? — 100 
o)q-m h) 64x? - By! m) 40ºb? — 1 
d)4x2-9 i) 25m? — 12102 n) a?x? — 9b!y? 
e) 252º - 36 |) 100 — B1k! 0) 4a2x! — B1b2y0 


Algumas vezes, uma fatoração por diferença de quadrados pode recair em outra difere 
bs |] 
quadrados. Sã de 


Exemplo: Fatore x8 — yº 

: ' . À Fatnre 

Os termos xº e yº são respectivamente os quadrados de x! e y!. Fatorando, ficamos com: 
A Das iA saÁ 

xd — Sm (xº + y1).6e — yº) 


O termo x! - y! também é uma diferença de quadrados, e pode ser escrito como 
2 A pel nm - 
(x + y3).(x2 — y2). Ficamos então com: 


x8 = y8= (et yet = 1) = (xt ty) (2 + 7) = 7) 


O termo (x2 — y2) é também uma diferença de quadrados, e pode ser escrito como (x +y) (x - 


y). Finalmente ficamos com: 

88 = (ey (ut = 8) = pel + 22) = (et + ye + ct) 
Exemplo: Fatorar x!º — 1 

Aplicando o mesmo princípio, ficamos com: 

x16- 1= (48 + 1) (xt + 1).(x2 + 1) e + 1x — 1) 

Exemplo: Fatorar x!ê — alô 


x16 — al6 =(x8 + a9).(x! + a?).(x2 + a?) (x + a) (x — à) 


Exercícios 
E13) Fatorar as expressões 
a) a -b” f) (x+y)? — a? k) 10m2 — 40n2 
b) 16atbt — 1 9) (xt)2 — (y2)k |) xy = 16mixy 
c)1=x h) 3x2 — 277? m) b? — 4,a?c? 
d) (x+y)? — (xy)? i) 2562º — 81w! nja2-2ab+ p2-x2 
et -b |) (5x+4y)? — (3x-4y)? 0) a2 + 2ab +b2-1 
Soma e diferença de cubos py 


3 
e kr ' ” P, si ue ka 

(a + b)º não é a mesma coisa que a? + b3, e (a - b)3 não é a mesma pa » 

Entretanto, as expressões a? + b? e a? - b3 podem ser fatoradas pelas seguintes Jó 


a +b!= (a + b)(a? - ab + b?) 


—Á 
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qi trar esta igualdade, basta des o - aa 
É fácil demons g asta desenvolver a expressão do segundo membro: 
q + ba? - ab + DO =a*-2b+ab! + ba? abis bp 


= a + b? 


mesma forma, podemos também fatorar a diferença de cubos: 


Da 
acts=(a-b)fa2+ab+b3 


Exemplo: Fatorar x? — 27 
Usando à fórmula: 


p-m=0 Bo (xo BO ++ (x 3) (24 3x 19) 
Exemplo: Fatorar al+1 


+1=a+12=(a+1)(a2-a+1) 


Exercícios 
El4) Fatore as seguintes expressões 
ax+y 1) 512 + 272? k1+mé 
b) 8mº — 1 g)k -64 1) x3 + 3x2y + 3xy2 4 y3— 1 
0) 1-3 h) 8xº + 27y3 m) a? + b? +3ab(a+b) — 1 
d) a? + 1000 i)xº —y3 n) 64xº + 27 
e)x)+8 |) 64xº — 125y? 0) 1000x* + 1000000 


Trinômio do segundo grau na forma x? + bx + c 


Um trinômio do segundo grau pode ser fatorado como um produto de dois binômios do 
primeiro grau, desde que o trinômio tenha raízes reais. Esses conceitos não podem ser 
demonstrados agora, pois isto depende do conhecimento de equações do segundo grau. Nos 
exercícios de fatoração deste capítulo, usaremos sempre trinômios cuja fatoração seja possível. 


O trinômio do segundo grau é resultado de um produto notável apresentado no capítulo 
anterior: o produto de Stevin. 


Exemplo: Calcule o seguinte produto: 
(x+2).(x + 3) 


Esta simples expressão pode ser calculada usando apenas a distributividade da multiplicação 
em relação à adição: 


K+)(x+3)=x2+3x+9x+6 
=x2+5x+6 


O coeficiente 5 nada mais é que a soma dois termos independentes (2 e 3) na expressão 
OMginal, o termo 6 do resultado nada mais é que o produto desses valores. Isto pode ser visto 


“cilmente quando consideramos em uma forma geral: 
(et a).pe + b) =x2+ax+bx+ab=x?+ (a+b)x + ab=x2+ 5Sx+P 


de S é a soma dos valores independentes dos binômios que estão sendo multiplicados, e P 
º Seu produto, 
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A fatoraçã a —O ALGEBRIS 
A fatoração do trinômio do segundo grau requer à descoberta de dois valores T 
a N . Que 
resultam em S e multiplicados resultam em P: lute Somag 
v Os 


Exemplo: Fatorar xº + 13x + +0 


Temos que identificar dois números que, somados resultam em 13 e multiplicados 
40. Existe uma fórmula para identificar esses números (fórmula para resolução a re 
segundo grau), mas com a prática O cálculo pode ser feito mentalmente, esses núm 
>. Portanto 


SUltam 
equa ão 
a Q 
STOS são | e 


x2+ 13x +40=(x+5).(x + 8) 


Resolver o trinômio “mentalmente” é um pouco de adivinhação, com tentativas e « 

segredo é fatorar o produto em dois números que tenham a soma desejada. O e O 
pode ser fatorado como + X 10, mas a soma de £ e 10 é 14, e não 13. Então mo a 
forma de fatorar o 40, poderia ser 40 x 1, 20 x 2, 8x 5... Como 8+5=13,estaéa poa 
dois números que multiplicados resultam em 40 e somados resultam em 13, são 8 5, ii 


Exercícios 

E15) Fatore os seguintes trinômios do segundo grau 
a)x2+6x+8 1)x2+10x +21 k)x2+ 12x +20 
b)x2+4x+3 9)x2+9x+ 14 )y2+7y +12 
c)x2+6x+5 h)x2+ 11x + 18 m) m2 + 8m + 15 
d)x2+ 7x +10 i) x2 + 12x + 35 n)k2 + 14k + 24 
e)x2+ 10x + 16 j)x2+ 12x+27 0)z2 + 9z + 20 


Ao fatorar um trinômio do segundo grau, temos que levar em conta os sinais. Quando os 
sinais são todos positivos, como no exercícios acima, ou seja, tanto O produto como a soma são 


positivos, então os números procurados também são positivos. 


Por outro lado, a expressão pode assumir sinais negativos, tanto na soma como no produto. 
Considere por exemplo a expressão 


(x-5)(x-3) 


Ao ser desenvolvido este produto de stevin, resultará o seguinte trinômio: 


x2- 8x +15 


sitivo. Isto significa 


Observe que a soma tem um sinal negativo (- 8), mas o produto (15) é po : 
ositivo e a som 


que os dois números procurados são negativos, pois seu produto é P 
negativa. 


Exemplo: Fatorar x? - 7x + 12 
uto é 
a or . ' . 1 rod q 
De acordo com os sinais, os dois números procurados são negativos, jà que set p Os dos 
positivo e a soma é negativa. Esses números procurados têm produto +12 e soma = ** 


números são portanto —3 e —4, 


x2-7x+12=(x-3).(x- 4) 


má 
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| Um cuidado extra deve ser tomado quando o produto é negativo. Vejamos o que ocorre 

gavés de dois exemplos: 

a 


a (x + 2d — 5) = x2 = 3x — 10 


b) (x = Be + 8) = 2 + x — 24 


Nesses dois exemplos, o produto é negativo (-10 e -24), já que os dois números procurados 


são, um positivo e um negativo. O termo em x nesse caso, é a diferença entre os valores 


procurados, e não a soma (na verdade é a soma algébrica, que no caso, é uma diferença). 


A diferença entre os dois casos é o sinal do termo em x. Na letra (a) o termo em x é negativo 


(-3x), e na letra (b) o termo em x é positivo (+5). Este sinal & do temo em 2 & 0 memo do 
maior dos números procurados. 


No caso (a), os números procurados são, em módulo, 2 e 5, sendo que um ficará positivo e o 
outro negativo. O maior dos números levará o sinal do termo em x. Como o termo em x nesse 


caso é negativo (-3x), O 5, que é o de maior módulo, ficará com sinal negativo. Os números 
procurados são portanto, +2 e —5. 


No caso (b), o termo em x é positivo (+5x). Sendo assim, entre os números encontrados (3 e 8) 
o maior (8) ficará com o sinal do termo em x, ou seja, positivo. Os números procurados são 
portanto, —3 e +8. 


Resumindo: 


a) Todos os termos do trinômio são positivos: os números procurados são positivos 

Ex: x2 + 22x + 40 = (x + 2).(x + 20) 

b) O termo em x é negativo e o termo independente é positivo: Os dois números são 
negativos. 

Ex:x2-8x+15=(x-3).(x- 5) 


c) O termo independente é negativo, os números procurados têm sinais contrários. O maior 
dos números em valor absoluto tem o mesmo sinal do termo em x. 

Ex:x2+92x -8=(x-9).(x+4) 

Ex: x2- 5x — 14= (x — 7).(x + 2) 


Trinômios que não podem ser fatorados 


Dependendo dos coeficientes do trinômio, a fatoração pode ser impossível. Isto está 
Telacionado com o “delta” do trinômio, e será estudado nos capítulos 13 e 21. Por hora vamos 
“Presentar uma “receita” para identificar um trinômio que não pode ser fatorado. Vamos 


ilustrar com um exemplo: 


Exemplo: Fatorar o trinômio x2 + 6x + 5 usando a técnica de completar quadrados. 


O trinômio começa com x2 + 6x... então tentaremos formar na expressão, o quadrado de 
(x + 3). Para isso vamos somar e subtrair 9, para formar o temo “quadrado do segundo”: 


2 : 
x CX +5=2+6x+9-9+5=(x+3)2-4 


CoMSeguimos assim formar uma diferença de quadrados, que fatorada resulta no produto da 
ma pela diferença dos termos que estão elevados ao quadrado: 
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(x+a-4= (nx rs+ D+ 3-2=(x+ 5x + 1) 
Exemplo: Idem, com o trinômio x + 6x + 20 
Usando o mesmo método, ficamos com. 
x2+ 6x +00) =x2+6x49-9+200=(x+3)2+ 1 
A expressão encontrada não é uma diferença de quadrados, mas sim, uma g 


quadrados, que não é fatorável, ou seja, não pode ser expressa como um produto de f 
racionais. Têg 


A receita que apresentamos no momento, até que isto seja provado quando estudamos 
equações do 2º grau, é: é 


Um trinómio do 2º grau, na forma ax? + bx + c, não pode ser fatorado quando a metade do 
quadrado do termo em x for menor que O produto dos outros dois termos: (b/2P? <a.c 


No exemplo dado, x2 + 6x + 20, vemos que 32 = 9 é menor que 1 x 20 = 20. (isto é o mesmo 
que dizer que no trinômio do 2º grau, O fator delta (b? - 4ac) é menor que zero — aguarde 9 
capítulo 13). Mesmo sem demonstrar, vemos que esta condição resulta na formação de uma 
soma de quadrados, ao invés de uma diferença, o que torna a fatoração impossível. 


Exercícios 

E16) Fatorar as seguíntes expressões 
a)x2+6r+8 f)x2+ 15x +56 k)x2— 19x + 48 
b) x? - 81.415 g)x2-11x+ 28 |)x2- 17x + 52 
c)12- 101 +21 h) x2 + 15x +50 m)x2+21x+54 
d) x? 4121411 i) x? — 14x. + 24 n) x2- 25x + 100 
e)12- 1371 + 22 ) x? — 16x + 39 0) x2- 19x + 90 

E17) Fatorar as seguintes expressões 
a) xº — 5x — 24 1) x? - 4x — 32 k)x2-57x-58 
b) x? + 10x — 24 g)xº-2x-35 )x2+ 14x-72 
c)xº-x—90 h) x? + 11x - 60 m)x2+ 5x - B4 
d)x2 + 41-45 i) x? — 4x — 60 n)x2+2x-99 
e)x2- 9x — 52 j)x2+5x-50 0)x2- 10x— 75 


Trinômio do segundo grau na forma ax? + bx + € 
+ 
” ; a Ea x 
Uma pequena adaptação no método de fatoração apresentado para trinômios na forma à 
bx + c permite que fatoremos também os trinômios da forma ax? + bx + c. O método tam 
& bascado em encontrar dois números com soma e produto dados. 
Vamos primeiro mostrar a aplicação do método, e depois justifica-lo. 


Exemplo: Fatorar o trinômio 10x2 + 9x + 2 


O método é o seguinte: desmembrar o coeficiente do termo em x (no caso, E 
i l i u 
taís que a soma seja 9 (o coeficiente do termo em x) e o produto seja 20 (o pro 


outros termos, no caso, 10x2). 
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capítulo 2 = 
ocurados são 4 e 5. Devemos então trocar o termo 9x por 5x + 4x 


Os números Pr 
ng nes 2 ipo a 


ntre os dois primeiros termos, podemos colocar 5x em evidência, e entre o terceiro e o 


“a d locar 2 idênci 
rmo, podemos colocar 2 em evidência, ficando com: 


quarto te 


gula e 1) + 2 1) 


Desta forma aparece o fator comum 2x + 1, trata-se de uma fatoração por agrupamento, que 
resulta em: 


(5x + 1).(2x + 1) 


justificativa do método da fatoração de ax? + bx + c 


O método demonstrado é baseado em encontrar dois números cuja soma seja b e cujo 
produto seja ac. Isto tem uma justificativa matemática bem simples. Considere que desejamos 
encontrar os quatro números m, n, p e q, de tal forma que: 


ax2 + bx + c = (mx + n).(px + q) 


onde a, b e c são termos conhecidos, tal qual como foi feito no exemplo anterior. Se a 
expressão no segundo membro for expandida, ficaremos com: 


ax2 + bx + c = mp.x2 + (mq + np).x + nq 


A princípio não vamos determinar os quatro números m, n, p e q, que são os coeficientes 
necessários para encontrar a forma fatorada. Podemos encontrar antes os números mq e np, 
do termo em x na expressão original. Note que a soma de 
mnpq é exatamente igual ao produto dos dois demais 
Obtendo os valores de mq e np por este processo, 


que formam o desmembramento 
mp e nq resulta em b, e o seu produto, 
termos na expressão original mp.nq = a.c. 
podemos reagrupar a expressão na forma: 


mp.x2 + npx + mqgx + ng = px.(mx +n) + q.(mx +n) = (mx + n).(px + d). 
Note que o termo em x? foi agrupado com npX. Façamos desta fez agrupando-o com o termo 
mqx: 

mp.x? + mgqx + npx + Dq mx.(px + q) + n.(px + a) E (mx + n).(px » q). 


original, de tal forma que atenda as 


Ou seja, em desmembrar o termo bx da expressão 
grupará com ax? e qual se agrupará 


condicõ 
sa de soma e produto, a escolha de qual deles se a 
O) Se 
m €, produzirá o mesmo resultado. 


Exemplo: Fatorar 6x2 + 19x + 10 


Cialmente devemos encontrar dois números tais que sua soma e produto sejam: 


Soma = 19 
Produto = 6 x 10 = 60 


Os nr; E ; 
Números procurados são 4 e 15. A expressão será então desmembrada em: 
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| DALGEa 
6x2 + 4x + 15x + 10 SIA 


ata é entre os dois segui 
Entre os dois primeiros termos, o fator comum é 2x, e “Buintes q fator a 
5: ; 


ng 


6x2 + 4x + 15x + 10 = 2x.(3x + 2) + 5.(3x + 2) 
Aparece o fator comum (3x + 2), que por agrupamento resulta em: 
6x2 + 4x + 15x + 10 = 2x.(3x + 2) + 5.(3x + 2) = (2x + 5).(3x + 2) 


Resumindo, o método a ser aplicado para fatorar trinômios do segundo 
coeficiente de x2 é diferente de 1, é: 


SrTau nos q: 
* Quais 0 
1) Chamemos os coeficientes de a, b, e c, indicando o trinômio na forma ax2 + by + é 


2) Calculamos a soma e o produto na forma: 


Soma = b 
Produto = a.c 


3) Determinamos os dois números P e q cuja soma e produto sejam esses valores. 
4) Desmembramos o termo bx em dois termos px e qx. 


5) Um desses termos será agrupado com ax? o outro será agrupado com c, a segir 
finalizamos a fatoração usando agrupamento. 


Exercícios 

E18) Fatore os seguintes trinômios do segundo grau 
a) 2x2 + 6x + 4 f)7xX2+10x+3 k) 4x2 + 12x +5 
b)2x2+ 7x +3 9) 2x2+ 9x +7 )3y2+7y+4 
c) 3x2 + 8x + 5 h)6x2+ 11x +3 m) 5m2 + 8m + 3 
d) 5x2+ 7x +2 i) 5x2 + 12x +7 n) 3k2 + 14k + 8 
e) 8x2 + 10x + 2 j) 6x2 + 25x + 24 0)522+97+4 


Quando o trinômio possui sinais negativos, usamos as mesmas regras de sinais aplicad pr 
os trinômios que possuem a=l1. 


Exemplo: Fatorar 2x2 — 7x + 5 


Como o termo c (no caso, 


. ' pai procura 
ú 5) é positivo e o termo b (no caso, —7), os dois númer 
são negativos. Em valor ab 


soluto, os números possuem: 


Produto =2x5=1( 
Soma = 7 


Esses números serão 2 e 5, e ambos levarão o sinal negativo 


CR re ci 


Á 
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f | 


itul 


guto "ST D>—>>>—>— ma 
gxemplo: Fatorar 9x +7x-15 >41 
veste caso O produto é negativo, então os númer 
Ra aê Os encon a 
negativo. trados serão um positivo e um 
piferença * = 

=9 x Io = 
Produto = <- 


meros procurados são 3 e 10. O : 
Qs números P - O maior deles ficará 
ará co si a 2 
210. m o sinal de b, então serão -3 e 


de 7x 15=282-3x + 10x 15=x(3x-3)+5(x-3)=(x+5) (2x3) 
Exemplo: Fatorar — 3x2-9x+8 


As regras de sinais para os números procurados exigem que o coeficiente de x? seja positivo. 
Sendo assim, vamos colocar —I em evidência: 


2 392-9x+8=-(3202+2x—8) 


Produto = —24 
Diferença = 2 


Os números procurados são + e —. 


“3x2 -9x+8=-(3x2 + 2x — 8) = —(3x2 + 4x — 6x — 8) = —(x(3x + 4) — 2.(3x + 4) 
=. (x - 2) (3x + 4) = (2- x).(3x + 4) 


Exercícios 
E19) Fatorar as seguintes expressões 
a) 10x2+ 11x— 6 1) 7x2+ 15x+8 k) 6x2— 19x + 8 
b)3X2- 8x+5 9) 4x2 - 11x +7 | 4x8 = 17x +18 
c)2x2+ 9x— 26 h) 13x2-9x— 4 m) 11x2+2x-9 
d) 7x2+ 5x— 12 i) 3x2 — 10x — 25 n)4x2-25x+25 
) 13x2— 16x +3 0)7x2-2x-5 


e) 11x2- 13x +2 


Fatorações combinadas 
air em mais 
tantes do primeiro caso 
étodo. 


de um caso de fatoração. Quando isto Ocorre» 


Um ã l 
a expressão pode rec de fatoração e verificamos se esses fatores 


encontramos os fatores resul 
podem ainda ser fatorados por outro m 


c 9 = fá N 
Exemplo: Fatorar 10ax2 — 10ay er colocado em evidência na expressão. Ficamos 


Vemos claramente que o fator 10s pode 5 
então com: 


(as? 10ay? = 10npxe? — yº) 2 =) pe 
aa nano (= 9) PR 
carados. Substituimos então (xº —) 
sea « uma diferença de quadrados. 
rxº — y*, por sua vez, € uma dile 


sua forma fatorada, ficando então com: 


10ax2 — 10ay2 = 10a(x2 — y2) = 102-(x * y)(x =) 


zõ"mRMÍÇmíõíÊítísíi 


| 
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Exercícios 


E20) Fatore as seguintes expressões 


a) x2y — 7x2 + 5xy — 35x 1) 4xya? + Bxyab + 4xyb? k) 4ax8 - 4a 

b) 10a2b — 15? — 16ab + 24a 9) Jabk? — 54abk + 243ab |) 7a3x2- 7004 

c) 3ax2 — abx? + 12x? — 4bx? h) 5mxz2 — 30mxz + 49Mx m) 22xX0P — 2axm? 
d) 15bxy2 + 20xy? — Gabxy? Baxy? |) 2am? — Gam2 + 6am — 2a n) 422 — Bia, 
e) abmx? + 3Jamx? + 2bmx2 + Gmx? j) 20x + 189%x + 54ax + 54x 0) 10axº - 10a 


E21) Fatore as seguintes expressões 
a) 5ax2 + 30ax + 40a 
b) 2a3x2 + 24a?x + 22aº 
c) 4mx? — 44mx? + 112mx 
d) 5amx? — 80amx + 195am 
e) 4axº — 68ax? + 208ax 


f) xºy + 10xºy — 24x2y 
g)x2-2x—35+xº- 2x2 - 35x 

h) (a + 1)x2 + 14(a + 1)x— 72(a + 1) 
|) 10x2 — 100x — 750 

j) 4mêx2 + 16mêx — 180m? 


Fatoração por “mágica” 
Em alguns casos, fatorar pode requerer um pouco de adivinhação. Por exemplo considere, 


expressão: 


4a2 — 4ax + x2 — 4y? 


os, somos tentados a usar agrupamento, observando que é 
s dois primeiros termos. Indo por esse caminho falharemos 
rmo. Como existem três 


Como a expressão tem quatro term 
possível colocar 4a em evidência no 
em colocar em evidência um valor entre o terceiro e o quarto te 


coeficientes “4”, somos também tentados a combinar os termos em outra ordem. Nada disso 


dá certo neste caso. 


Observando atentamente, notamos que os três primeiros termos formam um quadrado. É0 


quadrado de (2a — x). A expressão pode ser escrita então como: 


(2a — x)2 — 4y? 


Ficamos assim com uma diferença de quadrados: o quadrado de 2a -x€ 0 quadrado de 
Fatorando, ficamos com o produto da soma pela diferença: 


(2a — x + 2y).(2a — x — 2y) 


Imagine agora uma expressão semelhante, porém com x no lugar de y: 


4a? - 4ax + x2 — 4x2 = da? — dax — 3x? 
oisO 
ao o PELAS . rados, » 
Desta forma não ficou tão fácil observar que a expressão é uma diferença de quadi: 
segundo quadrado, 4x2, ficou misturado com parte do primeiro quadrado. 
ope 

a aaa m 
Aqui pode ser usado um pouco de mágica. Mágica em matemática é fazer E 
inesperada que resolve o problema, mas que não existe técnica alguma que 1 


a operação a ser feita, 
a 
na difere? 


de recair em UM 


Quem já resolveu fatorações parecidas com esta, sabe que po 
ressão. 


quadrados, porém o quadrado conveniente não está aparecendo na exp 
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apítulo Do 3x2 lemb o 
j - 4a? — 4ax — 3xº lembra um quadr: : 
do da juadrado perfeito, exceto pelo terceiro termo. O 


: ess 
expr 2 é : . 
A rmo, ta”, € O quadrado de 2a. O segundo termo tax, é o me 


“ meiro te a 95 ; 
Râme uadrado perfeito, este termo teria que ser “d “mo que 224% Fara 
formar m | er duas vezes o primeiro pelo segundo”. 


mo 2a seria O “primeiro termo” da expressão que está elevada a adrad 
ermo desta e Spa seria x, mas para isto a expressão teria que o Sa E (0) 
, “adrado do segundo . Nesse caso devemos fazer uma “mágica”, que é oiáplE E como 
que formaria O quadrado. Para isto vamos somar e subtrair x2. É preciso somar para 
adrado, e subtrair para não alterar o valor da expressão. a ênião Ri 


termo 
completar O É 
ao data? BE d == (a xd? 


94 9x)2 
Como 4x2 é um quadrado (2x)*, ficamos com uma diferença de quadrados: 


(a - a (2x)? 


Esta expressão por sua vez pode ser fatorada como o produto da soma pela diferença dos 


termos: 
(a-x+ 9x).(2a — x — 2x) = (2a + x).(2a — 3x) 


Informalmente chamamos isto de “mágica” porque o aluno precisa adivinhar a alteração a ser 
feita em uma expressão para ficar de uma forma conveniente que resolva o problema. Em 
alguns casos pode-se perder muito tempo com esse tipo de questão, por isso pode ser 
crueldade usar tais questões em provas. 


Exemplo: Fatore x2 — 20x + 96 


gundo grau, portanto é preciso identificar quais são os dois 
920, e multiplicados resultam em 96. Vamos mostrar como 
do de somar e subtrair um valor de tal forma que seja 


A expressão é um trinômio do se 
números que somados resultam em 
ito pode ser resolvido com o méto 
formada uma diferença de quadrados. 


to. Como o termo em x é “duas vezes o 
lha ao quadrado de (x — 10). Para isto, a 
ubtrair 100, ficando com: 


À expressão “x2 — 20x” lembra um quadrado perfei 
primeiro pelo segundo”, então a expressão se asseme 
expressão teria que ter o termo 100. Vamos então somar e s 


xº- 20x + 100 — 100 + 96 = (x — 10)2— 4 

Ficamos agora com uma diferença de quadrados: 
[É 102 -4= (x 10)2- 22 

Que fatorada fica: 


(x- 104: 
+ Be = 10 2) = (x — B)(x — 12) 
Este ” no 
E Método pode ser usado quando não conseguimos identificar os números à partir da sua 
Na e seu produto, 


Ex 
emplo: Fatorar x2 = 4xy de 4y? de Dx 6y + 92 
idrado. É o quadrado de 


rmos formam um qui 
para formar um outro 


Cla mente 
stantes, O suficiente 


[x 2 observamos que os três primeiros te 


») Entretanto, não encontramos nos termos Te 
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E ge GER 
quadrado, o que resultaria em uma diferença de quadrados. Felizmente Podemos “Sm 


três últimos termos como 3(x — 2y) + 2. A expressão toda pode ser escrita com a ESCrever G 
(x - 2y)2 + 3(x — 27) +2 


Se fizermos z = (x — 2y), observamos claramente que a expressão é um trinômio do 
grau: Segundo 


22 + 32 +92 

que por sua vez fica fatorada como (z + 1).(z + 2). Substituindo z por x - 2y ficamos com 
(x — 2y + 1).(x — 2y +92) 

Exemplo: 

Mostre que x! + y3 + 23 - 3xyz = (x+y+z)(x2+y2+22-xy -yz-— 2x) 
eque,sexty+z=0,x)+y)+2)=3xyz 

Desenvolvendo o segundo membro, temos: 
(xtytzape+y2 +22 xy yz-2x)= 

xº + xy? + x22 — x2y — xyz — x2z 

+xy+yl+yzl o xy? yo xyz 

+ xiz +y2z +23 - xyz — yz2 — x2? 


Vários termos serão cancelados: xy2 com — xy2, xz2 com — xz2, x2y com — x2y, y22 com - yt 
x2z com — x2z e y?z com — y2z. Depois dos cancelamentos, sobrarão apenas: 


23 + y3 +73 - 3xyz 
Fica assim demonstrado que 
W+yp+r-yz=(xty tax +y2 +22 xy yz 2%) 
Se tivermos x + y + z= (0, a expressão do segundo membro será igual a 0. Nesse caso, 

«Pai ente 
É um caso de fatoração pouquíssimo conhecido, e sem conhecer este resultado, Ea 
alguém conseguirá deduzilo em tempo hábil, por exemplo, resolvendo uma questão a y 
prova. Seria uma “fatoração mágica”. Este tipo de fatoração já foi pedido em prot 


exemplo, na Olimpíada Brasileira de Matemática. 


E22) Fatore as seguintes expressões 


a) 4x -x2+2x-1 1) 4xy? — (x2 + y2 = 222 (420, 920, 220) 
b) 2x! - 3x2 - 27 g)x!-5x2+4 

o) - 3x +2 h)at+ bt + ab? 

d) x* - 25x2 + 100 DEE 

9) 16k* — 20K? + 4 a? + b? 
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À capítulo 5 - Fatoração 245 
polinômios 
A fatoração de polinômios pode ser extremamente complexa e será abordada no capítulo 21. 

à Em alguns casos, a quantidade de cálculos necessários impede que esse tipo de questão seja 

A na hndiã o % é ao 

Ê exigida em provas, Quando aparecem em provas, em geral são escolhidos polinômios 


particulares que permitem fatoração por métodos simples. Por exemplo: 


rs tx+o 


Os coeficientes deste polinômio foram estrategicamente escolhidos para permiti uma fácil 
fatoração através de agrupamento; 


xr xl rx 5 = xx + 5) + (x + 5) m (x2 + D(x + 5) 


Via de regra, um polinômio que não tenha seus coeficientes “amistosamente escolhidos” pelo 
formulador da questão à ponto de permitir uma fatoração fácil como esta. Vejamos mais dois 
exemplos que aparentemente são difíceis mas possuem fatorações simples: 


Exemplo: Fatore x! + 6x2 — 16 

Um polinômio de quarto grau com potências pares pode ter sua fatoração facilitada quando 
fazemos y=x2. Ficamos então com: 

y2 + 6y — 16, que é facilmente fatorado como (y + 8).(y — 2). Fazendo y=x?, ficamos com: 

(x? + 8).(x2 — 2) 


Existe um outro caminho que nos leva ao mesmo resultado. Partindo do polinômio original 


x! + 6x2 — 16 


tentamos exprimir os termos como uma diferença de quadrados. Neste exemplo é muito 
tentador usar 16 como um dos quadrados, mas desta forma, os termos x! + 6x2 não formarão 
um quadrado. Então vamos inicialmente “completar um quadrado” com esses dois termos. 
Parece ser o quadrado de (x? + 3). Para que forme um quadrado, falta o termo 9. Vamos então 


somar e subtrair 9 à expressão: 
x*+6x2+9-9-16=(x2+3)2-25 

Conseguimos então formar uma diferença de quadrados, que fatorada fica: 
(x2 + 32 - 95 = (x2+3+5)(x2+3-5)= (x? + 8)(x? -2) 


Exemplo; Fatorar x! + 2x2 + 9 
p F o a 9 “ 
Vamos adicionar e subtrair | para completar o quadrado x! + 2x2 +1, que é (x2+ 1)2: 


x! + 2x2 4 I-1+9»= (x? + 1)2+8 


dono mm 

Por este caminho não formamos uma diferença de quadrados, Tentemos portanto um outro 
Caminho, que é completar um quadrado que tenha os termos xt e 9, Seria o quadrado de (x! + 
3). Par: : ; vd 

3). Para completar este quadrado temos que somar e subtrair o termo 6x*: 


+ 2x2 4 Om 4 + 6x2 48) + Dx2 — xl 
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= (x? + 32 = ue a (x? 4 3)? = (2x)* a (xº + +2x)(xº + 3 — 2x) 
É: de praxe representar 08 polinômios de forma ordenada: 
Resposta: (x2 +2x + 3)(x2-+ 3 — 2x) 


Exemplo: Fatorar xº — 7xº - 8 i 
Um caminho para esta fatoração é fazer y=x" € fatorar o trinômio de segundo grau em y: 


y-7y-8B=(y+1ly-8) = (xº+ Dx? - 8) 
Usando agora as fórmulas de fatoração da soma e da diferença de cubos, ficamos com: 
(x + 1)(x2 - x + (x — 2)(x2 + 2x + 2) 


Outro caminho é transformar a expressão original em uma diferença de quadrado 
que completar o quadrado de (x3 — 7/2): 


4 Tema 


x8- 7x3 - 8=x0 — (7/2)xº + 49/4 — 8 49/4 = (x — 7/2) = BI/4 = (xº — 7/2)? — (92)? 

= (xº — 7/2 + 9/9).(xº — 7/2 - 9/2) = (x) + 1).(xº — 8) 

Fatorando a soma e a diferença de cubos, ficamos com o mesmo resultado: 
Resposta: (x + 1)(x2 — x + 1)(x — 2)(x2 + 2x + 2) 

Dependendo do caso, um caminho poderá ser mais ou menos trabalhoso que o outro. 


Exemplo: Fatorar xt — 3x - 7x2 + 27x — 18 

Fatorar é encontrar fatores. Quando um polinômio tem uma raiz a, temos P(a) = O (teorema do 
resto). Podemos então fazer a divisão por (x - a) e colocar (x - a) em evidência. Existe um 
teorema que será mostrado no capítulo 21, o teorema das raízes racionais, que diz que se um 
polinômio tem uma raiz racional da forma p/q, p = é um divisor do termo numérico, e q é um 
divisor do coeficiente de mais alto grau, no nosso caso, as raízes racionais, caso existam, são 
divisores de 18, positivos ou negativos. Se tivermos que testar números para checar se são 
raízes, devemos testar t1, 2, +3, +6, +9, +18. Esses são os candidatos, e os números mais fáceis 
de serem testados são 1 e -1. 


P(1) = 0; P(-1) = -48. 


Como já achamos a raiz 1, vamos dividir o polinômio por (x — 1): 
(x! — 3x? — 7x2 + 27x — 18)f(x — 1) = x3 - 2x2 - 9x + 18; Resto =) 
(Caso esteja com saudades de divisões polinomiais, recomendamos o capítulo 3) 


Podemos então colocar (x — 1) em evidência: 
(x — 1)(xº - 2x2 - 9x + 18) 


ve? 
A expressão do terceir otamos 4 
Pp O grau pode ser fatorada por agrupamento, já que nº qeiroe” 


psp entre o primeiro e o segundo coeficientes é -1:2, a mesma relação ente 


Ce Db 2) 9 2)]= (x 12 9) - 9) 


Á 
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capit diferença d des EEE 347 
fin te fatoramos a dilerença de quadrados e temos o polinômi T ad 
E quatro binômios do primeiro grau: polinômio de 4º prau totalmente 
fatoré 
resposta: (e — 1)(x — 2)(x + 3) (x — 3) 
intes expressões 
99) Fatore àS seguin 
quis 19249 and 
p)xt-x2-30 Pça 
qxt- 62-27 Aus qu 
| OR i) x! - 10x2 + 16 


Fatoração em provas e concursos 


A fatoração algébrica é um assunto que deve ser dominado por todos aqueles que pretendem 
ter bons conhecimentos de álgebra, e sobretudo, para realização de concursos. Nos vários 
concursos que requerem álgebra, como Colégio Naval, Colégio Militar, EPCAr, EsPCEx, 
Olimpíadas de matemática, são normalmente propostas questões diretas sobre fatoração. Além 
dessas questões, existem inúmeras outras que não pedem diretamente a forma fatorada de uma 
expressão, mas é necessário fazê-lo como uma etapa intermediária da resolução. A fatoração é 
uma ferramenta importante, indispensável em questões que envolvem: 


e Polinômios 

e Equações 

e Inequações 

e Expressões algébricas complexas 
e Radicais 


O aluno que não domina a fatoração provavelmente não conseguirá resolver questões que 


envolvem os tópicos acima. 
ressões algébricas complexas 


a i ã ões 
Praticamente todos os concursos apresentam questões para SS E clio 
algébricas complexas, que usam algum tipo a Fi Udo ca ítulos 
Obviamente cds conhecimentos são necessários, e serão abordados em Pp 


deste livro. 


| Exemplo: EPCAr 2010 -— Exp 


Considere os números reais a, b e x, tais que 


atb=x 
| a-b=yil 
| atbz0 


A 
O valor da expressão Y = Ja? +ab+b?) 
a? = e) 
2a 
A2 ma (cx Dx 


i s de fatoração: 
A otáveis e caso 
JUestão requer os conhecimentos dos seguintes produtos n 


O —— 
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Quadrado da soma: (a +b)2= a2 + 9ab + b? “BRIg, À 
Diferença de cubos: a3— b3 = (a- b).(a? + ab + b?) 

Diferença de quadrados: a? - b2?= (a + b).(a — b) 

Evidência: a2-ab=a.(a-b) 


Usando essas fórmulas, a expressão pode ser escrita como: 


(7) 


A expressão é uma fração algébrica, resultante da divisão de duas frações. Cada Uma d 
duas frações possui fatores comuns no numerados e no denominador, que deve 
cancelados na simplificação. A fração do numerador tem em ambos os termos, um fator Ser 
b) que pode ser simplificado. O produto (a — b).(a2 + ab + b?) é igual a (a? — b?), que po 1a 
cancelado com o outro fator a? — b3 existente no numerador. dt 


A fração do denominador tem o fator a que pode ser cancelado. 


Resposta: (B) 


Exemplo: CMRJ 2015 - Expressões algébricas e equações 


E ad 
Sext+y=2e ED = A, então (xy)! é igual a: 
XE 


(A) 11/14 (B)I/13 (CNS (D)1 (E) 1110 


A maioria das questões de álgebra requer o conhecimento de manipulaç 


algébricas. Esta questão requer ainda a resolução de uma equação € par ma é 
fatoração da soma de cubos, que aparece no numerador da segunda EA ressa em funç 
quadrados existente no denominador não pode ser fatorada, mas pode ser € P 
dex+yexy: 

Ca (eeyht +) (rey ++) 3) 

Warp xy +2y-2x (x+y) —-2x As j 


ex 


Além da fatoração, os termos foram expressos usando apenas (xy), (ey 
façamos x + y = 2 como foi dado pelo problema, e chamemos x.y de P: 


Scanned by CamScanner 


=. 


capítulo > — Fatoração e 
(esp +2 +? -3m) 2(22-3P) 8-6P 4-3p eve TA (em dei E 
(x+y) —2xy 9º Dj “4-9P” =P » que vale 1/4 (enunciado). 
Resolvendo a equação: 

4-3P 1 
9-P 4 
16=12P=2= E 
14=11P 
p=14/1 


Como P = xy e o problema pede (xy)-!, devemos calcular P-!, que vale 11/14. 
Resposta: (A) 11/14. 


A questão exige vários conhecimentos de álgebra, e sem conhecer a fatoração de xº + yo 
aluno não conseguirá chegar à solução. 


n n n 
xXW -y"ex" + y” 
Já vimos várias expressões desse tipo, como x? — y?, x? + yº, etc. Dependendo do fato de n ser 
par ou ímpar, ou de ser uma adição ou subtração, os resultados serão diferentes. Vejamos: 


B-yt= (e y)(e+)) 
Esta é a fórmula da diferença de quadrados. 


32-+y2 


Não pode ser fatorado com fatores racionais. 


wi yi= (ey) + xy +y?) 
Fórmula da diferença de cubos 


x + y3 = (x + y)(x2 07 +77) 


Fórmula da soma de cubos 

Vejamos o que ocorre para maiores valores de n. 

x" — y” 

A expressão x" — y" sempre pode ser fatorada, para qualquer número n natural. A fórmula 


geral é: 


xi yo E (x = y) (en + xn-2y +x2 + e + yº-1) 
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Note. que para n=2 e n=3, a fórmula geral recai em fórmulas já conhecidas: d 
quadrados e diferença de cubos. 


iferença d 


; ação de x! — yt também pode ser feita por diferenca de 
Note aínda que a fatoração de xº - y também p p ç Nadrad, 
recaí no mesmo resultado; 


r ' 3 9 9 3 
Coyio po plo = (e pp p= eo t+ ty + 
Já demonstramos no capítulo 3, a fórmula da diferença de cubos. À demonstração c 


desenvolver a multiplicação, e os termos irão cancelar uns com os outros, sobrand 
primeiro e o último, Para a fórmula de x” — y", o método de demonstração é 


Onsiste em 
O apenas 0 
O mesmo, 

x + y” 

Já a fatoração da soma x" + y", nem sempre pode ser feita. Por exemplo, x2 + y? pode ser 


fatorada, com restrições, torna-se o produto de expressões irracionais. Já a soma de cubos 34 
y* pode ser fatorada como (x + y)(x2 -xy + y?). À fórmula geral para n impar é a seguinte: 


+ yºm (x + y) (nerd — xn-2y + xn-3y2 + yn-1), somente para n ímpar. 


Exemplos: 

xityi= (x + y)pe? = xy + y?) 

Eryi= [et y)fi xy xtyt = at 4 y) 

Cem et pl = ny + ay ep ago 5 + 


As demonstrações consistem em efetuar as multiplicações, e todos os termos semelhantes 
aparecerão com sinais alternados e se cancelarão, sobrando apenas os termos em x” e y". 


A fórmula x" + y", com n par, fica complicada, 


e fica reduzido o seu interesse em questões de 
prova. Não existe uma fórmula geral. 


x* + 42: não pode ser fatorado em expressões racionais 
wie (syis ay 2 (xr yo xy (2) 
ds Po (it ye o op A) 


A fórmula de x! + y' é obtid 


: de 
a somando e subtraindo 2x2y2, formando uma diferença 
quadrados. Já xº + yº pode se 


r feita como uma soma de cubos de x? e de y2. 


Note que na fatoração de x! + y', 


; itido que º 
08 fatores encontrados são racionais, pois é permitido 9 
coeficiente seja irracional, apenas 


as variáveis não podem estar dentro de radical. 


Exercícios de revisão 
ELZA) Fatore as seguintes e 


a xpressões 
da k , 1) 1228 — Gab? — Ga?b? + 3aºb8 
ops didi 
JOB 0) x! + 14x2 +45 
ns gy Nx2-4xy + dy rox 6y+2 
0) 256 - ty |) da? + 120b + 9b? + 100 + 15b + 6 
Dar 12xy + 9y2 12x + 187 +9 
DT 
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:20) Fatore as seguintes expressões 
20) 6 
i á 1484 -4-8 


e) 


E27) Fatore as seguintes expressões 
a) 3º + 33x2 + 90x 
b) abc? + Gabc + Sab 
c) 92! + 16 
d) 9y? - 42y + 49 
e) 2xº + 6x2 + 10x 


E28) Fatore 
a)4x2+12x+9-22 
b) 4022 - 377 —- 63 
cjam - 25 
d) 12m2a + 9ma — 30 
e) xôa + yfa 


E29) Fatore 
a)x*- 3x3 — 7x2 + 27x — 18 
(sugestão 27x = 21x + 6x) 

b) x - 3x3 — 2x2 + 6 
c)xt+x2— 20 
x+ys-xys = xy 
)x-3x2 -x+3 


E30) Fatore 
)-22-15 
b) 12x + 15x+8y +10 
C) 10x% — Saby - 14k + 7ab 
mê 14m + 49 
) 25% - 10xy + 1 


)xº+9x!-x—9 

9) (3x + 5y)2- 5.(3x + 5y) - 6 
h) (2x + 792 + 10.(2x + 7y) + 24 
)x-Oxy + 9y2- 5x + 15y+6 
) 29-x2-4xy —-4y2 


f)x)-4x2- 16x + 64 
9)x)+3x2+3x-7 

h) 16y2 — 25x2 + 10x — 1 
)a'+ab'-ab2- ps 

|) 6xºy2 + 15x295 — 30x7y'z 


f) 2x3 + 14x2 — 20x 
9) 4bº + 32 

h) 842º + 5722 — 60z 
1) 12k2 + 59k + 72 

j) 25m! + 64, m>0 


f) 6x! — 3x3 — 24x2 + 12x 
g) af — 64b8 

h) x! + 2x3 + 27x + 54 

i) 5x? — 30x2 — 15x + 90 

j) 54x8 + 270x! + 450x2 + 250 


f)4x!+x2-3 


9) 9n2p? — 24mnp — 33m? 

h) 12ab? + 60abc? + 36bºc? 

) 36a6yº — 18a5y5 + 45a7y5 — 54a5y! 
j) 12a4x2 — 15aºx + 9a%x? — 30aºxº 


f) 9a? + 25k! + 30ak? 

9) xº— 12x2 + 48x — 64 
h)1-9m+27m2-27m? 
i) 25m2 — 1 

j) a?x2 — 9bºy? 


f)x2+12x+35 
9) m2 + 8m + 15 
h)x2- 14x +24 
|) x2 + 5x— 84 
|) 2x2+9x+7 


) 4m?x? + 16mêx - 180m? 
g)27-32+2 
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d) 3ax2 — abx2 + 12x2 — 4bx2 
e) xê + 2x! — 16x2 — 32 


E33)Fatore 
a) (x + 1)2+ (x+1)-2 
b)y2 + 15y +56 
c) k2 + 9k — 90 
d)x2+ 10x +9 
e)x2-x— 42 


E34)Fatore 
a) 16a* — b 
b) 4x2 - 4xy —- 36 + y2 
c)2y)-6y2-y+3 
d) xº — 8x2— 9x + 72 
4,1 3x? 
+ 


E35)Fatore 


OBS.: Há décadas atrás, as questões 


ensino na época. 
a) CN 61 
xàyz + y'xz — Z3xy + 2x2y2z 


b) EsPCEx 59 — Fatorar 
(3a+2b+c)? — (a+2b+30)? 


c) CN51 Fatorar 
x2-2xy+y?-a? 
d)xº—-2x+ 1 

e) 2x)-x— 4x2+2 


O ALG 
c) 13x2- 9x — 4 h) a! +b! “BRISTA 


i) 9x! + 8x2 + 16 
xt-4x2-45 


f)xº-2x2+ 16(2-x) 
9) 5x? — 55x2y + 150xy? 
h)x-2x2-3x + 6 
)x)-27 

j) xº — 2x2 + 16(2 —x) 


f) x! — 16y8 
q) 4x2- 16x + 2xy + 19—3y 
h) 3x y)2=7(x—y) +4 


) 2x3 + 2x2 — 312% 
l | l 


ALadiqto 
)-x?-— x! 4 p— 2 
a ae a 


f) CN52 
Fatorar 8z(x — y) — 3(x — y) 


g) ESPCEx 53 
Fatorara2 + 6a-7 


h) xº- 64 


i) xt + 64. 
i) 8x3 + 20x2— 18x — 45. 


E36) Fatore numeradores e denominadores e simplifique 


x? +8x+15 
x? —25 

x2-1 x) +4x+3 

-9 x —4x+3 

a? +2ab+b” +ac+be 
a+b+c 

2x —-xy+6x—3) 
2x—-y 


a) 


b) 


c) 


d) 


E37) Fatore 


a) 3(4x + 5)2.4(5x + 12 + (4x+5).(5x + 1).5 


b) -24u3myo + 4uimyên + 48vnum 
0) x3- 282 -2x+1 


d) 4x) - 75 + 12x2 - 25x 


e) a! Ba? + a?b — Sab - 24b 


e) E o 
xº —9 
3x? +9x+6 
x +2x] -x—2 
xº +13x+36 


9) 
x? -16 


x -x—2 
h SE Se ao, 


x+1 


|) 12x%y + 26x2y2 + 10xyº 


Di-x-y-ztxytxzt vz? 


2“ 


k) a — 11a2b + 30ab2 
D(x+12+(x+1)-2 
m) 2x2+3x- 14 
n) x? — 6xy + 9y2 
0)x)-x2-4x+4 


k) 9x2-y2-4y-4 

|) xt8— yf6 

m) (3a — b)? — (2a +b)? 

n) x2y2 — x3y3 + 2xy 

x” -4x-45 x-8] 


0 
4x)+20y  3x+27 


de matemática nos concursos eram triviais, devido à realidade do 


k) CN 58 
Fatorar x) +x2-x-1 


i) CN54 
Fatorar 16xº— 1 
m) 81x* — 16 


n) 128xº — 27º 
0) 2x2 + 5x2 — 18x — 45 


x +1 
3 +3x +3x+1 


1 6x?(1 sli + sé] 


9) xóyê e xiy3 + xºy? 
h) 9x2 + 15x — 1692 + 207 
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E38) Efetue e simplifique 
b) 2x) -5x73 te — Ax+ +20. 2 9) 2y-y + 3y ” 6y 
9-x 2x) +2x-12 x-2 bx -12xy 12x) -24x 
2-9 2x) +5x-3 hj! 1 


Poe 4x —] 


d)x2- 0,2x— 0,08 i) 2x! - 32º 
ex-1-2y-y? Dye 


E39) Efetue as seguintes divisões exatas, usando fatoração e simplificação 
a) (x2-4y2- 4yz — 22) + (x + 2y + 2) 
b) (x) - 6a? + 11a?x — Bax?) + (x2 + Ba? — Sax) 
c)(2a'-Ba+a'+12-722)+(2+a2- 3a) 
d) (q! + 60º + 4 + 129 + 1392) + (39 + 24 47) 
e) (272? - 8b3) + (3a — 2b) 


E40) Determine o quociente e o resto da divisão 
(at + 9a2+ 15 - Ia — 73º) + (a — 5) 


E41) Se x? - x - 5 = (), quanto vale xº - 6x — 5? 


E42) Qual das expressões abaixo é um fator de x2 - 7x + 10? 


(A)x+2  (B)x+10  (C)x-2 (D)x+5 — (E)x+7 


E43) Qual das expressões abaixo é um fator de xº - 27? 


(A)x2- 3x + 9 (B)x2+3x+9 (C)x2+3x-9 (D)x+3 (E) x + 9 


Et) Dê um fator do polinômio -24xºMyn + 4x2my2n + 48yºnym, As variáveis usadas como 
expoentes representam números inteiros. 


(A) (Qxm — 3yn) (B) O polinômio não pode ser fatorado 
(C) xºmy3n (D) 4ximyin 
(E) (-2xm — 3y") 


E45) Realize a operação indicada e simplifique completamente. As variáveis em expoentes são 
números inteiros, 
2 
18 O x +2 3x? 
em bo eme 
ro gut! 


nfs 1.3) | 4-6 : 

(A) 2x" (b) 2X (4 + 3) (C) ft -3) (D) 54 (E) 2k 
xt +9 [Bx!tº 2 

146) Qual das expressões abaixo & um fator de x! — 10000? 


(A) xt 4 100 (B) x2 +10 (C) x! = 100 (D)x- 10 (E) não pode ser fatorado 


E47) Qual das expressões abaixo & um fator de x! = 16! 
(A) x-4 (B) x+4 (C) (x 4 2) (D) xº 44 (E) x- 16 


À : 
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E48) Simplifique — s3/128r +N S4rs 
(a) sr (3) -sVI82rs) (O) —s J74r -(D)-sy2r (3) 


E49) Fatore a expressão 6x2(1 — x?) — 5x(1 — x) +x2-1 


A)x[(l-x))(6x-5)+x]-1 (B) (1 — x2)(6x + 1)(x — 
D) ec no (8) (62-5x- Mx 


h 


“log 


l C) (6x — 
9 O Ops 
E50) Qual das alternativas é um fator de x2+16x-4+64-y2+4y? 

(A) x+y+6 (Bx-y (Oy Dytt Br 


E51) Fatore completamente o polinômio 4x? — 4. 


(A) 4x — 4)(x? Se) (B) 4x - 1)(x2 +x+1) (C) 43 - 1) 
(D) 4x + 1)(x2 -x+1) (E) O polinômio é primo 


E52) Simplifique a expressão 
x -4x-6 x) +2x-15 
x —-x-6 x —25 
x+1 x-3 x+1 x+1 x-3 


O (D) (E) 


x-3 x—5 x+2 x+5 x+2 


(4) 


E53) Fatore o polinômio xº — 3x2 — 16x + 48 

(A) (x+2)x 2x3)  (B) (x+ 4x fx-3) (O) (x + 2)(x — pc + 3) 
(D) (+ x-Mx+3) (E) (2 + 16)(x+3) 

E54) Qual das expressões abaixo é um fator do polinômio x? + x2 — 17x + 15? 
(A) tx-5) Bte-3 (Okx+D o (D(x+2)  (B(x+3) 


E55) Qual das expressões abaixo é um fator do polinômio 6x2 + 11x — 10? 
(A) 2x — 5 (B)3x-5  (C)6x-1 (D) 3x — 2 (E) 6x — 5 


8x-72 — x-9 


E56) Simplifique >> +——— 
9x —-72xº 9x —- 72x? 


x-4 
(A) E B)8 (Ox+4 (D) a 
o X— 
E57) Simplifique q uid 
3x +15x 3 
Ay 3X +15x) +5x+3 x+2 
(A > D"D"2"" BB > Í 
3x(x+5) x+1 
(C xr (D x +50 +2x+41 | 
x +5x+1 45) | 
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E58) Fatore completamente x2 — x2 — 4x + 4. 
(A) (x2 + 4)(x + 1) (B) (x + 2)2x + 1) (C) (x2- 4)(x + 1) 


(D) (x2- 4)fx — 1) (E) (e — 2)(x + 2)(x — 1) 


o e 3x 35+9 
E59) Simplifique: 3XIT 905 


(A) E (B) va 


, OZ (D) as (E) 15 


E60) Se a e b são inteiros tais que x2 — x + 1 é um fator de ax? + bx2 + 2x + 4, então b vale: 


(A)-2 (B)-1 (CO (D)1 (B2 


2 
E61) Simplifique X 2x-6 .x2-4 
x +6x+9 x+3 


A) X+2 B x —9 Cc) X-3 x+2 x-3 
x +x-6 x +x—6 x +x—6 x +5x+6 x? +5x+6 


E62) Simplifique (2x2 — 7x — 4)-1(2x2 + 7x + 3)(x2 + 3x — 28)(x2 — 9/1 


xt mr (g2+ py gt? (NRA 
x+4 x-3 x—4 x+3 


E63) Escrever (20013 — 1986 — 153)/(2001.1986.15) como um inteiro ou fração simplificada. 
E64) Se x2 -y2=20ex-—-y =-10, então x + y vale: 
(A)-6 (B)-2 (C)4 (D)2 (B)8 


3x? +7x+2 3x) -1x+2 


2 


E65) Efetue e simplifique 
) ERA 4—x 1-9x? 


2? 4x+4 9x) —1 
A)1 ado dE o NRA 
Mo Ba “72 É 


E66) Se x — 7 é um fator de x? — 3x + p, qual é o valor de p? 
(A)-28 (B)-21 (C)-10 (D)21 (E)28 


E67) Ser+t=4em +s = 7, determine o valor de (mr + rs + mt + st)/2. 


2 
x -x-6 x)—4 


E68) Simplifque —— — 
E x +6x+9 x+3 
E, 2.9 x—-3 x+2 x=3 
(A) do ca (B) 2 C 2 2 2 
x +x-6 x +x—6 x +x=6 * + 5x6 x +5x+6 


E69) Qual das expressões abaixo não é um fator de 2x2y%z! — Gxytz? ? 
(A)yt (B)2! (C)xyz-3 (DZ! (Bxy 
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E70) Fatore pc o polinômio 6m?(1 - m?) 


(A) ml(1 — 
(C) (6m — 1)(m + 1)2m — 


m2)(6m — 5)+m] - 1 


1) (D) 


(E) (6m2 — 5m — 1)(1 - m?) 


E71) Colégio Naval, 2015 


— 5m(1 - 


2) (6m — 1)(m 


l-m 
(5) - + D(L +m)(l - m)? 


O ALGER 
m?) +m2-] ficas RIsta 


=) 


Seja k (E 997º 2) , onde cada um dos números 9999....997 e 9999...994, são CONstituídos 


9999...994 


de 2015 algarismos 9. Deseja-se que k seja um número racional. Qual a maior Potência d 
que o índice i pode assumir? 


(A)32 (B)16 (C)8 


(D)4 (E) 


CONTINUA NO VOLUME 2: 89 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) a) 32x + y) 
b) 10(x + 3y) 
c) 5(3a + 5b) 
d) 18(m + 4n) 


a) 3(2xº + y?) 

b) 10(xº + 3y2) 

c) Sab(3ab? + 5c) 
d) 18m(m + 4n2) 
e) 7(2a2 + 522) 


a) a(2a + 3b + 4b?) 
b) ba(a + 2 — 3bc) 
c) 12(5 + 2y) 
dziz+1)z-3) 

e) 2x(2x — y + 3y2z) 


a) (a + b)(m + n) 
b) (a + 2)(b + 3) 
c) (x + 5)(y — 7) 
d) (3x + 2)(4y + 5) 


a) (a + b)(x + y) 

b) (2a + b)(3x + 2y) 
c) (2a — 3b)(4x — 5y) 
d) (m + 3)/n 2) 


a) (4x2 — 6)(2aº + b) 

b) (3m — 4x)(5a + 3b) 

c) (3a? — 5m)(3x + 7y) 

d) (4xy — 7bz)(Sak — 3bx) 
E7) a)(a+b) d) 
b) (m + 10)2 e) 


e) 7(2a + 52) i) 6(m + 7n + 4p + 9q) m) 6(2b? + Sabc + 603) 
f) 5(2x + 3y + 5) D 4(11x+7y + 6w + 182) n) x(x2 + 12x + 11) 
9) 4(3a + 5b + Tc) k) x2(2x + 3) 0) 3n(3n — 4mp + 11m?) 
h) T(i + 4] + 6k) 1) 12xy(y2 + 3x?) 

f) 5(2x2 + 3y2 + 522) k) x(2xy2 + 3) 

9) 2abc(3ab? + 4bc + 60º) |) 6x2y(2y + xz) 

h) Tjk(i2] + 4%k2 + 6) m) 12b(ab + 5ac? + 3b3c?) 

i) 3m(2m + n + 3p + 18ma) n) ax%(x2 + 12ax + 7222) 

|) 2(2xyz + 4yZW + 2xyw + ZWx) 0) 3np(33np — 4m + 11m?p? 


f) 5x4z2(3xºzº — 42 + 5x) 

9) 8min*(4m + 2n — 3m2n?) 

h) 3aºx(4ax — 5a? + 3a?x2 — 10xº) 
1) 5xºy(3x2y2 — y3 + 2x5 — 5xy) 
|) 9aºy“(4ay? — 2y + 5a2y — Ga) 


e) (5a B)(2b— 3) 
9 (5-2a)(3b + 4) 
9) ) (a + 4)(3-b) 

h) (x— 1)(m + n + 2p) 


e) (x2 + y2)(2x + 3y) 
f) (3a + 2x)(4b — 5y) 
9) (5 + 2a)(x? -16 


x!—-x-2 
h "AP иргэ х DEI) 


x+1 


1) 12x3y + 26x2y? + 10xy? 


)t-x-y-z*xy*xz* yz - XY 


im. 


k) a? — 11a2b + 30ab2 
) (x * 19 * (x 1)-2 
m) 2х2 + 3x - 14 
n) X? — бху + 9y? 
0) 3 – х2 4+4 


К) 9x? - у2-4у-4 

|) x16 — y!6 

m) (3a - b? - (2a +b)? 

n) X2y2 — xy3 + 2xy 
x!-4x-45 x-8] 


0 
4ху-20у 3х+27 


de matemática nos concursos eram triviais, devido à realidade do 


k) CN 58 
Fatorar x? * x? - x - 1 


i) CN54 
Fatorar 16х* - 1 
m) 81x* —16 


n) 128х6 – 2yŠ 
о) 2x3 + 5x? - 18x - 45 


х? +1 
х3 +3х2 +3х+1 


f бх2(1 -х2)-5х( + zz] 


9) х5уб ЭР xy + xy! 
h) 9x2 + 15x — 16? + 20у 
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E38) Efetue e simplifique 
b) 2x! -5x-3 + ox +2__ _2_ 0) _2ху-у 4 - 3ху 54 бу 
9-х” 2x! 42x-12 х-2 Бх? -12ху 12x! -24x 
9-9 2x +5x-3 h) 4-1 


стг 4х7-1 


d) x? - 0,2x - 0,08 i) 2⁄4 - 32у 
e) - 1- 2y - y? eya, 


E39) Efetue as seguintes divisões exatas, usando fatoração e simplificação 
a) (X? - 4y? - 4yz - 22) + (x + 2y + z) 
b) (3 – ба? + 11a?x – бах?) + (х2 + Ba? — бах) 
c) (2a? - 8a + a + 12 - 7a?) + (2 + a? — За) 
d) (q! + 6q? + 4 + 12q + 130?) + (3q + 2 + q?) 
e) (27a? - 8b?) + (За — 2b) 


E40) Determine o quociente e o resto da divisão 
(at + 9a? + 15 - lla – 7a?) + (a — 5) 


E41) Se x? - x - 5 = 0, quanto vale x? - бх - 5? 


E42) Qual das expressóes abaixo é um fator de x? - 7x + 10? 


()x*2 . (Bx*10 (С)х-2 (Dx*5 — (E)x*7 


E43) Qual das expressóes abaixo é um fator de x? - 27? 


(A) x? - 3x +9 (B) x? + 3x + 9 (C) x^ + 3x - 9 (D) x + 3 (E) x * 9 


E44) Dé um fator do polinômio -24x?my^ + 4x2my2n + 48y?nxm, As variáveis usadas como 
expoentes representam números inteiros. 


(A) (2xm — Зуп) (В) О polinómío náo pode ser fatorado 
(C) xºmy3n (D) 4x^my?n 
(E) (-2xm — Зуп) 


F45) Realize а operação indicada e simplifique completamente. As variáveis em expoentes são 
números inteiros, 
24 
x* y х +2 _ 3x? 
em + eme 
3492 gut! 


kf k 1.3) | 4-6 " 

(А) 2x* (в) 2* (e + 3) (C) (1-3) (D = (E) 2k 
х +9 180" 2 

F46) Qual das expressões abaixo & um fator de x* - 10000? 


(A) xt 4 100 (B) x? + 10 (C) x! - 100. (D) x - 10 (E) nào pode ser fatorado 


E47) Qual das expressões abaixo ë um fator de x! = 16? 
(A) x - 4 (B) x * 4 (C) (x + 2)? (D) x? *4 (E) x - 16 


k. Á 
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E48) Simplifique — s3/128r +4/ S4rs? 
(A) sr (в) – 541827255 (O) —s° 3/74r D) —-sX2r " 


E49) Fatore a expressão 6x2(1 — x?) — 5x(1 - x2) + х?-1 


A) х[(1 - х2) (6х - 5) + x] - 1 (B) (1 - x?)(6x + 1)(x — 
D) “(5 500350-82 E (66-3х-00-3 


[^ 


“10:14 


1 C) (6x - | 
у O 6-е 
E50) Qual das alternativas é um fator de x2 + 16x — 4 + 64 — y2 + 4y ? 

(А) х+у+6 (В) х-у (Qy Dytt (Ex 


E51) Fatore completamente o polinômio 4x? - 4. 


(A) 4(x - 4)(х? +х+1) (В) 4х- 1)(х? +х+1) (С) 4(х3 - T 
(D) 4(x + ))(x* - x * 1) (E) O polinómio é primo 


E52) Simplifique a expressáo 
x'-4x-6 х? +2х-—15 
x —x—6 х? – 25 
x«l х-3 х+1 x+1 х-3 


- (С) (D) (E) 


х-3 х-5 х-2 х-5 x+2 


(А) 


E53) Fatore o polinômio x? – 3x2 — 16x + 48 

(A) (x*2(x-2x-3) (В) (x*4(x-4(x-3) (C) (x*2)(x - 2)(x + 3) 
(D) (x*4(x-4(x*3) (E) (< * 16x +3) 

E54) Qual das expressões abaixo é um fator do polinômio x? + x? — 17x + 15 ? 
(А) 6-5) (В) (х-3)  (O(x*!) (D(x*2  (E(x*3 


E55) Qual das expressões abaixo é um fator do polinômio 6x? + 11x — 10? 
(A) 2x - 5 (B3x-5 (С) бх-1 (D) 3x - 2 (E) 6x - 5 


8x-72 | x-9 


E56) Simplifique == += 
9-72 9х – 72%? 


х-4 
(A) i (B)8 (Ox«4 (р) йг 
o Х- 
E57) Simplifique 2213 
Зх 5x 3 
дү 3X +152? 45x 43 x42 
(А) ————————- (B — 
3х(х +5) x+1 
(C xr (D x +5х? 42x41 | 
x!-5x4l ds) — | 
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E58) Fatore completamente xŠ — x? — 4x + 4. 
(А) (x? * 4)(x * 1) (В) (x + 2?(x + 1) (C) (x? - 4)(x + 1) 


(D) (x? - 4)(x - 1) (E) (x - 2)(x + 2)(x - 1) 


o | aue +3х 3539 
E59) Simplifique: 3⁄3" 396 


(A) E (B) ын 


2 © /21 р) ын (E) 415 


E60) Se a e b sáo inteiros tais que х2-х + 1 é um fator de ax? + bx? + 2x + 4, entáo b vale: 


(А) -2 (В)-1 (CO (D! (E2 


2 
E61) Simplifique X —*—6 , 1-4 
x'-6x49 x43 


Ay __Хх+2 В x”-9 с) x3 x+2 х-3 
x!-x-6 x +x—6 x +x—6 х? +5x+6 х? +5x+6 


E62) Simplifique (2x? — 7x — 4)-1 (2x? + 7x + 3)(x2 + Зх — 28)(x? - 9)-! 


(А) 223 mr aq (pi 1% (Е) МКА 
x+4 x-3 х-4 x+3 


E63) Escrever (20013 — 19863 — 153)/(2001.1986.15) como um inteiro ou fração simplificada. 
E64) Se x? - y? = 20 e x - y = -10, então x + y vale: 
(A)-6 (В)-2 (O4 (0)2 (E8 


3x? +7х+2 3х? - 7x42 


2 


E65) Efetue e simplifique 
ET 4—x 1-9x? 


2-4х-4 9x? -1 
A)1 41.40) 2 —— o NRA 
mr Ba uw Y 


E66) Se x — 7 é um fator de x? - 3x + p, qual é o valor de p? 
(A)-28 (В)-21 (C)-10 (D)21 (E)28 


E67) Se r + t = 4 e m + = 7, determine o valor de (mr + rs + mt + st)/2. 


2 
xi-x-6 х-4 


E68) Simplifique === + 
E х +6x+9 x+3 
+2 2.9 х-3 х+2 x-3 
(А) = (B) —— — С 2 2 2 
x!-x-6 x!4x-6 x +x=6 x +5х—6 х +5x+6 


E69) Qual das expressões abaixo não é um fator de 2x2y?z* — 6xy!z? ? 
(А) yt (B)2! (C)x?yz-3 (D)2y'2 (E) xy 
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E70) Fatore js ade o polinómio 6m?(1 - m?) 


(A) m[(1 - 
(C) (бт - 1)(m + 1) т - 


m2)(6m — 5)*m] - 1 


1) (D) 


(Е) (6m? – 5m - 1)(1 - m?) 


E71) Colégio Naval, 2015 


- 5m(1 - 


2 (6m - 1)(m 


]-m 
0) а. + 1)(1 + т)(1 - m? 


O ALGER 
m?) + m2-] s RISTA 


- 1) 


Seja k -| 997º 21 , onde cada um dos nümeros 9999....997 e 9999...994, são constituidos 


9999...994 


de 2015 algarismos 9. Deseja-se que Mk seja um nümero racional. Qual a maior Potência to 
que o índice i pode assumir? 


(А) 32 (В)16 (C)8 


(D)4 (E) 


CONTINUA NO VOLUME n2 — 2x + 42 9) (x— 1)(x2 + 4x + 7) 
pps nyrye-2)(02+2n+4)  h) (Ay + 5X — 1)4y = 5x + 1) 
E27) ax + A+ 6) 0) 2x(x2 + 3x + 5) 
d) 2x +7+ V59 Je +7- 59) 


b) ab(c + 1)(c + 5) 
C)(s:' « sezvza lis! va -av24) 
a) (3y=7P 


9) 4(b + 2)(b? - 2b + 4) 
h) 32(7z - 4)(4z + 5) 


j) (a+b + V 2ab )(a+b -V2ab) 


um trinômio pode ser fatorado, o outro não) 
(x — 3). Transforme então 2x? em xº + x3, ficando 


-2x e use agrupamento. 


Desa Je-2Jeme-4] 
)) (x2 + 10)(x + 2x2) 


| (2a + 3b + 1)(2a + 3045) 
plax-3y-3 


(x 39-21-3953] 
(=x + 2916 +%- 


b) 
) (a= b)la + bPle' ab 
SA +5y'- 10:57) 


mi) 


(4 + OK? 8) = 
) (sm +84 mJ80 Jó +8 


Scanned by CamScanner 


acl 


capítulo 5 — Fatoração 


E28) 


E29) 


E30) 


E31) 


E32) 


E33) 


E34) 


a) (2x + 3 + 2/2x+ 3-2) 
b) (52 — 9)(8z + 7) 

c)(a7 + 5/2" —5) 

d) M4m? — 5)(m? + 2) 


3) (x — 1x — 2)x — 3X x + 3) 

b) (xº- 2/x2— 3) = 

enBJe +22 4/4 bx 

bes 3 Je 3) 

c) (+ 5 Je — 5x 
(x+2Yx—2) 

d) (x2 + y2)Xx + y)(x — y)j? 


a) (x +/5 Je —/5 Jc +3) 
b) (3x + 2)(4y + 5) 
ese-7)(t-abj= (x3/5 —2/7) 


x (023 25 +23/35 +3/49) 
d)(m-7) 


a) 4xy 

b) xy(1 + 4m?)(1 + 2m)(1 — 2m) 
c) (x-3)(x2+3x+9)(x+1)(x2-x+1) 
d) (2x + 3y)(4x2 — Oxy + 9y?) 


a) (5m + 3)(m + 1) 
b) 2(4x + 1)(x + 1) 
c) (13x + 4) x — 1) 
d) x2(a + 4)(3 — b) 


a) x(x + 1+2) 
b) (y + 7)y + 8) 
c) (k + 10)(k — 9) 
d) (x + 1x + 9) 


a) (4a2+b2)(2a+b)(2a-b) e) 1. (3x-8X9x-8) 
144 


b) (2x-y+6)(2x-y-6) 


S(v2y+1)/2p- 1-3) 9) (2x5 + y2x—3) 
h) (3x-3y-4)(x=y-1) 


d) (x + 3X x — 3)(x — 8) 


OBS.: (g): partir de 4x2 - 16x + 15 


E35) 


a) xyz(x+y+z)(x+y-2) 
b) B(a-c)(a+b+c) 


C) (x-y+a)(x-y-a) 
d) (x- 1)(x2 +x— 1) 


e) (x— 7)(x + 6) 

9 (x + 4x — 4x — 2) 
9) 5x(x — 5y)(x — 6y) 
h) (x 3 Je 3x2) Dix+ 5x +2) 


e) (x-2)V2x+1)V2x-1) 
n) (x— y)(Bz = 3) 


9) (a + 7)a- 1) 
h)(x-2)(x+2)(x2+2x+4) 


2) (x2 + yE sã — yayõ - va) 

) 3xlx + Zyx— 22x — 1) 

0) (=+20/=-25)2º-422»0-1559) 
h) (x + 3x2 — 3x + Syx + 2) 


e) (x+ 1Xx— 1)x—3) 


= -—V . 
f) (-3)2- e +1) 


9) 3np — 1imknp + m) 


h) 1Zb(ab + Sac? + 3b*cº) 


e) (xy — 17 
f) (5k2 + 3a 
9) (x— 4 


h)(1-3m 


e) (xty-1)x2+2xy+y2+x+y+1) 
9) (x + 5)Kx+ 7) 

9) (m + 3)m + 5) 

h) (x- 2)x— 12) 


e) (x2 + 2)(x2 + 4)x + 2)x — 2) 
9) 4mP(x + 9x — 5) 

9) (z+2)z- 1 

hz +bº + ab Ja? + -ab/2) 


(x + 3x — 3 


1) (2+4y8)(x+2y2)(x-297) fd 1 
) if — »] 


1) (x— 3)(x2 + 3x + 9) 


k) a(a — 5b)(a — 6b) 


i) 2x(x + 13)(x — 12) 


k) (3x+y-2)(3x=y+2) 


259 


) AX— lr J3Jx-6) 


D2(3E +5F 


1) Say (Say? — Zy + Say — 6a) 
D) Saix(ax — 522 + 32%x — 1020) 


9 (6m + 1X5m— 1) 
) (ex + 3bPy)fex — 3b3) 


1 (x + 12)(x— 7) 
D (2x + Nx + 1) 


1) não fatorável 
D (x +3)(x — 3x + 5) 


m) (x— 22x + 7) 
n) (x— 3y? 
o) (x+2)x— 2)(x— 1) 


m) 5a(a — 2b) 


n) =xy(xy — 2Xxy + 1) 


o) 3!(4y) 


1) (x8+y') (ty) (x2+ 92) 

(xty)lx=y ) 

i) (x2+8+4x)(x2+8-4x) m) (9x2+4)(3x+2)(3x-2) 
)) (2x+3)(2x-3)(2x+5) nm) A(2x+y)(4x2-2xy+y2) 


k) (x + 19x — 1) 


(2x-y)(4x2+2xy+y?) 
0) (x + 3x — 3)(2x + 5) 


) (4x2 (2x+ (2x1) 


4 


Scanned by CamScanner | 


E37) a) (4x+5)2(5x+1)(80x+37) 


b) 4umvyr(3um+4uN)(2uM-3v?) 


c) (x + 1)(x2— 3x + 1) 


d) (x + 32x + 5)(2x = 5) 


B (1+)(1=0(2x-1)(3x-1) 
gy (x2yº x + Y) 
h) (3x + 4y + 5)(3x — 4y) 


e) (x+y+1x=y— 1) 


2“ 


260 
x2-2x+4) 
E36) a) x+3 d) x+3 9) x+9 ) xo +xipl ' 
x-5 x-4 ido 
bp (x) RE Cia ER 
(x+3) e 
c)a+b ) 3 ) * E |) 25(2b+1)º 
x-1 (x + 1) 
e) (a- 8)(a? + ab + 3b) i) 2xy(3x + 5y)(2x + y) 


Dt p= 


i) 2(x2 + 4y)x + 22x - 297) 


E38) a) x2y2(x2 + y2 + x2y2) 
b) 2(2x-1Yx +3) 9 (y+4y = 3)y + 3y — 2) DD (etey') rr ee?) (x-y2) 
(x+2)3- x) 
c) 2x+1 9) 2x-1 
2x 2x—3y 
d) (x- 0,4 x + 0,2) h) (x+)(x2-x+1 x 1)(x2+x+1) 
E39) a)x-2y-z b)x-a c) (a + 2)a + 3) 
d) (q + 1a + 2) e) 9a? + Ga + 4b2 


emos dividir P(x) por (x — a), e colocar (x - a) em 


OBS.: (b) Para fatorar, note que P(a) = 0, então pod 


evidência. Usamos a divisão polinomial considerando x variável, e com a fazendo parte dos coeficientes, 


E40) a? - 942 — a — 16, resto -65 


E41) Resposta: 0. Dividir o polinômio do terceiro grau pelo de segundo, e verificar que 


(x3 — 6x — 5) = (42 =x — 5) + 1). 


E44) (A) fazera=xM eb =y” e fatorar por evidência. 


E42) (C) E43) (B) 

E45) (A) E46) (D) E47) (D) E48) (D) E49) (D) 

E50) (A) E51) (B) E52) (C) E53) (B) E54) (B) 

E55) (D) E56) (B) E57) (A) E58) (E) E59) (B) 

E60) (A) E61) (C) E62) (B) | 
dep? 


JA cia, 
colocar 1986 em ico g núme 
“ era 
ência, finalmente OP fica, TES! 


e numerador, fatorar diferença de cubos d 2001 e 15, 
minador simp ifica, 


fatorar diferença de quadrados de 2001 e 1986, colocar 15 em evid 
que sobraram entre parênteses, resultando em 3 x 2001. No final o deno 
em 3. Pode ser feito em outra ordem, chegando ao mesmo resultado. 


E64) (B) E65) (A) E66) (A). Fazer P(7) = 0. 


E67) 14. E68) (C) E69) (B) E70) (D) 
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se 4-2 os ooa 


[| 
; ( ata . sql” E é fa 
de 2015 algarismos 9, Deseja-se que k seja um número racional, Qual a maior potência de 2 


ue 0 índice i pode assumir? 


Solução: 


» fis « 
Toda expressão do tipo 9999999...999, onde o número de algarismos “9” é dado (seja ele 2) 
ode ser calculado em função de n, e é fácil deduzir qual é a relação algébrica que se aplica 


Vejamos alguns exemplos: 

g=101-1 

gg=102-1 

999=10"-1 

Se temos n algarismos “9”, então o número 99999..999 é igual a 10" — 1 


Outros números similares podem ser deduzidos facilmente, como: 


H111....111 (n algarismos “1”) = (109 — 19 
77777...177 (n algarismos “7”) = 7x(107 — 1/9 


O mesmo princípio serve para determinar 2222..222, 3333.333, 4444...444, etc. 
É bom conhecer essas relações durante o estudo, e não apenas na hora da prova. 


O problema envolve dois números parecidos, que podem ser facilmente deduzidos: 


999,..997 = 999....999 — 2, se o primeiro número tem 2015 algarismos 9, o segundo tem 2016. 
999... 994 = 999....999 — 5, se O primeiro número tem 2015 algarismos 9, o segundo tem 2016. 


Portanto podemos escrever a expressão dada pelo problema usando: 


9999,..997 = 016 - 1.9 = |0UI6-g 
99... 994 = 10216 1-5 = [0216 - 6 


À expressão de k fica então: 


Numerador: (102016 3929 
enominador: (102016 -6) 


Para”: . 
ata agilizar og cálculos, chamemos 102916 de x. Ficamos com: 


VW gu 6x+9-9=n2-6x 
o (x — 6) 

ida (x2 Gx)/(x — 6) =x 
6) 

try rk é esta fração elevada ao cubo: 


“(10201673 = [96048 


hi 


e re ve pn e e mm me ea to em, 


Á 
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262 O ALGEBRISTA 
A raiz iésima !/; será um número racional quando o expoente 6048 for um mú 


. a ltiplo de ; 
sendo que i é uma potência de 2, segundo as instruções do problema. Portanto io i 
hos 


6048, o que resultará em: 2? x 189, (basta determinar os fatores 2), portanto a maior a 
de 2 que é divisor de 6048 é 2º = 32. nei 


Resposta: (A) 
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Capítulo 6 


MMC e MDC 


Problemas sobre MMC e MDC 


Este é um capítulo bem pequeno. Na maioria dos livros de álgebra, o capítulo sobre MMC e 
MDC é também pequeno ou inexistente. Normalmente este assunto fica incluído no capítulo 
sobre fatoração. Também nas provas de concursos, praticamente não existem questões do tipo 
“calcule o MDC entre ....”. O primeiro motivo é que para calcular o MMC e o MDC entre 
expressões algébricas, é preciso primeiro fatorar as expressões, e aí já está a maior parte do 
conhecimento necessário. A parte restante é uma rápida verificação de expoentes, muito fácil. 


O segundo motivo é que o cálculo MMC, usado para reduzir frações ao mesmo denominador, 
bem como o MDC, usando nas simplificações, nada mais são que etapas intermediárias de 
questões mais trabalhosas, que são as operações com frações algébricas. Essas questões sim, 
exigem muitas etapas, inclusive o MDC e o MMC, são bastante comuns em todas as provas de 
concursos, usadas em resolução de expressões algébricas complexas, equações e inequações, 


O MDC e o MMC são ferramentas importantíssimas em questões envolvendo equações 
fracionárias e frações algébricas em geral. Para não dar ao aluno a ideia de importância 
reduzida deste assunto, optamos por destacar sua importância dedicando-lhes este capítulo 
exclusivo, mesmo com um número reduzido de páginas, e também de exercícios. Não existem 
mais questões do tipo “calcule o MMC ou o MDC” em provas, já que essas são etapas 
corriqueiras de outras questões mais complexas. Por isso o número de exercícios é reduzido, 
inclusive fizemos uso de questões de provas antigas. Seria um erro não estudar o assunto pelo 
fato das provas atuais não apresentarem questões exclusivas. Sem resolver a questões de 
provas antigas, o entendimento do assunto ficaria prejudicado. 


Fatores numéricos e algébricos 


Na aritmética, é usual calcular o MMC (mínimo múltiplo comum) e o MDC (máximo divisor 
Comum) entre números naturais ou inteiros, com aplicações em diversos tipos de problemas. 
Por exemplo, para somar ou subtrair frações com denominadores diferentes, precisamos 
teduzir todas elas ao mesmo denominador, que é o MMC entre os denominadores das frações 
Originais. O mesmo ocorre com frações algébricas (capítulo 7), que são aquelas que possuem 
expressões algébricas nos denominadores. Por exemplo: 


2x 4 1 


na 


X-1 x+1 x 


—.— 


Assim como ocorre na aritmética, temos que reduzir todas as frações ao mesmo denominador 
(OBS.: f errado dizer “mesmo denominador comum”, o correto é dizer “mesmo 
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denominador”, ou a um “denominador comum”, já que as palavras Mesmo” e «, : 497 
o mesmo significado). A forma mais simples para fazer isso é usar como denomina à um im 
o MMC entre os denominadores. Isto requer que os denominadores sejam fatorados. “Mm, 


1º denominador = (x — 1) 
2º denominador = (x + 1) 
3º denominador = (x2 - 1) = (x + 1)(x — 1) 


O MMC é o produto dos fatores comuns e não comuns, elevados aos maiores EXpoent 
caso, este MMC é (x + 1).(x — 1). No 
Para que as três frações fiquem com denominador (x + 1).(x — 1), é preciso Multplica 
numeradores e denominador das frações por: P 
1º fração: multiplicar por (x + 1) 

2º fração: multiplicar por (x — 1) 

3º fração: multiplicar por 1 


Com tais multiplicações, todos os denominadores ficarão iguais a x2— | 


Ficamos então com: 


2x(x+1) 4(x-1) 1º 2x+2x+4x-4-1 2x0 +6x-5 
x —1 xX-1 xW-] x*-1 x -| 


Dificilmente aparecerá em uma prova de concurso, uma questão do tipo “calcule o MDC 
entre...”, mas aparecerão questões mais complexas que exigirão, entre as etapas da resolução, 
o cálculo do MMC ou do MDC. 


Recordando o MDC e o MMC de números naturais 


Vamos recordar rapidamente como calcular o MDC e o MMC de números naturais. Na 
aritmética, o método mais usado para calcular o MDC é armar um dispositivo com uma barrá 
vertical, e são feitas divisões pelos números primos: 2, 3, 5... 


Exemplo: Calcule o MDC entre os números 8, 12 e 20 


8 
O método para calcular o MMC é parecido. A diferença é que no caso do MDC, fo 
divisão apenas quando todos os números são múltiplos do referido número, como no e e só 
acima. No caso do MMC, fazemos a divisão quando pelo menos um dos números Pp qué 
dividido. Os que não permitem a divisão são simplesmente repetidos. Os fatores pel? 
dividimos, no lado direito da barra vertical, são os números dedo j 
ds 
order go] 


Na álgebra, este método não é usado, $ 
ue 


como ocorre com os números primos 
tanto para números naturais quanto P 


. een E ser 

Pois os fatores algébricos não podem 
So ao étodo, 

Ao invés disso, usamos um outro méto 

ara expressões algébricas: 


Scanned by CamScanner 


fulo 6 - MMC e MDC 
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MDC* os números 


Fatorar fatores comun 
à Calcular O produto dos s elevados os Menores expoentes 
c = Mínimo Múltiplo Comum 
a) Fatorar OS EARaÇre 


b) Calcular o produto dos fatores comuns e não comuns elevados aos Maiores expoentes 


Vejamos como aplicar o método para encontrar o MDC entre os Números 8, 19 e 90: 


Fatorar os números 
3) g= 93 
12=223 
20 = 22.5 


b) Calcular o produto dos fatores comuns elevados os menores expoentes 


O único fator comum é 2, Os expoentes são 3, 2 e 2, o menor deles é 2. Então: 


MDC(, 12, 20) = 922 = 4 


No próximo item veremos como usar este método para calcular o MDC e o MMC entre 
expressões algébricas. 


MDC e o MMC de expressões algébricas 
Vamos aplicar o 


mesmo método para encontrar o MDC e 
algébricas x2 — 3x 


o MMC entre as expressões 
+2ex2-7x+10 


P-iktoe fe 1)fx — 9) 
€-1x+10= (x — 2)(x — 5) 
MDC: Fatores comuns elevados aos menores expoentes = (x — 2) 
* todos os fatores, elevados aos maiores expoentes= (x 1)(x— 2)(x — 5) 


E álculo do MDC e o MMC de monômios é bastante simples, pois a parte literal já está 
Tada, ficando apenas faltando fatorar os coeficientes numéricos: | 


Pato: Calcule o MMC e o MDC entre 4a22b%4, 12xa!tb? e 20 atbix? 
do os Coeficientes, ficamos com: 
Pabãçs 
xatb2 
Eeatpõço 
MDe 
=22a2 
MMG = 2a b? = 4a2b2 
Dat bi ct x? = 60atbictx2 


: ebri inômio xy” é 
el por ASado no MDC, nem no MMC de expressões E RSA E 
Ee por exemplo, o polinômio -x2yº também é, portanto não 
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El) Calcule o MDC e o MMC entre: as A 


a) 32x2y2º e 24w?xt22 1) 34mên? e 85mên?p? k) 30xºyº, 20x2y7 o 75y%y 

b) 75x2y2z e —15xyz2 9) 12xy2 e 18x2yz 1) 60x2y2 e 35xz3 

c) 48ab?c e 28a?b?c? h) -25ab2c2 e 15aºb?ct m) 1432b?, 20aºb2c e 35abiç> 
d) 120mêntp e 30mênêp ) 320k2jh? e 128k%h? n) 32mên?, Bmên e Sômira 


e) 72abc? e 84a2b2c i) 99p2x2y e 132npq 0) 12aºbx, Sa*bxy e 30a!pz 


Expressões algébricas não necessariamente são polinomiais. Por exemplo, 2 duo À 
ada PC - 
expressão algébrica não racional. Nesse caso, para efeitos de MMC e MDC, tanto 2% 
- co 


Jx-1 são considerados fatores. Ocorre que as expressões polinomiais são as mais comy 
El e | & 
ômio em x pode ser sempre desmembrado como um produto de binj 
(exemplo: (2x + 5), (x2 - 4x + 1 


Mo 


prática. Um polin 
do primeiro grau e trinômios do segundo grau, nas formas 
Cada um desses termos binomiais ou trinomiais pode ter seus próprios expoentes. Uma ve 

ez 


fatorados completamente, podemos usar a regra já apresentada para determinar o MMC + 
MDC. ) 
Exemplo: Determine o MDC entre (x! — 2x? + 1) e (x2 — 3x + 2)? 

Os dois polinômios devem ser inicialmente fatorados. De acordo com o que vimos no capítulo 


o: 


*-D2+1=(x-12=[(x+ 1x 1)J=(x+ 1)2.(x — 1) 
(x2 — 3x + 92 = [(x — 1)fx — 2)]2= (x — 1)2.(x — 2)? 


O fator comum é (x — 1), e o menor expoente é 2. Logo, o MDC é (x — 1)2. 


O MMC usa todos os fatores, com os maiores expoentes. Logo, o MMC vale: 
(x + 1)2.(x — 1)2.(x — 2)2 


MDC e o MMC indicado na forma fatorada, sem realizar 0 


É de praxe deixar o 
s (corta-corta). 


desenvolvimento, pois muitas vezes serão feitas simplificações posteriore 


Exercícios 
E2) Calcular o MDC e o MMC entre: 
a) (x2-x— 12) e (x2 + 6x + 9) f) (x? — y?) e (xº +) k) (183 — 22 +1) 0 (12-24+ 1) 
b)(x2-15x+50)e(12-6x+5)  g)(X-y)e(x-y) 1)x!-53%2 + 19602249 
o) (x+ 1)e(x—3) h) (x2 + y2) e (x2 — y2) m)xt- 20 +42-4x+40 (4-2) 
d) (2 +2x+1)e(x+1) i) (12 — 6x + B) e (x2— 12x) n) 4x -x2+2x-104%-1 
e) 5(x2— 4) e 3x2 + 10x + 16) i) (x2- 4) e (x2 — 5x + 6) 0)2-32+202-1 
E3) Calcular o MDC e o MMC entre: 
a) (ax 282 + 22x - 43 + x 2) € 9) (x2-x— 20) e (25 - x?) 
(my? -y"+2xy 292 +17) 
D) (3a? + 24a + 45) e (at + 43º — 5a?) 9) (x2 + 3x — 28) e (x2 + 5x — 36) 
c) (xy? + 1), (xp — 2) e (7º + 2029? + xy) h) (x2 + 10x + 9) e (x2 + 15x + 54) | 
d) (12 + xy), (12 — y2), (42 + 2xy + 9º) 6 (ax-x-yray) i) (42-16) e (12x — 12) | 
e) (24º + 5x — 12) e (42º + 1612 — 9x — 36) i) (2 — 5x) e (42 — 9x) | 
MDC e simplificação de frações algébricas a fa 
ebricas. Da ne eb 


Uma importante aplicação do MDC é a simplificação de frações alg 
como fazemos com números na aritmética, usamos na álgebra a fatoração 
denominador de frações algébricas, para cancelar os termos iguais 


do num dos 4 
no nume 
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denominador. O produto dos termos cancelados é exatamente o MDC entre o numerador € 
do denominador. 


Jo 18a'b'xy?z 
lo: Simplifique a fração Co — 
Exempo Sa'biex!y 


Os coeficientes numéricos podem ser simplificados por 2, sendo reduzidos respectivamente a 9 
e 4. Os termos literais c e z não permitem simplificação. Os termos em a podem ser 
simplificados por a”, os termos em b por b? (b será totalmente cancelado), os termos em x 
permitem simplificação por x, e os termos em Y permitem simplificação por Y. Ficaremos então 
com: 


E 
4acx” 


Repetindo podemos representar todos os fatores de forma que apareçam tanto no numerador 
quanto no denominador, os termos comuns que serão cancelados: 


1822b?xy?z E 2922.b2xyyz - 29,02.b2.x.y.y.2 . Oyz 
Baºb2cx*y 2.4a2a.b2.c.x.x2y 24.8%a.b2.cxx2y dacx? 


O produto dos termos que foram cancelados, 2.2.b2x.y, é exatamente o MDC entre 
numerador e denominador, ou seja, o produto dos fatores comuns elevados aos menores 
expoentes. 


Exercícios 
E4) Simplifique as frações algébricas 
2,3 12 A 
4x y 72x] y”” x +1 
2 a ) o, 
b) IZabe ) - X | i) ú a—712 
15bxy x +3x+2 a" —10a+9 
) 24m'p 9) x! — y!º 
12m' p x —y 
q) 2º n X +5x+6 
Sat x” -x—2 


MMC e redução ao mesmo denominador 
A principal aplicação do MMC de expressões algébricas é reduzir frações algébricas ao 
Mesmo denominador, para que seja possível fazer adição ou subtração dessas frações. O 
Princípio é o mesmo usado na aritmética, para frações numéricas. 


Exemplo: Calcule. X-3  , x+5 
fia x —5x+6 x?-3x+2 
icialmente devemos fatorar completamente os numeradores e denominadores das frações: 


X-—3 x+5 
(68) PR E q) 


BR... 
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acabam ficando com expressões m 
(x — 3) pode ser cancelado, no 


Agora uma etapa que muitos esquecem, é 
. pa . . - l " 
a simplificação. Na primeira fração, o termo numeral Caday 
- . . 2 0) , 
denominador, resultando em uma expressão mais simples, de cálculo menos trabalhos, O em 
N HA 


“ls com ] 


| x+5 


+t—————— 


(x-2) (xfx -2) 


O MMC entre os denominadores é (x — 1)(x — 2). Para reduzir ambas as frações 
denominador, devemos multiplicar ambos os temos da primeira fração por (x - |). e 
fração não precisa ser modificada: 


ao Mesma 
À Segunda 


Ix(x—1) xo 


(x-2)x(x—1) é (x-1Xx—2) 
Ficamos então com: 


x-1 x+5 x-l+x+5 2x+4 


G-2%-0) (G-Dk-2) (e-1kx-2) (e-1Xx-2) 


Eventualmente neste momento pode ainda ser feita uma simplificação, mas não é o caso, pol 
o numerador é igual a 2(x + 2), que não tem fator comum com o denominador que permita 
cancelamento. 


Exercícios 
E5) Reduza ao mesmo denominador e adicione as frações algébricas 
a) St, da E ) 224] 3x=4 
2 7 x+1 x+4 x -2x-15 2-7x+10 
AD )x+l+— x+S po SA 
2x 5% x-1 + 7x+12 2249040 
c) E 9) es PRESA 
x+1 x-l x-4 x-2 
d) 3x 4x h) 6x-4 7-9x 
x+4 x+5 4x+3 4x-3 


Casos especiais 


Alguns casos especiais devem ser lembrados, semelhantes aos que ocorrem na art 
fórmulas que facilitam o cálculo do MDC e do MMC 


1) O produto de dois números é igual ao produto do seu MMC pelo sem MDC. 
Exemplo: 

Sejam os números 6e 10, 

Seu MDC é 2, seu MMC é 90, 

6x10=2%H) 


A fórmula geral desta propriedade 6; A x B = MMC(A B) x MDC(A B) 
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A mesma fórmula é válida para expressões algébricas. 


A demonstração desta fórmula é fácil. O MDC é o produto dos fatores comuns, elevado aos 
menores expoentes. O MMC é o produto dos fatores comuns e não comuns, elevados aos 
maiores expoentes. Quanto multiplicamos o MDC pelo MMC, estamos multiplicando todos os 
fatores de A e de B, que é o mesmo que obtemos quando multiplicamos A e B. 


Exemplo: 
Sejam P(x) = (x— I)(x — 2) 
O(s) = (x- 1x3) 


MDC = (x — 1), MMC = (x — 1)(x — 2)(x — 3) 


Então 
P(x).Q(x) = (x — Dx — 2) x (x = Dtx— 3) =(x— 1) x (x = 1)(x — 2)(x — 3) = MDC x MMC 


2) Quando dois números não têm fatores primos comuns, seu MDC é 1 e seu MMC é o seu 
produto. O mesmo vale para expressões algébricas. 


Exemplo: 
Sejam P(x)=(x-1)(x+1) 
Q(x) = (x + 2)(x + 3) 


MDC = 1, MMC = (x + 1)(x — 1)(x + 2)(x + 3) 


3) Quando os dois números considerados são tais que o maior é múltiplo do menor, então o 
MDC é o menor deles, e o MMC é o maior deles. O mesmo vale para expressões algébricas. 


Exemplo: 
Sejam os números 10 e 30. 
MDC = 10, MMC = 30 


Exemplo: 
Sejam P(x)=(x+1) 
Qfx) = (x + 1)(x + 2) 


MDC = (x + 1) 
MMC = (x + 1)(x + 2) 


ao final. Como já vimos um capítulo extenso sobre 
nhecimentos necessários de MDC e MMC. Muito 
bre frações algébricas. Por hora vamos aos 


A parte teórica deste capítulo chega aqui 
fatoração, ficou fácil completar com OS CO 
mais será aplicado no capítulo 7, que trata So 
exercícios de revisão. 


Exercícios de revisão 


E6) Encontre o MDC entre as expressões: 
a) 42ax2 e 60a?x 
b) 35a2b? e 49ab? 


x2-9x + 18 e x2— 10x + 24 
9) Xº + 3x2y e x? + 277º 


Scanned by CamScanner 


270 


c) 54a?b2 e 56aºb? 
d)x2-1ex2+2x-3 
e)x2+5x+6ex2+4x+3 


E7) Encontre o MDC entre as expressões: 


ajal+aix+a2?-x2 
b)a?-4b2ea2+2ab 
c)x2+xy-2y2e x2+ 5xy + 6y2 
d)x2+7xy + 12y2ex2+3xy—4y2 
e)xº-8y3ex2+2xy + 4y2 


E8) Encontre o MMC entre as expressões: 


a) 9xy? e 6x?y 

b) 6a'b? e 15a2b! 
c)aeal+a 
d)x2-1ex2-x 
e)x2+2xe(x+ 2) 


E9) Encontre o MMC entre as expressões: 


a)x2+2x-35ex2-11x +30 
b)x2-64;x)-64ex+8 

c)a2-b2 (a+b)2e (a-b) 

d) 4ab(a + b)2 e 2a?(a2 — b?) 
e)y2+7y+12;y2+6y+8ey2+5y+6 


h)x2+3Ixex2-9 
|) 22x) + x) e 8a) +11 
Dix+yPex?=y? 


)x-2x-x+20x2-4x+4 
9)1-5a+6a2e1-7a+12a? 
h)x2- Bxy + Ty ex? Ixy - 28y? 
|) 8a? + b3 e 4a? + 4ab + b? 
)xe-(y-22e(x+yp-2? 


ha2+4a+4ea+5a+6 
g)ct+c-20c2-c-30 
h)y2-10y+24eyº+y-20 
)b2+b-42eb2-11b+30 
)x-1ex2+x 


)x2-1,x+x+xt 1 ex-xex-1 
9)1-x)1-x)e1+x 
h)x)-27;x2+2x- 150 x2+5x 
)(a+b)2-c%;(a+b+c2eat+b-c 
)x2-(a+bx+abex?-(a+c)x+ac 


E10) Reduza as frações algébricas ao mesmo denominador, efetue e simplifique. 


2 à =-n=2 
a) x-y+ 22 E, E RS alo 
Xx—y X-— a-1 
= o ud 2a-1 
D) x+ y— cá NE Ee niad ) a? +2a-5-“— 
Xx+) x-=2 3a" + 
E da 4 ME dg 
Xx+) x+2 
- as 
danger h) Za= 192500 
Q=% a-3 


E11) Efetue e simplifique 
3a-4b 2a-b+c N a-4c 


a) 
4 3 12 

te ga ds 

x+3 x-—-2 

4 o. | 

x-8 x+2 
d) = ea 

x+1 x—l 
gut aa 

a-x a+x 


1) X XxX 
E AO 
x-a x -—d 


) 4a +b? 2a+b 


9 a qa 
44º —b? 2a-b 
7 | | 
h RL pn 
9-q 3+a 3-4 
2 I b 
) SS GD Re? 
a-b atb d-b 
5% 
) pa +74 
£x=2 X+2 XT 
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E12) Efetue e simplifique 

” SR AR ) SD SS 
1-3x 1+3x 1-9x 2x+1 2x-1 40 -1 
pl, Fr 

a a+3 a+l a-b asb a-b 
PE poa, 2. 2 
x-1 x x+1 l-d 1-a 1I-a 
x+2 x-3 x-x-6 x+4y X-l6y x-4y 
FR DP PE 
x(x-1) 2-1 x(x+1) 2x-3 2x+3 4x —9 


E13) Se o MDC entre P(x) e Q(x) é 1, quanto vale o MMC entre P(x) e Q(x) ? 


El4) Se o MDC entre os polinômios P(x) e Q(x) é M(x), quanto vale o MDC entre os 
polinômios P(x).R(x) e Q(x).R(x) ? 


E15) Em se tratando de números inteiros, se o MDC entre A e B vale M, quanto é o MDC 
entre Ae A+B? 


2.2 
Et E gr 
X+) y—-X o y—x 


El7) Efetuando — 2  S+0C obtémse: 


2c-2b Cb 
—2a 
2b-c) b-ce b+c c- 
E18) A fração E b pode ser escrita como: 
fas 
b 
ala mca (qi qo (NR 
l+bh b+a l+a dá 
E19) Efetue e simplifique + Ze 2 
no 2-6 4 Asi 
E20) Efetue e simplifique VD3x 54x Co $-9x 


Lad 4 
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ma RR Vi Q 
o: DD BB 
x-9 


| 
A) —-— (B)—— ; 
A x+2 di x-6 adido 


E21) Se x = 1 então calcule | | 


+ 
+ — q. 
|+ 
x 
yo 
E22) Simplifique a expressão — — — 
E A 
au 
E23) Simplifique a expressão P q 
Lo d 
pq 


x-1 x+1 x'+1 
Eos) Zt xt x 
x+l x-| x -l 


E26) a ci ab e h 
(a + bh) (a + bh) a+b 


E) Iexido 
I+x 


O ALGEBRIS, | 


CONTINUA NO VOLUME 2: 34 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 

El) a) MDC= Bx2z2, MMC= 96xty2w? 1) 17mên2, 170mn'p? 
b) 15xyz, 75x%y2z? 9) xy, 36x2y2z 
c) 4ab?c, 336a2b?c? h) Sab?c?, 150a'b'ç+ 
d) 30mên2p, 120m'ntps |) B4kh2, 640Kh) 
e) 12abc, 504a?b?c? ) 33, 396p2ngx?y 


E2)  a)(x+3), (x—4)(x +32 Dx +y), (3 + yx — y) 
b) (x— 5) (x 1x 5x 10) a) (x=y), (3 - yipx — 
1 = 1hk-3 ia 
: ; x+ Pe EA |) 1,x(2- 6x + 8) (x — 12) 
e) (x + 2) 1x 2x + 2x +8) D1,(x- és 

3) DA =P e PERSA 
b) 1, (3a? + 24a + 45). (at + 4a? 522) 
C) xy(xêy? = 1)êy? + 1) 
d) x(x + y(x— y)(a — 1) 
6) (2x = 3x + 4), (4x2 - 9x + 4) 


D(x= 5) (x + 4)(25 = 22) 

9) (x — 4), (x + 7)(x + 9x — 4) 
h) (+ 9), (x + 1x + O) + 6) 
(x = 4), (x + 4x = 4x + 3) 
Dx, x(x — 5)(x = 9) 


k) 5x2yt, 300x!y' 
1) 5x, 42003?" 
m) ab?, 140a'b'c” 
n) Bmin, 224m'n 
0) a?bx, 60atb?x*y 
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9 btt et +*) pass 
5a x” a-1 
37 x+6 
e) 72x" y*” h) x-2 
(e? + 1X — 1) ) x*—1 
x+2 
d) 7x? +19x o) Tx +4 j) 
(x+4Yx+5) x =d 5xº +22x+19 
(x+3Xx+4Yx+5) 
5x + n) 16x? —12x+33 
(x +1Xx+4) 16x)-9 
f) E ) 2 
t=1 dx” + 8x = 26 


e) (x + 3), (x + 1x + 2x + 3) 
1) (x — 6), (x — 3)(x — 4)(x — 6) 


(ese -2%e+3) 


) 


E) 


10) 


b) Tab?, 245a2b? 
c) 2a%b2, 1512aºb? 
d) (x = 1), (x + 1x — 1)(x + 3) 


a) (a + x), a%(a2 — x2) 

b) (a + 2b), a(a? — 4b2) 

0) (+29), (x+2y), (x+3y), (xy) 
0) (x+ 4y), (x+39)(x+4y)(x=y) 


a) 3xy, 18x2y3 

b) 3a?b3, 30a3b4 

c) a, a3 + a? 
)x-1),xx2- 1) 


DK-5) (x+ 7x 5x 6 
b) À (x2 Ea 64) ni ) 
UI (a +bP(a- ba 


9) (x + 3y), x2(xº + 277º) 
h) (x + 3), x(x2— 9) 


e) (x2 + 2xy + 4y2), (xº — 8º) 
9) (x— 1), (x2— 1)(x — 22 
9) (1-3a), (1-2a)(1-3a)(1-4a) 


h) (x = 7y), (x — y)lx — 7y)lx — 49) 


e) (x + 2), x(x + 2)? 

f) (a + 2), (a + 3)(a + 2)? 

9) (c + 5), (c — 4)(c + 5)(c — 6) 
h) (y = 4), (y — 4)y + 5)y — 6) 


e) 1, (y+1)(y+2)(y+3)(9+4) 
f) 1, (x2+1)x2— 1) 
gi, (dex(t=x(ttx+ x?) 


d 
"afa+ b)daPb(a? baja + b)  h) 1 xx + 54827) 
2 
gr+y e) —x—2 
dc x—3 
2 
jr+y —2xº +6x—5 
+» = 
SA x +xº—-2x+1 
+y q) CEO 
isDe x+ 
a h) 2a* 1a +6 
a-3 


a 


|) (2a + 1), xº(8a3 + 1) 
D (x + y), (x + y)(x2 — 2) 


a-l 


3a? +1 


) (2a + b), (8a? + b3)(2a + b) 


 (x+y-2), 
(x+y-zx-y+2x+y +2) 


i) (b = 6), (b— 6)Xb + 7Xb— 5) 
D (x + 1) x2=1) 


)i,(a+b+c)a+b- c) 
(x — a), (x— a)fx — b)lx — e) 


2a) +aº +2a+1 
20" eu veto 


3a! +64º —-4a? —4 


É 
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a) 4H 4h— de 


E12) 


) 
|-9x” 


b) 3a” +d4a+ 1) 


a(a +1 Ya +3) 


E 
c) x -x +x+1] 


xlx” =| 


d) 2(x? -1) 


(x+2Xx—3) 
E13) P(x).Q(x) 


ELG) SN taty” 
vox 


E19) aa + 3» 
x —y 


o | 
E22) 1 
xW+py 


E25) xº +1 


x =1 


E14) M(x).R(x) 

E17) (A) 

E20) (A) 

Eo3) 29. 
p+q 


E26) 1 


) Ri, 
> Ny | 
a —b 
paste 
à ade) 
i) 2 
x+4y 
) 2x +12 | 
Az" O 
E15) M 
E18) (B) 
E21) 5/3 
EM) 1 
21º =1 
E97) 
l+x 
, 


Scanned by CamScanner 


Frações algébricas 


Obrigatório para concursos 


Questões de álgebra muitas vezes recaem em frações algébricas. Em uma prova de 20 
questões, incluindo aritmética, álgebra e geometria, tipicamente um grande número delas 
requerem conhecimentos de frações algébricas. É preciso usar nessas questões, conceitos de: 


e Produtos notáveis 
e Fatoração 
e MMCeMDC 


* Operações com expressões algébricas 


Por exemplo, uma questão sobre equações ou inequações, tipicamente recairá em uma fração 
algébrica. 


Exemplo: Colégio Naval 2013 


2 — 
Considere, no conjunto dos números reais, a desigualdade EA > 0. À soma dos 
x— 
valores inteiros do conjunto solução desta desigualdade, que são menores que 81/4, é: 


(4)172 (B)170 (C)169 (D)165 (E) 157 


Esta questão não pode ser ainda resolvida neste capítulo, pois requer conhecimentos sobre 
inequações do segundo grau. Observe que a referida inequação tem a forma de uma fração 


Bébrica. Sem bons conhecimentos sobre frações algébricas, o aluno não conseguirá resolver a 
Mequação. 


Também as questões de geometria costumam recair em cálculos algébricos envolvendo o 
Número x e radicais. Sem habilidade na manipulação algébrica, uma prova de matemática 
Pode ser colocada a perder. 


Nesta Parte inicial da álgebra, o capítulo sobre frações algébricas costuma ser o mais difícil, 
Pois usa muitos conceitos anteriores. Neste livro fizemos questão de facilitar este trabalho, com 
E. Presentação prévia de frações algébricas nos capítulos anteriores. Dessa forma o assunto fica 
acilitado pela sua introdução prévia, ou seja, praticamente todos os conceitos necessários já 
foram apresentados, ficando faltando somente a sua consolidação. 
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E DRDS 24 Bpr- 
Simplificação de frações algébricas ST 
Em geral questões que envolvem frações algébricas requerem a execução, ,; 
matemáticas, como simplificação, adição, subtração, multiplicação e divisão, : “Praga 


Devemos simplificar as frações algébricas sempre que possível, caso contrário pode 
em expressões algebricamente complicadas, o que aumenta a chance de erro nas Mg 

: a = £ ' . J 
simplificação de uma fração algébrica, já abordada rapidamente no capítulo 6 Peraçães 4 
fatorar numerador e denominador, e a seguir “cancelar” os termos iguais, » COgisto em 


x +7x +12 


Exemplo: Simplifique 
x” +8x+15 


Devemos fatorar numerador e denominador, e procurar termos iguais para cancelar Os d 
trinômios podem ser facilmente fatorados: o 


x +7x+12  (x+3Xx+4) 
x +8x+15 (x +3Yx+5) 


Cancelamos no numerador e denominador o termo comum (x + 3), ficando com: 


x+4 
x+5 
2 
Exemplo: Simplifique a fração algébrica 4x —4x+1 
2x) +3x—2 


o numerador e denominador, trinômios do segundo grau. É preciso fatorá 


A fração tem com 
que tratam-se de trinômios 


las, para então cancelar fatores iguais. A dificuldade na questão é 
do segundo grau com afl. 
(2x — 1)2. O denominador é 


a uma técnica para faiorá 
soma SER 


O numerador é um quadrado perfeito, não apresenta dificuldade: 
um trinômio do segundo grau com al. No capítulo 5 foi mostrad 


trinômios da forma ax? + bx + c: desmembrar o termo em x em dois termos cuja 
(3) e cujo produto seja a.c (-4): 


Soma = 3; Produto = -4 ) 4e — 1. O trinômio é então escrito como: 
9x2 + 4x-x—-2=2x(x + 2) — (x + 2) = (x + 2)(2x — 1) 


A fração é então escrita como: 


(2x1) 


(x+2Y2x-1) 
O termo (2x - 1) pode ser cancelado, e ficamos com 


(2x1) 
(x+2) 
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um erro clássico 


o chegar até este ponto no livro, 


obviamente você não comete este erro 
s alunos cometem um erro m 
algum 


j mas eventualmente 
tuto comum ao estudarem frações algéb 


ricas” 
pai x+6) 
mum: Simplificar (x+6) 
Erro 8 (x + 2) 
Esta fração algébrica não pode ser simplificada, Pois os fatores (x + 6 


) e (x + 2) são primos 
: À a plific | | | 
ae ni : nuitos alunos “perdidos” em álgebra não resistem à tentação de simplificar 
o x nesta expressão: 


e (ERRADO !!!) 
x+ 


Quando um aluno faz isso significa que ele não sabe porque está cancelando os termos. 
Provavelmente pensa que é para “cortar os iguais”. Não é nada disso. O correto é “cortar os 


fatores iguais”, e não “cortar qualquer coisa que seja igual”. O procedimento de cortar fatores 
iguais é consegiiência de uma importante propriedade da divisão: 


“O resultado de uma divisão exata não se altera quando multiplicamos, ou dividimos o 
dividendo e o divisor pelo mesmo valor”. 


Como uma fração nada mais é que uma divisão, esta propriedade é válida também para 
frações: 


“O valor de uma fração não se altera quando multiplicamos (ou dividimos) o numerador e o 
denominador pelo mesmo valor.” 


500 . 


É por isso que, por exemplo, =—— é o mesmo que - Quando dividimos o numerador e o 


100 
denominador da fração 500 , por 100, o resultado é exatamente - 
0 


(x +6) 


Já a eliminação do x na fração algébrica ai não é uma simplificação válida, pois x não é 
x + 
um fator, ou seja, um valor que está multiplicado pelo restante da expressão. 


Esta falha conceitual leva alguns alunos a erros ainda mais absurdos: 


E a+ + E Ep 
a) b > “corta a com a, b com b, ficando com —, e sabemos que mais dividido por 


a-—b = 
Menos dá “menos”. Resposta: - (ERRADO!!!) 


b) Sen(x) senx en 


Cos(x) cosx co 
Com X.. 


(ERRADO !!!)..O talentoso aluno cortou )com), (com (,scomsex 


Infelizmente o sistema de educação brasileiro forma alguns alunos com essas deficiências. 
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Para simplificar fra À 


A simplificação de frações ulgébric: 
frações numéricas com numerador e « 


ções com monômios 


1 com monômios é multo parecida com q simplin 
jenominador fatorados, Cução da 


gi 
Exemplo: Patore 120 
450 


Na aritmética, fatoramos totalmente O numerador € O denominador, depois Passamos 
| 


cancelar fatores iguals: 


Taçamos o mesmo com uma fração algébrica que tenha monômios no numerador e no 


denominador: 


Pabie' 
4Sab'c 


ixemplo: Fatorar 


Um monômio é uma expressão algébrica que representa um produto de fatores literal, 
“ação, este coeficiente 


podendo ainda ter um coeficiente numérico. Para efeitos de simplific 
numérico precisa também ser fatorado, 


Pabie' o. Ia bo 
Sebo  PSab'r 

k 
a, fazem paste d 


Observe que o cancelamento pode ser feito porque todos são fatores, ou se) 
ue dividir am 


um produto. Cancelar um fator no numerador e o denominador € o mesmo q 
os termos da fração por este fator, o que não altera a fração, 


Os fatores a serem cancelados são; 32, a?, b? e c, 


1923 A 
2a bc! = air 


PS be 5h 
Exercícios 
E1) Simplifique as seguintes frações algkbricas 
4,2, 
q 36x!yºz ate! 1250” 
90x'!z? a bic] á 80h xiz? 
441) 
pp 15a : E 0) 45xº p'z 91ns!p" 
Rb 84x! p'z | Grs 


-Á 
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qnt pº np 18S0ab'c' Pablo! 
ee DT 80 343,2 m) Cen Se A 
98m' pa 80a bc 634 be” 
244'b Cc i) 77a'x'=* 44x pi=Í 
RS Rated 2 n) “Ma 
[Sabe Sax zy Lixyz" 

; 6arnêzo ) 25min' p' E Sabe” 
Put!” 4Smin'q 75a'b'c 


Quando fatoramos números, os fatores usados são os números primos. Já nas expressões 
algébricas, Os fatores são muito mais variados. 


O fator x é diferente do fator y. Portanto não podemos simplificar, por exemplo, x? com y*. 
Tampouco podemos simplificar aº com x?, dando como resultado a2, Os fatores representados 
por letras diferentes são diferentes, e nunca podem ser combinados. Devemos deixá-los 
indicados como estão. 


Da mesma forma, o fator (a + 3) não pode ser cancelado com (a + 2). São fatores 
completamente diferentes, não podem ser combinados em um cancelamento. Da mesma fora, 
(a + 5) não pode ser combinado com (b + 5). Por exemplo, a fração algébrica abaixo não 
admite simplificação: 


x+5) (p+3) 
(+ 4 (+ 5) 
(x+5)(v+3) 
Nada pode ser simplificado nesta fração. Por outro lado, a expressão 1-4 0 admite 
(x + 4 (x + 5) 


simplificação, pois possui O fator (x + 5) no numerador e no denominador. Podemos cancelar 
(x + 5)? no numerador e no denominador, ficando com: 


(v +3) 


(x+4)(x+5) 


Exercícios 


ny É: “ A - A E) 
E2) Simplifique as seguintes frações algébricas 


a W+3Pax=3)(x+s) 25x? — 1) 
(p+3)(x= 3) (x +5) 1S(x = 1Yx + 1) 

b) 6xº(x + (x + 2) 9) (x—2) (x + 2) ) x — y? as x? +” ] 
30xº (x + 1) (x + 2) (x —4 12x'yº 

q) Cbla-b)'(a+b) n E +7x+12 
ab? (a — b)'(a + b) (x + 4Xx+5) 

d) cy (xP (p+1) ) (ab) (a + b)'(a—1) n) xº-1 


(x + sx 0) (p+ 1) (a? (a -17 $=1 
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E], 


e) (a +3Yx + 2Xx+3) 
(x+3Ya + 2Xx + 2) 
Nem sempre as frações algébricas apar 


é preciso fatorar os termos da fração, 
exercícios que se seguem. 


Exercícios 
E3) Simplifique as frações algébricas 
a) x +4x ) a? -4ab+ 4b” 
5x” a? -4b? 
pp Eo2xtl q) Wt5x+1y+35 
x +2x-3 5+)y 
o x =7x+410 h) 2ab+a? +b' —c? 
os 2bc-b? -cº +a” 
d) x -5x-14 ) x +7x+12 
x -4x-21 x +6x+9 
w 4+2x=15 3-9y 
2x) -5x—3 37? +1ly—4 


Frações algébricas aparec 
simplesmente que sejam feitas operações seguidas de simplificação. 
equações ou inequações. A maior dificuldade nas questões é a fatoração, 
dificil. Felizmente (para os alunos) são também comuns as questões de cálculo e f 


fáceis. 


) (= Xe + 11) 
(Gra Xx+ (yr) 


ecem com seus termos na forma fatorada, Mu 
para só então partir para as simplificações 


E4) Simplifique as frações algébricas 


60% 


a) 
10x 


x +3x-70 


b) 
x—7 


7x +49 


x +14x +49 


2 
4x +20 


15a?b'c! 
6ab'c 


2 
z+z 
) 


+] 


pedi A 


9 
a = 


h) x*-9x+20 
x —16 


2 45x 50 
X —-6x+5 


)) a! + +44” 434 


aa? 0] 


0) (x+ y) 
WX+y 


x —4 


Ki) asso 
2x) +7x+6 


) 2x) + 17x +21y? 


3x +26xp +35y 


m) (x— yf -2º 


*-(y-2) 


a” + ab 
a -b' -a-b 


n) 


o) 


) y +8y+15 


v+4y+3 


xº +10x+2] 
x +2xº -3x 


32x 
40x + 48 


x -6x-7 


x —| 


- 12x —32 


8x — 28 


12x) y?22(27' -2-3 
3x27º —2x'7' 7! 


o ALGERa. 


, Coma rg 


em em questões diversas na álgebra. Algumas questões pedem 
Outras recaem 


que às vezes p sá 
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Apesar de poderem aparecer casos de simpli ã ito fá 
Pe ad pi simplificação muito fáceis, como os do exercício acima. 
pode ceis, envolvendo fatorações não triviais 


gxercícios 
E5) Simplifique as frações algébricas 
x -2x) -x+2 


g>-———— 


a -b-c-2bc)a+b-c) 


2. 
x — (a+b+c a +c'-2ac—b” 
2 
b) q sa 4a'x— 6a” x” 
abx” — 9abx + 14ab 8a'x—24a'xº + 184º xº 
2 
ç as h) 2 +y +27 +2y +22 +22 
2 
d) 3x” —-9x +6 ) x2 —T1x+12)xº +8x+15 
5x) — 15x? +10x x2-9)x? +x—20 
o) l-a? “Apre -b' ae 
(1+ ax) —(a+ x) ab+alc-abe-ab” 


Provas podem apresentar questões de simplificação de frações algébricas, mas são muito mais 
comuns as questões de adição, subtração, multiplicação ou divisão de frações algébricas, 


seguidas da sua simplificação. 


Multiplicação de frações algébricas 


As regras para multiplicação de frações algébricas são muito parecidas com as de 
multiplicação de frações numéricas: 

Para multiplicar frações algébricas, multiplicamos Os numeradores e multiplicamos Os 
denominadores. 

ável que os termos das frações sejam 


Antes de fazer as multiplicações, é altamente recomend 
mas sim, deixar os termos nã 


fatorados. Não é recomendável desenvolver as multiplicações, 
forma fatorada, pois eventualmente é possível fazer simplificações. 


Exemplo: Multiplique é simplifique O resultado: 
debe Nabc 

Uma forma de resolver este tipo de operação é multiplicar os denominadores, multiplicar os 
denominadores, e realizar simplificações: 


sb papo Adbo ab! 
Rabo 16abc plebe 4 

avel deixar indicadas as multiplicações dos 
nte fatorada, facilitando a posterior 
umerador, que resulta em ab%cº. 
resultando em a3btcê. A seguir 


é recomend E 
a arcialme 
coeficientes, pois assim já estarão EM o e ist do n 
simplificação. Realizamos à multiplicação 5 q nominador 
Fazemos o mesmo com à parte jiteral do de , 


Para não ficar com números grandes, 


SS 
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entre numerador e denominador, resultando | k 
ta forma 


luzemos os cancelamentos possíveis, 
simplificada, a2b%/4. 


Nas multiplicações de frações algébricas, os fatores de numerador de uma fração d 

; ua acatino aa aci o 0 

"ancelar com os fatores dos denominadores de ambas as frações. Este expediente a 
operação de simplificação. Por exemplo, podemos começar cancelando os Coeficientes po 
0 


E : 8 ONDA a 2 
termo a2 nos termos da primeira fração, os termos b? nos termos da segunda fração e 
O 


termos cº existentes nas duas frações. 


AeBbie” x 1Bajb2e 
4982b2c x 16ab2e” 


A k| 
' : b' k 
Ficamos então com ab x e 


b'c 6a 
É recomendável reescrever a expressão simplificada, antes de prosseguir, o que reduz à 


possibilidade de erros de cálculo. Agora podemos continuar com as simplificações: 


4 simplifica com 16, ficando 1 no numerador, 4 no denominador 
bt simplifica com b2, ficando b? no numerador, 1 no denominador 


c cancela com c 
a? simplifica com a, ficando a2 no numerador e 1 no denominador 


ab? 


O resultado final é 


x2-2x-15 x? —-4x 
e 
x -16  xº-5x 


Exemplo: Efetuar 


Inicialmente devemos fatorar os termos das frações: 


(x —5Xx+ 3) x(x -4) 


x 


(x + 4Xx — 4) x(x—5) 


Os fatores do numerador que podem ser cancelados com fatores nos denominado 
(x - 5) xe (x- 4). Ficamos com: 


res são 


(x+3) 1 x+3 


Xx-= 


(x+4) 1 x+4 
Realmente a multiplicação de frações algébricas é muito simples, e consiste em: 


1) Fatorar numeradores e denominadores 
) “Juntar” todos os fatores dos numeradores, idem nos denominadores 
3) Simplificar cada fator dos numeradores com fatores iguais nos denominadores O 
at 
«mais 
, 4 e . 
O mais importante: um fator de um numerador pode ser cancelado com fatoree E 


qualquer um dos denominadores, 
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gxercícios eis 
E6) Multiplique as frações algébricas 
10ab” — 24cº = 
a x ; f) s(x + 1)x =2Xe 5) k) m+3 5mº 
se? 15 5(x+1) ER ESTE 
im (m+3Ym+4) 
120”  2ImÊp alicos 
l x(x—6) 3x  x+2 
, 2 7 e 
c) = os h) 35x? —25x 10x m) x —16 x+5 
y y 2x” 7x? —5x x+4 3 8x+16 
15x! 329? = 
Ez ; “50 ER np Ep ee ga 
2x) xy x x-2x-15 x*-7x+10 x 
4,3 
o) 157 j ado ) x +7x+10 3x+3 o) XD (x+4Xx—4) 
2 AEE 
l6ux” 25y'z x+1 x+5 (x+8Xx—4) x-5 
E7) Efetue as multiplicações: 
a 75x'y 247ºw ) x? +12x+11 x+9 
16z*w 259” *-9  x)+20x+99 
(x + 4Yx + 6). (x +2Yx +1) ) x-4 x+1 
(x— 6Xx+1) (x+4Xx + 6) OS 2 
c f=3 (x+3Xx—2) h) — XEB 1 A 
x2+4x—32 x+2 


(x—2Yx+8) x—5 


q Y=-25 x+3 ) 4a? — 2a+10 

8 x=5 a? +9a+20 a 

e) x—4 x+3 peste 
x -16 x! +4x+3 


x -x=12. 2+4 
bricas é bastante simples. É uma operação tão 
é que as frações devem estar fatoradas, caso 
abalhosa, pois será preciso antes fatorar O 


Como vemos, a multiplicação de operações algé 
fácil quanto a simplificação. O mais importante 
contrário a operação será um pouco mais tr 
numerador e o denominador das frações. 


s com sinais negativos 


dúvida entre os 
nsiderações SO 


Frações algébrica 
vezes são motivo de 
te. Vamos fazer algumas co 


estudantes. Com frações algébricas 


Sinai : : 
s negativos muitas 
a bre sinais para esclarecer O 


o problema é semelhan 
assunto; 


por exemplo, 5. Vamos multiplicá-lo por (-1). 
m o sinal trocado, antes era positivo, depois 
o negativo, por exemplo, -3, ao 
dizer que multiplicar um número 


Exemplo 1: Trocar o sinal n vezes 
Tomemos um número real não nulo qualquer, 

O resultado é -5, ou seja, O valor original fica co 
passou a ser negativo. Se O início fosse tomado um númer 
multiplicarmos por (-1) O resultado passaria à ser 3. É errado 
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por (-1) torna-o negativo. O correto é dizer que o número troca de sinal, passa a ser n na 
' E Er) credit ad 4 ly; 
| ou positivo, dependendo do fato do número original ser positivo ou negativo, Ú 


Vamos multiplicar o resultado novamente por (-1). O número original, que era 5, passou a da 
resultado -5, e ao ser multiplicado por (-1) pela segunda vez, o resultado volta a ser 5, Se 

| número original fosse —3, teria mudado para 3, e novamente para -3. Multiplicar Qualaue 
| valor por (-1) duas vezes, dá como resultado, o valor original. Isto ocorre porque (-1) 
| multiplicado por (-1) dá como resultado, 1, ou seja, o valor original não se altera, já que | h 
elemento neutro da multiplicação. 


5x(M)x(-l)=5x1=5 


Se multiplicássemos o valor original por (-1) n vezes, O resultado seria (-1)?. Se n for par, o 
resultado será 1, e se n for ímpar, o resultado será (-1). 


Exemplo 2: 


à : . e mm 
Considere a e b números reais positivos, com b%0, e formemos à fração 


, ; Ra ; a 
Considere agora o número real simétrico deste valor, ou seja, — —. 


b 
As seguintes frações possuem o mesmo valor numérico: 
o 
b b —b 


As três expressões são iguais porque são obtidas a partir da expressão original a/b, acrescida 
de uma troca de sinal. A troca de sinal nada mais é que a multiplicação pelo fator (=1). Tanto 


faz multiplicar a expressão original por (-1) na fração, só no numerador ou só no 
denominador, o efeito é o mesmo: a fração original troca de sinal. 


Vamos agora retirar a restrição de que a e b tenham que ser positivos. Na verdade à eb 
podem ser números reais quaisquer, positivos ou negativos, exceto pela restrição que b não 
pode ser zero. Ainda com essa liberdade de sinais, permanece válida a igualdade: 


a = = . a . 1 ais, 0 
As três frações são iguais a a/b, pois em cada uma delas, ocorreram duas trocas de aos 


” . . é P 
que é o mesmo que multiplicar por (-1) duas vezes. Quando multiplicamos uma exprest 
(-1) um número par de vezes, o resultado não se altera. 


Scanned by CamScanner 


Capitulo 7 — Frações algébricas 


Exemplo 3: Simplifique: *75 
3-x 
A princípio parece que não é 


gumerador e no denominador. Na verdade os termos são iguais, exceto 
pa > ' , ij 

Now que (3 - x) é a mesma Coisa que (x — 3). € 

Podemos então usar a propriedade 


possivel simplific 


ar, pois existem termos diferentes no 


por um sinal negativo. 
omo se fossem, por exemplo, -5 e +5. 


ce = ut tocadas 

b b -b 
X—a > Xx—3 1 1 
3-x —x-3) x—3 1 


Exemplo 3: Simpliique: (xXx 3) 


(U-=)3-=) 


O numerador possui fatores (x-1)e (x — 3), enquanto o denominador possui fatores (1 — x) e 
(3 — x). Cada um dos fatores i 


do denominador tornam-se iguais aos do numerador se forem 
multiplicados por (-1), bastando prestar atenção no sinal. 


Um esmo muito comum nesse cálculo é o seguinte: 


Usando a propriedade 2. ge + ficariamos com: 
b E 
(x-1x—3) o (x— 1Xx -3) 


Eb) fo) 


para que a fração não se altere. Os dois 
ador. Ocorre que esta troca de sinal no 


ào trocar o sinal do denominador, 


o procedimento correto é seguinte: a troca de sinal é uma 
mulsplicação por (-1); 


Cl.(1-x).(3-=») 


O fator (-1) ama sobre (1 — x), transformando-o em (x — 1). Não é o caso de trocar também o 
Sinal de (3 — x), pois o fator (-1) já foi usado em (1 — x). Se trocássemos o sinal também de (3 — 
X). estaríamos usando o fator (-1) duas vezes, o que estaria errado. 


. ) = 
É E E ai sinal do denominador em XT3 . 
E uma situação diferente do exemplo em que trocamos o = 
Não é para trocar o sinal de tudo o que está no denominador, e sim, trocar o sinal de um fator 
do denominador, e não de todos os fatores. 


O Procedimento correto para realizar esta simplificação é o seguinte: 


Em (x— 1x — 3) 
(1-x/3-x) ” . d . li as 
sinal Como é multiplicação, são duas trocas de sinal, ou seja, duas multiplicações por (- 


existem dois fatores no denominador que gostaríamos que trocassem de 
2 


| o Á 
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1). Quando multiplicamos uma expressão por (-1) um número par de vezes, o resultad 
E AU não 


se altera. É o mesmo que dizer: 
a a 


DO E ESEnS 


Coco) be 


Portanto fazemos: 


(e-1e-3) Go Lt, 


cem 


(1-=x)3-») (x-1Xx-3) 11 


ou mesmo uma expressão algébrica fatorada, podem trocar 


Fatores de uma fração algébrica, 
ado final, se o número de trocas for impar, é preciso 


livremente de sinal, sendo que no result 
multiplicar por um fator (-1) para manter O sinal. 


(x — Dj (x - 3) 
(1==) (==) 


Exemplo 4: Simplifique 


estamos multiplicando por (-1) 3 vezes. Trocando o sinal do 


Ao trocarmos o sinal de (1 — x)º, 
anto são 7 trocas de sinal, e para 


termo (3 — x)t, estamos introduzindo 4 fatores (=1). Port 
compensar, temos que trocar o sinal mais uma vez: 


(x=1P(x=3)  (u-1(x=3) o | 


(===) (x=1)(x=3) (x-1Xx-3) 


Exercícios 
E8) Efetue quando for o caso € simplifique 
Eu Ei 2 o DA fa 
di=s 4-x 3 x x -9x +20 k) s(x +1)x 2 xa 5) 
x -x-12 x+4 |6-xº s(x+1) 
2.9 E - AI - dr-w 
b) x 25 x+3 9 +3x 2 ) x E EM tx x 
8 5-x 8x +2x-10 x -16 Sx =x 
a .6LO0r =? =” tr. 
o 3 2) x+1 h is +9x— 3x m) |6-x Eme (x +5) 
l=-x* 2-x 5x! — 15x? + 10x x-4 x! -Bx+16 
q 3x =x ) x -2x -x+2 n) z+27 
x 15+2x-x l=x* 1=2 
5(6-—. a 32- a 
e) ea) SE )) cg 0) (xy) e 
x(x—6) 8x—28 (e-yJ-* 


Divisão de frações algébricas gi 
Na aritmética aprendemos que para dividir duas frações numéricas, 
fração a multiplica-la pelo inverso da segunda. Ou seja: 


basta repetir 2 P 
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Esta propriedade é consequência da propriedade do inverso multiplicativo dos números reais. 


Para qualquer número real x, diferente de zero, existe o seu inverso multiplicativo x”, de tal 
forma que seu produto é a unidade. 


xx =1 


Propriedade: 
O inverso multiplicativo é único. 


Demonstração: 

Esta propriedade diz que cada número real, diferente de zero, possui um único inverso 
multiplicativo. Para demonstrá-la, suponha que existe mais de um inverso, e mostraremos que 
esses inversos são iguais. Suponhamos então que o número x possui dois inversos 
multiplicativos, x” e x”. Podemos então escrever: 


xx =1 


9) — 


é q 
Subtraindo as duas equações ficamos com: 
xx -xx?=1-1=0 


Podemos colocar x em evidência, o que é uma consequência da propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à subtração: 


efe =) =0 
Temos agora o produto de dois números reais, a saber, x e (x' — x”), dando como resultado 


zero. Para que o produto de dois números seja zero, pelo menos um deles tem que ser zero. 
Como x não pode ser zero (zero não tem inverso multiplicativo), então concluímos que x” — x” 


tem que ser zero, ou seja: 
X =x 
Isto mostra que o inverso multiplicativo é único. 


Consequência 1: O inverso multiplicativo de x é 1/x. 
Prova: Multiplicando x por 1/x ficamos com: 


Xe— = 


* + -|,jáqueoxdo numerador cancelará com x do denominador 
mel: 
l 


Consequência 2: O inverso multiplicativo de a/b é bja. 
Prova: Multiplicando a/b por bja ficamos com: 


b 


a b . . 
—x— =], pois a cortará com ae b cortará com b. 
a 


Como o produto é igual a 1, segue pela definição, que (b/a) é o inverso multiplicativo de (a/b), 
€ vice-versa. 
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Com esses resultados, fica fácil mostrar porque dividir por uma fração é a Mesma cois A 
multiplicar pelo inverso da fração. “E que 


Seja F uma fração, e vamos dividila pelo número real x. 


F+x 
Com uma fração é na verdade uma divisão, podemos representar esta divisão na forma: 


XxX 


Este valor é o resultado da seguinte expressão: 
Fl 


— x — 
| x 
(d, e x seja uma outra fração, ab. Como 


Agora consideremos que F seja representada como n/ 
1/x na expressão acima é o inverso de x, e como já mostramos que o inverso de ab é bã, 


ficamos com: 


Portanto, para dividir duas frações, basta repetir a primeira fração e multiplicar pelo inverso da 
segunda. 
Isso é o mesmo que dizer: 


Divídir é o mesmo que multiplicar pelo inverso. 
Um caminho muitas vezes apresentado para este resultado é simplesmente memort Si 
de res 


regra, aceita sem contestação, mas na verdade esta regra é consequência 
provados matematicamente. 
7) , ã, , mação, Ná qual à 
Para dividir frações algébricas, transformamos a divisão em uma multi licação, 
primeira fração é a original, e a segunda fração é invertida. 


: sbt bp 
Exemplo: Efetme a divisão: — e 
be 16c 


: . Re A Yí 
Basta repetir a primeira fração, inverter a segunda e multiplicá-las. Ficamos então con 


46" be Ab l6c 64 
-— = — =—— = (dc 


-— + — =. A —s 
bre l6c be bic | 


Á 
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Como vemos, dividir frações algébricas é tão fácil quanto multiplicar, basta repetir a primeira 
fração, inverter a segunda e multiplicá-las. 


Exercícios 
E9) Efetue as divisões: 
a) 15%, 10x pX+IX+2 x+] | .3206 4 x+] 
7º 63 4 x+2 W +9x+14 22 +5x+6 
pp 15X, Syz q) 42-20 . a-s ) 3x+12 , 2x+12 
l6zw 24W a+3 5Sa+l5 4x-18 x+6 
o) 10ab” 12d n 2430 5x+15 o x -16 , x) +7x+12 
Be” 160b x +10x+25 x+5 4 3x 
A jo gs n) P+3x+2, x+2 
7 21 x+3 x+3 PR 
o) 129) 27X pX+8x+16 x-6x+9 xl+2x-15 0 xº-x—30 
36mp”  20m'p 2x+8 ——  3x-9 x -3x-I8 x*-2x-24 


Adição e subtração de frações algébricas 


Essas são as operações mais trabalhosas que envolvem frações algébricas. A dificuldade 
adicional é que as frações a serem adicionadas ou subtraídas precisam ter o mesmo 
denominador, Sendo assim, é preciso reduzir todas as frações ao mesmo denominador. Antes 
disso, cada fração deve ser simplificada, se possível, o que resulta em expressões mais fáceis de 
operar, 


Exemplo: Calcule e simplifique 


x-5 x-5 x-—5 


Quando as frações têm denominadores iguais, O problema é bem fácil. Basta repetir o 
denominador e somar os numeradores: 


E: 3x 40 0 2243x-40 (0+8Ju-5) o 
x-5 1-5 2-5 0 x-5 x-5 


) 5 
Exemplo: Calcule e simplifique 3 + 2 +5 
a: 


À primetra colsa a fazer é transformar o número 3 em fração, ficando com 3/1: 


Vemos atnda que nada pode ser simplificado nessas três frações. Para realizar a adição, 
reduzimos as frações ao mesmo denominador. Este denominador será o MMC entre os 
denominadores, ou seja, 1, x e x2, 
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MMC(I, x, x?) = x2. RISTA 


Para que as três frações fiquem com o mesmo denominador, é preciso multiplicar n 
. é e e, 
e denominador por um valor apropriado: 'Crador 


E : Multiplicar ambos os termos por xº = Ee 
x 

2 
fi : Multiplicar ambos os termos por x > id 
x 
5 l pocii 5 
— : Multiplicar ambos os termos por 1) = 

x 


Os valores que multiplicarão os termos de cada fração são iguais ao MMC dividido por cada 


denominador. 


Ficamos então com: 


Uma vez que as frações ficaram com denominadores iguais, podemos somá-las: 


Para somar frações com denominadores iguais, somamos 08 numeradores e repetimos 0 


denominador: 


3% 42x 5 3x +2x+5 
2 x x x 


Nesse caso O resultado final não admite fatoração nem simplificação. 


Exemplo: Calcule e simplifique 2 ada 
i x+1 x-1 x)-1 
estão envolve adição e subtração de frações algébricas. Como os denominadores são 


A qu 
precisamos converter as três frações para o mesmo denominador. 


diferentes, 
: is. é 
nadores fiquem ig” : | 


(x + 1), (x- 1)e(x2- 1) é (x2 — 1). Para que os denomi 
preciso multiplicar numerador e denominador das frações por (x - 1, (em clinado 
respectivamente, f; usual fazer esta indicação sobre as frações, colocando um traço 10 e 


4 
sob cada denominador e escrever abaixo os fatores que devem multiplic 


O MMC entre 


denominador, como indicado abaixo: 


x 2x 3 
x+y V x = 
x-1 x+1] | 


Scanned by CamScanner 


iii ' 
capítulo 7 - Frações algébricas 291 


Ficamos então com: 


dx), 2x(x+1) 310 w-x420+24-3 3 4x-3 
amigao df e e e 
ls x -1 0 4-] x*—] x —] 


penominadores que simplificam 


Frações que serão multiplicadas ou divididas não precisam ter denominadores iguais, como 


ocorre nas adições e subtrações, Esses denominadores podem ser diferentes, e eventualmente 
até simplificam, Genericamente temos: 


Esto nada mais é que uma consequência da propriedade da divisão, que estabelece que dividir 
por um valor 6 o mesmo que multiplicar pelo seu inverso, 


XxX + emana 

Exemplo: Calcule: + xy 
doe 

[+ e 


RR de xy) 
ey (xl asia Ya xy) xexipty=x bo Bia +1) 


apo? (1 ap apt” Lexpexptxo xt] 
as 
xy (t+ xy) 


Portanto, ao dividimos frações algébricas com denominadores Iguais podemos perfeitamente 
cancelt-los, 


Exercícios 
BIO) Efetue e simplifique 
2x45 4-3 2x4] x-2 x Y 
n) SNS Eni | = to k) po 
a 2 x = 2 (x er |) a | 4x = 9 (2x + 3) 
bo SN 2x ) de= x | al A a RA 
nad Soy 2x=7 7-2% nm tAxis x 4 
lim Á 
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-“ RE - 
3x-2 2-3 
” 
d=lsaso 
v+&T7 o wv+7 


Et) Efetue e simplifique 


q 2 - 
NX Vo —eMaN 


a) 


” 


a-x XxX" -—a” 


RR 


E STERE Sd RS A 
x —-Sx+6 2x —6rx+4 


c) 


+ 
x+3 x 12 


d) x = x x+1 


l-2x+x" ax -a 


y=x 
x += 


e) Co l+w 


XV — xº 
j-=-—— 
l+ x 


dx xi xvi+dx+3 


2 2 
x E 2. dx» 


2 2 4 
xp Xp NX + XxX —»P 


x-1 n) xo 4 
xirdx+tsá x+2 x-2 * 43210 
É — RR 
x+2 Xl x] 


a a 2a” 4aºb? 
+ 


+ 2 2 4 4 
a-b a+b a +b a -b 


+———— — 


+ 


Note que todas essas operações já haviam sido ensinadas nos capítulos anteriores, e finalmente 


no presente capitulo foram consolidadas. 


Exercícios de revisão 


E12) Efetue e simplifique 


gw -4y o x+2 


a) E 
x -4 3x-2y 
250º —-b” . 5a-b 
164º -9b” 4a-3b 
Cc) x ada - ptTo 
(a +bJ) -c' a+b-c 
249y » 
d) x 2x. dad 
wc -—-25 x + 5x 


a +3a+2 a +Ta+l2 
a +5a+6 a +9a+20 


2-y-30 y-y-2 7+67 
Yo: ) x 
y-36 y+3p-10 y+) 


9) x —2x+1 x 2 +22 +)” m Ee 
W—y” x — x py 

h) a —b” ab -2b" ab) 
a? -3ab+2b? a+ab a(a-b 


2.3 212.2 2 
(a+b) —c es bic PE. 
a +ab-ac a +ab+ac 


) 


Ns , 2 x+1 ; 
pá + 7x +10y a o 
W+6p+5vo NX + dx + 
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E13) Efetue e simplifique 


293 


5 : 
2m+x 1,1 2 cas 8] 
a) m+X 5) RR é ) a+l 
ee 11 as 
m+x x y a+1 
Re 14342 ciatda 
PE é + ax 
X—y 1+ si E — a-x 
X+» xo x a+x 
2 
ã ab 12, 1 
o). ab dx 
= ab (1-x) 
a+b e 
d) 9a” — 64 h) x —-x-6 
=t= a+4 1 4 
4 x? 
El4) Efetue e simplifique 
a) 4aix—ba'x? ) l-a? 
Sa'x—24a'xº + 180º xº (Irax) -(a+x) 
b a“x+abx 9) 3-5x  2x+3 A 9x? 
a* +3aºb+3ab” + b” 2-3x 2+3x 4-9x? 
e) aeb +b'c' -b' -aic h) 1 ” 2 
ab+raic-abc-—ab? ty x —y 
d) x +y +27 +2y+2x +22 pa+b a-b o 4b 


x -y-27-2yz 


4 4 
e) a" —b 


2a* -2a'b+20ºb” —2ab? 


E15) Efetue e Simplifique 
a l 


o 3 2x 


x-a x+a (x+a) 


= PR l +» 
X-y+y x+y X+y 


3 


o o. 
(a+b) (a+b) a+b 


a-b cad+b 
2Ma+b) ab? 


9 18[xº = 2). 12(x—y) 


35(a + y) , (a? —y? 


q) E +3ab +30'b+b? Aa+by 
a*—b! “— a-b 


h) 2+30+9 a! 27 
a*-322+9 a$+27 


2 
) [2] del) 
v + » Pp 


Á 
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? O ALGEBRISy 
2.0.4 2.» | pp 
0) q n x q y E to ax ] Ê t - X : ) 
ardor avtNx a-x) Da e q E HY 
o | x -— yº 
» x 
Elo) Efetue e e 
a) x =2x+1 o. a = Pi +2x o xi+2x+] E caca Ci) 
(x) vil Crrr6 x +3r+2 53º 90 
db) pot 9) 44 ! dad 
tea E EE 
À a voytoxiy? 
x y 
c) v” —9 3x - x? h) = X-)y Da: 2y ] m) (a? +) , b? +ab 
vi -Sx+6 xl-dx+rs Xx+y Xx—y ab? 
d) 4x) —-dx+] x +x-6 paro a+x p 2a+2x 
2x) +3x—2 x) —-2xº +3x+18 ari al dm 
À) colicas ) 15x -10xp +32 -272. a! —b 
=| x-2x+1 25x? +10x2 +2” a +ab+rab +b 


E17) Efetue as operações (fatoração ou divisão de polinômios) 


a) (4x? + 4x2 — 29x + 20)/(2x — 3) 
b) (a! — 9a2b2 — Gabe? — c%y(a2 — 3ab — c?) 


o) (3205 + bI/(2a + Db) 


d) (8 — 16x9)/(a2 — 2x2) 


e) (3aº + 16atb — 33aºb2 + 14a2b?)(a? + Tab) 


(a2 - ay +y?) 


n (ab + 2a3y3 + y 


9) (am — bm)j(a — b) 


4 


EX. 


(+) 


, para |x|>ly| 


(x! -2xºy + Pº 


4aºb” 


a a 
+ 
a! =b' 


24º 
| SE ER] 
a-b a+b a'+b 


; a-x 
LL — 


q —x 
) 1— 5 
al -ax+X 


aaa 
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E18) 
pira p-2 ,X+x+o xo 
(a+b) (a+b) a+b x —x õel A | 
j x -64 00 x—4 gd-Za al 1 
4-4 3x 4+2x-5 49*-1 29º-3a+1 1-a 
' x) +2x-15 x —-3x—40 h) 
x+3x-18 x? +14x+48 a+b a-b 44 1 a+2ab+b 
o-b asb b-a 4a 
) x —9 .X-5x+6 22-46 2a-b-c Sade 
x -4x-120 x-4 7 3 12 
E 0 = 210ºb'c —9ab'c? 
k+3 3: k+ DT. 99 A 849 4AÕõÇOD. 
3x +x Gt 150ºb?c + 3aºb'c? —12ab?c 
E19) 
6ax + 9bx — 5x? ) a +(a+Day+y” 
12adf + 1 8bdf —10df a —y” 
b) 6ac+10bc+9ad +15bd , x*— 12x? +41x — 30 
6cº +9cd -2c—3d x? —-1Ix—30 
20 (erd+2p? + (x rd n Ctvltz + +2m +22 
x*—x x =p =27=2ya 
a x 43x +12 +27" +272 a'b' + cêx” 
x +? +2xy a ab” df a 
3 2 à 2 l 
x —6xº +1lx—6 [| PE SER E TUA 
"TE +? + 7x2 (e-3hx=2) (e-3f+1) 
E20) 
a) x =| 0 w=3x42 x) —25 + 
x -Sx+4 x)-4 gp =dg =Sx 1=x 
bp XL 0 x+1 x a 
X-4 x-x-2 9) *X-a x+ta 
x a 
x-a xta 
o p 
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no SA cm, 
a a-3 a-b'-ab h) = .X-Sx+6 
di po e a x -4x-120 x*-4 
Van? ; 3a Z2a+x ç 
n qn ES +— 
d) 21.3 E (a-2x) (a+xXa-2x) gi 
[a(4 + (23º (237º ))- 4f 
4 4 
a CEA (E) | EL (080 e yo) 
a-x b+x a+rx b-x XXVI +) 


E21) A expressão racional é equivalente a: 


—x 
x x X 
A — C = 
a) x—2 a x—2 e 2+x (D) —2-x 
E22) Simplifique 
a (ay X+2 mt) (o x 
] x 3x+2 
l+ ] 
pe 4x +1 2x+6 
l ES — 
1+=— ) x 6) x+4 
x 
Jx 
E23) Simplifique 
) Simplifiq DE 
2x +X 2x +x Jx-x V2x-* 
A Jx (c E 
no 6 (O x o Ds 
E24) Simplifique: 
Es 
% 
pd 
x 
2x+1 I+x +] De | x+1 
(A) c Dil q 
2 x-2 di x—1 2) x+1 É 1 
E25) Qual é o valor de T ? 
Cá ES 
4+ 
4+ 
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(A) 1 ger d j 
7) não pode ser « eterminado 
(€) 4 
(0) 
(E) -2+5 
] 
965) Fletue e simplífique das 
E) x+] x-] 
-2 

5 Bs O Ms na 

x -1 x -Í x-] % —2x+] | E 
EZ7) Efetue e Símplifique 


rh b+c ; 
atu? EA TE at) SEE 7) 


E28) Outra forma de escrever (a x py A 


+b 11 
nO m-— gt 


E pd E (D) a+b (E) ab 


3) 


1lx+3 2x2] 
97-64 9X -64 


E29) Efetue a simplífique 


É 
3x+8 = 3x—-8 


] 
ja) — (5) = (C) 
x x-—8 


x? +2x-15 x -3x-40 
x2+3x-18 x) +14x+48 


x+8 x-—8 
(A eme pa Cj) x - (D ——— 
A ut sn: 


E3)) Efetue e simplifique 


o 
E 
E31) Simplífique — 2+2x 
2 


5x—-2 
(Ay (Q+xYsx—2) (1º +2x-4)5x—2) 2x(5x-2) 
rar O C13x+6) O Torfi3r-6) 


(2x—-4Y5x—2) 
(2+xY13x-6) 


(D) (2x-4Ysx—-2) 


U-13x+6) a 


Á 
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E32) Simplifique (2x? — 7x — 4 (2x2 + 7x + 3)(x2 + 3x — 28) (x2- 91 


x+3 x+7 2x+1 x+4 
—— C) — 1 de Nenh d : 
ZA x-3 (C) A (D) (E) TE (F) Nenhuma das acima 


E33) Simplifique 


= 0-7 
= 
2 
ay By (Ox Dyk (B DT (NDA 


xy 


l 


+ 2 no 2 
dx 9449 2x +3x—9 ] , considerando os fatores dentro dos 


E34) Simplifique ————— 
3x2 +x—-4 (3x) +13x+12 


radicais como positivos. 

(A) [2x-3 (B) ES (C) pero D) Px-4 (E) x=1 
3x+4 3x- 2x+3 x+3 

2x) —16x +32 


x—4 
Í (A) 2x —- 8 (B)x2+1 (C)x-4 (D)x+4 (E) Sem solução 


E35) Simplifique a expressão racional: 


2 +11x+28 0  x+6x 


E36) Simplifique >> x———013 
2 +13x+42 x) +7x+12 


ido ils dies mn mo 
(4) x+3 x +13x+42 x+3 x+3 x+3 


5 ! 
E37) Efetue e simplifique —— 5 (e=3 x +1) 
) Eletue en 2-3) (x-3Jx+1) 


| x+4 
NA NE CS PES 
É Tre De-2—3) ro Cas) Cu) 
(Of ad us Dj ese “ 
di (x-2Xx—3) É RR 
3,1 
E38) Simplifique eo 
| —— 
X 
o aÃ 6 3x+1 
A) = r - 
Mo gr Og scr “al 
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| E39j Efetue e simplifique E = e 
=x +2x (B) A (C) q... (D) 2 =" E x —8 
y v-4 x —4 4 2x (E) x —4 
| 2 > 
| XxX -9 x -5x+6 


$40) Simplifique a expressão 


| x -4x-12º x]-4 
| | (x+3Xx=3) x-6 


E ars. ) | es x+3 A 
Doo | (x-6Xx+2) (3) a (x+3Xx-6) D) E (E) Não existe 
2 
E41) Calcule e P 
x+3 3Jx+4 
5x" +6x+5 2? + 6x- ; 
N E + 6x (1) 6x" +6x—6 (O) 5x +5x 
(x+3)3x+4) (x+3Y3x+4) (x+3/3x+4) 
3x) + 6x +6 ã 
>——— ml 
(x+3Y3x+4) -2x-1 
42) Simplifique am 
x —5x+4 x —4 
x+1 x +5x+6 (x+1Xx-1) x+2 (x+ 1 (x—4) 
Apj>—— (B)>D"DD— (CG) 2-2 - 
3x+1 ad 3 1 (x—-4Yx+2) 3x+2 di (xº—4) 
p= A 
E43) Simplifique 
Xx- 
is | 
A) Pest (B) rá (Ox (Dx-l Bl 
9 + ) 
As) “nplifique a expressão 4 
+ 
412 
IA, À RI 2 
ke 6 Bl (€) 36 (D) -— (E) E 


aa a Á 
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(O) 
DO Ata, 
E45) Simplificar à expressão mínima A 
x-64, x-4 


ada 3 +2x-5 
4x? —-4 3x +2x 2 +16 24 nas 


die 4x —4 
(3x + 5)xº + 4x+16) (D) (1º + 4x+16]3x—5) 
(9) 4(x + 1) a(x — 1) 


E) 2 +4x+16)x—4) 
A(x 1x +1)3x? +2x—5 


E46) Calcule l 
pd 


fed 
x 


(j2 (BIR (O) D) ZH (mx 


X 


E47) A equação A. 1,1 é usada no projeto de lentes para material fotográfico. Exprimir 0 
fab 
valor de fem função de a e b. 


(A) f=a+b By-l (Gab=farph Df=P By=ab 
ab a+b 
k-yk -yk+y 
E48) Simplifique. 4 =yk=nk+ny 
2yk +3nk +27" +3ny 
2yk—-3nº +3nk—2ny 


(A)-1 (BI (Cytk (Dy-k (Ek-y 
E49) Encontre as afirmativas verdadeiras 
L O +) =x+y 
II (-8 / é um número real 
a ad de (xt he (23y+292) é (x+y) 
. que |x| > 5 significa que x é qualquer número maior que 5 


(A) Todas corretas (B)IeIV (C)LHeIv (D)I,IleIv (Ee 


E50) Calcule e simplifique ag 


x+1 x-l 
l = 
Re x-1 *) 2x4] (E) SER] 
DR RR re 
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p À / 

po mm fa 2 
e 13 Simplliemr 
[51) Slim] : 


NTE 2 (Bxo2 (Cx (Dyxti (1) Sem solução 


x «4x=5 8º 4+2x-15 
“ro Efetue e simplique eis DA 
fa) Mor o 4º -25 
+ mt (g*+H xt q x-3 
(A) is) x=5 x+2 Xx+5 di x+2 


53) Se x € positivo, qual dos seguintes valores & menor que a unidade? 


adm (A yltx qyl-x 
x x +] X x 


2 
x = Sr +6 - 
854) Dividindo ai por dado + O quociente é; 


x+2 
2 1 2 | ) ) 
2 2x +4 2 (2x+4) 


55) Para quais valores de x a expressão 4]? é indefinida? 
X-x—6 
(A)-3 (B)2 (C)3 (D)4 (15)9 


x-—2 
xº +3x+2 


E56) Para quais valores de x a expressão é indefinida? 


(AI (B)2 (C3 (D4 (2 


E57) Dividindo a"! - 1 por a - a”! , onde a não é O nem 1, o quociente será: 
CONTINUA NO VOLUME 2: 64 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Exemplo: 
E58) EPCAr 2009 - Considere os valores reais de a e b, ab, na expressão 
p= (a + bX2a)" + a(b — ap. 
a* +? Jab? — ba? ) 
Após simplificar a expressão p e torná-la irredutível, pode-se dizer que d p”* está definida 


Para todo: 


(A)acReber (B) acRebeR; (C) aeR' e beR 
D) acR' eber 


Respostas dos exercícios 


EI z 
) a) 2xy? o) 162" |) E a m) 2bc 
z 3w' xy? 42a'xy 3a 
Bm. Á 
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4p2 ] E n) 4927? 
Sab ) ETR » ou nq” 
ii 15 254º y” 0 l 
n Bor 16b'xz” 15a?b'e? 
14p'q 28 2 
3 7t 
Sa h) 9b'c | e 
d) pi As 5rs 
5(x-1) 
—3 k 
E2) (043) (x=3) (045) O ) | 3x +1) 
) (»+3) x(x + 
l 
-2 ps 
pp (+) 9) ca 3 
52º y(x+1) (+ PAR 
a(a-b) pn X+3 m (x+2)(x-3) 
c) E) (x+5) (x +1Xx—2)x+3) 
(a+b) n) (8 + nx 1)? 41) 
à 6-1 6+) )— 
a +)) (a-bXa=1) y 
| (x+) 
a+3) À ie asd 0) + — 
E RR) , (c+1Xy—1) E p+y 
Xx—)y—Z 
RE | x+5 x+4 m >—— 
Da EE ET EE dd 
a 
p 21 a-2b in Len 
x+3 a+2b p+4 : 
$—2 9) x+) w *22 0) 1227. 
e) = 2x+3 Z 1) 
, PRE, n I+b+C ) 2%+3) 
x+3 a-b+c 3x+5) 
4x 
E4) ad-6x e) Sabe paes o 
Z x-1 ao 
b) x+10 z a+1 > 
9) — ) 3 x-1 
z-1 a (a-3) 2-8 
pe 
ue 9 E*2 hp Z+ê 2 3x1 
x+7 a-b y+1 
d) x-5 h) x—5 ) x+7 
4 x+4 x(x—1) 
( E? 
E5) a)x-2 92 id p fes 
5% 2a —-3x 
b) x+2 e) | h) XtY+Z 
x-7 l= x x—y—Z 
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Jib) 


E7) 


E8) 


E9) 


ki 0) 


9m y? 
20xº p” 
o) 6 yº 


X=3 
(x+3Yx+4) 
») -Le3Xx+s) 
8 


a) 


Õ Igébri 
pítulo 7 - Frações algébricas 
” - -2 
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x 
q) (e 5Y+3) 
8 


comme 


O = 308 
i) E m) e 
x— 
D 3(x+2) | 2+3 
E 
k) oSm' 0) x+4 
Hm+4) x+8 
p Sx(x-2) 
3 
9) x+2 ) x-2 
*-1 x—4 
PR A 
(x+2Yx+8) 
jp. 
a(a+4) 
)2-x m) X+S 
x+4 
p 8-3x n) 2 
ai 7 l-z 
kd (2-xYx—5) 0) X=)Y=2 
-y-x 
p X+3 
x+4 
i) Es m) 3(x—4) 
g=3 4x(x+3) 
p Sed) n) (et 1X +3) 
2(x—3) 3x 
0 300-2)0+3) o) (em 3Xr+4) 
(x+1Yx+7) (x—6Yx+3) 
) 3(x+4) 
A(2x-9) 
|) x* +2x—3 =xº -3x+8 
(x+2) x =16 
“4 +7x+6 x +5x-4 
4(x-1Xx + 2) x? +3x-10 
2x) +6x)-3x o)- 2 
x) —1 
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- h 
d) EE ) dx (x+2)(x—2) 
R = 9) x 
EL) 4 9 E | Da 
AE ax—a 
bh x+6 e) y h) 4a? 
2(x—-2) ab 
2 
o) 2x+12 p ) 4x 
x+3 a-2 o 
EI) 1, 3x+2y d) x(x+1) 9) x(x+7) 5) (e+1Xr+2y) 
x-2 x-5 (x+1) (+20) 
b) 30+26 ; S+1 h) 2 
4a +3b a+5 a-b 
a+b+c 
Ei3 i 
) al o St e X+7 9) x+2 )a-] 
a-b y-x x-1 
b) ! d) 4(3a +8) Dx x (x —3) 4a 
7 nh=5 = 20 o )j— 
(x—2) a-x 
El4 
a ) be-cka+b) a+b x(14x+17) , db 
2a-3x E 2 da I— 
a a É 9x —4 a-b 
2 d) E ER 2 à 
(a+b) X—-y-z y l-x? n) o ) E 2 
. x —y b'-a 
E15) 2a? 2x? 
(En Aa = RN 
a" —b V+y x 2 2,b? 
é 1 qUra+ q Ia-y) . 
—2a” ds a ne) h) a? +3 j1 
(e a? (e+a) o) O a-3 
El6) ao E 
e) x +1 i) Xx—2 l 
(=x | ER m — 
b) 2x—2º Eq di 
Ê x , e 
)) E p3x=2» ) 2a+2x 
4x-6 . 5x +2z a-1 
: ( 2 9) 3x+2 6 
ça 2x4] k É o)a-b 
d) 2X-1 Pra 
x+2 h) o l 
x -—y? 1) — 
x 
pt 


Á 
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E17) a) 9x2 + 5x — 7 


EI8) 


E19) 


E20) 


E21) (B) 


b)a2+c2+3ab 
(fatorar e simplificar) 


c) 16a!-Baºb+4a?b>—-2ab?+b! 


d) (a! + 4x)(a? + 2x2) 


a +ab? +b” 
(a+b) 


b) (3x+5)x? +4x+16) 


4(x+1) 


a) 


c) a? —4b? +acd 
bed 
d) = 
6” 


E29) (B) 


e) 3a? — 5a2b + 2ab?2 


f) (a? + yº)(a + y) 


9) am! + am2b + am3p2 +... 


abm-2 + pr-1 


E26) (A) 


E24) (E) 


+ 


305 


85a — 20h 
84 
b(7a —-3c) 
Sa+ra'b'c—4 


|) 


) ab? +abex+c? x? 
ab-—cx 
x+4 


) (x—3Xx—2Yx+1) 


) O 2x(x + 10) 
(a+xYa- di 


)x-y 


E25) (E) 


E(25) Sugestão: Fazer k = 1(4 + k) (por quê?) e resolver a equação do 2º grau, lembrando que 
tem que ser positivo, 


E26) (8) E27) 2(a+btc) 
“1 (C) E32) (B) 
e 


E28) (C) 


E33) (B) 


E29) (D) 


E34) (A) 


E30) (A) 


E35) (A) 
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E36) (A) 


EMI) (C) 
E46) (E) 


E51) (B) 


E56) (E) 


E37) (B) E38) (D) E39) (B) Es) DER, 
E49) (C) E43) (B) E44) (D) E45) (C) 
E47) (D) E48) (E) E49) (E) E50) (2) 
E59) (C) E53) (C) E54) (B) E55) (0) 


E57) — E58) (D) 


7] 
— 
4 
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Capítulo o! 


Equações do primeiro grau 


Facilidade ou dificuldade? 


Problemas que envolvem equações são fáceis, de execução quase mecânica. À dificuldade que 
alguns alunos enfrentam não é por causa das equações, mas pela falta de base em expressões 
numéricas, expressões algébricas, fatoração, produtos notáveis e outros tópicos anteriormente 
estudados. Treinado esses tópicos com uma quantidade generosa de exercícios, a resolução de 
equações torna-se uma tarefa de rotina. 


Igualdades 


O sinal “=” é usado com diferentes significados dentro da matemática. Por exemplo, considere 
as duas sentenças matemáticas: 


1 (x+y)2=x2 + 2xy +y? 
2)x+3=5 


No caso 1 temos uma expressão chamada identidade. Nesta identidade temos duas variáveis, x 
e y. As variáveis em uma expressão matemática podem a princípio, assumir qualquer valor 
numérico. A segunda igualdade possui uma variável x, que a princípio também pode assumir 
qualquer valor. A diferença é que a primeira é verdadeira para qualquer valor de suas 
variáveis. Trata-se de uma forma conhecida (produto notável, quadrado da soma), que é 
sempre verdadeira, quaisquer que sejam os valores das suas variáveis. 


A segunda expressão tem também uma variável que pode assumir qualquer valor, entretanto 
só é verdadeira para x = 2. Igualdades que somente são corretas para determinados valores são 
chamadas de equações. Resolver uma equação significa determinar os valores das variáveis 


que tornam a expressão verdadeira. 


À expressão (1) é uma identidade, que é verdadeira para quaisquer valores de suas variáveis. 

expressão (2) é uma equação, que só é verdadeira para x =). Chamamos o conjunto S=(2) 
de conjunto solução da equação. Resolver uma equação nada aa é que encontrar o seu 
Conjunto solução. As letras a serem encontradas em uma equação (nesse exemplo, x) são 


chamadas de incógnitas. 


Existem vários tipos de equação, por exemplo: 


D2x=g 


É 
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rma de oente. Enc CBRIg 
A incógnita nesse caso aparece na forma de um expoente. Encontrar q Sole; 
ado ê , ÃO q 
encontrar o valor de x que faz com que 2 elevado a este valor de x, dê como resul “a 
, - TA -—! “ ta A e - H] 1 
fácil verificar que a solução é x=3. Dizemos que esta é uma equação exponenci, al lo, bt 


2) Jx-5=9 

Nesta equação a incógnita x aparece em um radical. Trata-se de uma equação dera 
em particular é de solução simples. Se a raiz quadrada de x — 5 é 9, então x .. oral fg 
Portanto, x vale 86. Equações irracionais podem ser bem mais complicadas, « 2 Vale BL 


SÃO my: 
mo « [5 
exigidas em concursos. São estudadas no capítulo 15. Muito 


3) (x+ fx 3)=0 
Esta é chamada de eguação do segundo grau, assunto importantíssimo da matem 
ensino fundamental, e exigido em praticamente todos os concursos deste nível. Pa 
uma equação do segundo grau, manipulamos a expressão de tal forma que resulte em zero 

segundo membro (o lado direito da igualdade). A seguir fatoramos em duas expressões j 
primeiro grau. O valor somente será zero se um ou outro fator for zero. Neste caso, as soly E 
são -5 e 3, ou seja, S=(-5, 3). Equações do segundo grau serão estudadas no capítulo 13, 


álica do 
Ta TCS0lyer 


4) 3x + 5=17 

Esta é uma equação do primeiro grau, o objetivo deste capítulo. Pode ser expressa a partir de 
uma expressão algébrica do primeiro grau, com uma só variável, no caso, x. Em geral é fic] 
de resolver, até mesmo “de cabeça”. Se 3x + 5 vale 17, então 3x vale 12, ou seja, x = 4 Um 
vez conhecendo as equações do primeiro grau, estudamos os sistemas do primeiro grau (duas 
equações com duas incógnitas), as equações e sistemas de equações do segundo grau, depois 
as equações biquadradas (quarto grau), e equações irracionais. Finalmente serão estudadas as 
inequações de primeiro e segundo grau, e seus sistemas. O restante do livro se ocupará desses 
temas. 


Equações de primeiro grau 


” 


Uma equação é uma sentença matemática composta de duas expressões separadas por UM 
sinal “=”, Por exemplo: 


2x +5 = 13 


é . o 
As duas expressões são chamadas de primeiro membro e segundo membro. Na equas 
acima, o primeiro membro é 2x+5, e o segundo membro é 13. 


0 50 
Os valores que são somados, multiplicados, subtraídos e divididos em uma equação 
chamados de termos. No exemplo acima, 2x é um termo, 5 é um termo e 13 é um tm, 
Explicando de forma bem simples, os termos podem ser puramente numéricos (ade 
na equação acima) ou podem ter uma parte literal, O termo 2x tem uma parte aa 


pecado É da 
variável, que é x. 2x significa “duas vezes x”, ou seja, 2.x. Da mesma forma, , 
vezes y”, e assim por diante, 


] A = 4 sendo 
parte literal, ou variável, e o 2, que está ralques 


coeficiente. Esses nomes se aplicam à qe 
uma equação, a variável é chamada de incógnita. ê 


€ 
No termo 2x, o x é chamado de 
pela parte literal, é chamado de 
algébrica, mas no caso de 


Uma expressão algébrica é 


GA uma expressã seja, te et, 
literais. Por exemplo, 2x+3y+4; pressão que envolve letras, ou S€) veis ca 
Pio, “ytdz é uma expressão algébrica com três variáv o Exp! 


resolver equ: . . 
quações, precisamos ter à habilidade algébrica ensinada no capítulo 


A 
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algébricas. É claro, precisamos também dos demais conhecime 
nós capítulos de 4 em diante. 


ntos de álgebra, apresentados 


Quando igualamos duas expressões algébricas, temos uma equação. 


Variáveis algébricas podem assumir qualquer valor, mas uma expressão somente será 


verdadeira (ou seja, satisfará a condição de que os dois membros são iguais) para os valores- 
solução da equação. 


Por exemplo, na expressão algébrica 2x+5, x pode ter qualquer valor, mas quando fazemos 
9x+5=13, a expressão só é verdadeira se x tiver o valor 4. 


Expressão algébrica: 2x+5; x pode ter qualquer valor 
Equação: 2x+5=13; é uma sentença matemática que só é verdadeira se x for igual a 4. 


Na equação 2x+5=13, a letra x é chamada incógnita da equação. O objetivo da equação é 


descobrir o valor da incógnita, ou seja, descobrir o valor de x que torna a expressão 
verdadeira. 


Exercícios 
Et) Determine o valor de x para que as expressões abaixo sejam verdadeiras: 
a) x+3=5 f) 4x+7 = 27 
b) 2x=8 9) 5x+2=592 
c) 3x+1 = 10 h)2x-3 = 7 
d) 5-x=3 1) 7x-9 = 54 
e) 3x+5=65 |) 8x-3=45 


Método de resolução 


Resolver uma equação é encontrar o valor de x que tona a expressão verdadeira. Por 
exemplo, resolver a equação x+3=5 é encontrar qual valor de x torna a expressão x+3 igual à 
expressão 5. Esta é uma equação muito simples, que pode ser resolvida de cabeça: 


x+3=5 


Até mesmo nos primeiros anos do ensino fundamental surgem problemas do tipo “qual é o 
número que somado com 3 dá como resultado 5?”. No caso, este número é 2. Dizemos que 
resolver a equação é encontrar x=2. Note que se x for igual a 2, as expressões do primeiro 
membro e do segundo membro são realmente iguais. 


Por outro lado, a maioria das equações são mais complicadas e não podem ser resolvidas “de 
cabeça”, Por exemplo: 


27-3x=4x+ 13 
Devemos então usar algumas técnicas para sua solução: 


a) Uma igualdade não se altera quando somamos o mesmo valor aos seus dois membros. 
Or exemplo, na nossa equação, vamos somar 3x a ambos os membros, ficando com: 


27 -3x+3x=4x+13+3x% 


Bm... — l 
Scanned by CamScanner 


o. 


310 O ALGE Ip 


Ed Exa À | 
Nosso objetivo em somar 3x nos dois membros fot eliminario teto cx Que es k 
. , , x “ty 
primeiro membro, ficando com a incóguita x somente no segundo membro, já que | Hm; 
(4 

dx 


vale 0), ficamos então com. 
27 = 4x +13 + 3x 


= 3x = dx +13) com a segunda (27 = x tg dx), y 
Ch Vemos 


Comparando a primeira forma (27 
“3xº para o outro membro, com o sinal tri 
HM 


que esta operação é equivalente a passar O aa 
Podemos fazer isso em qualquer equação, ou seja, trocar tm termo de “lado” com q sem à E 
trocado, de + para - ou de - para +. Lembre-se que os dois lados da equação, separados ar 
sinal “=”, são chamados de 1º membro e 2º membro. Pelo 


b) Uma igualdade não se altera quando invertemos às posições do primetro e do segundo 
membro. É óbvio que se A=B, então B=A. Podemos então escrever nossa equação como; 


4x +13 + 3x = 27 
c) Uma igualdade não se altera quando subtraimos o mesmo valor dos dols membros, No 
nosso exemplo, vamos subtrair 13 dos dois membros, ficando com: 


dx +13+3x- 13=27-13 
Como 13 - 13 vale 0, e 27 — 13 vale 14, a equação fica: 


4x + 3x = 14 


d) Esta não é uma propriedade das equações, e sim, de qualquer termo algébrico. Quando 
temos dois termos com a mesma parte literal, podemos somar seus coeficientes e manter à sa 
parte literal. No nosso caso, 4x + 3x vale 7x. Isso é na verdade a propriedade distributiva da 


multiplicação em relação à adição. Nossa equação ficará então: 


e) Uma igualdade não se altera quando dividimos os dois membros pelo mesmo valor. No 


nosso exemplo, vamos dividir os dois membros por 7, Se dividirmos 7x por 7, flearemos com 
x, e se dividirmos 14 por 7, ficaremos com 2. 


Resposta: x = 2 


Podemos então resumir essas propriedades no seguinte procedimento; 


Aro 
ve sozinha no pr ime 


1) Devemos realizar as operações necessárias para que a incógnita x fiqu mei 
Jução da equas 


membro. Quando conseguirmos isso, o valor do segundo membro será à 80 

tro 
. . e nara O OU 
2) Um termo que está somado ou subtraído em um membro pode passar par ado Se 
membro, trocando o seu sinal, ou seja, se estava somando, troca de termo subtr 


estava subtraindo, passa para o outro lado somando. 
Exemplo: 


x-5=12 
x = 12+5 (o 5 estava subtraído, passou para o outro lado somando) 
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3x =17-5 (o 5 estava somando no primeiro membro, passou para o outro lado subtraindo) 


9 Quando um número está multiplicando um termo inteiro, podemos passar para o outro 
Jado, porém dividindo o segundo termo inteiro. 


Exemplo: 
Bx = 48 a 
x = 48/8 = 6 (o 8 estava multiplicando o primeiro membro, passou para o outro lado dividindo) 


4) Quando um número está dividindo o primeiro membro inteiro, podemos passá-lo para o 
outro lado multiplicando o segundo membro 


Exemplo: 
x6=14 
x=14x5=70 


Vejamos a resolução de algumas equações simples usando essas propriedades: 


Exemplo: 

7x-9=54 

1x=54+9 (o 9 estava subtraindo, passou para o outro lado somando) 

7x = 63 

x=63/7 (o 7 estava multiplicando, passou para o outro lado dividindo) 
*=9 


Exemplo: 

8x -3=45 

8x=45+3 (o 3 estava subtraindo, passou para o outro lado somando) 

8x = 48 

x=48/8 (o 8 estava multiplicando, passou para o outro lado dividindo) 
x=6 


Exemplo: 
dx + 5=47 — 4x o 
dx +4x=47 - 5 (4x e 5 trocam de lado, o 4x vai somando e o 5 vai subtraindo) 


1x = 42 3x + 4x vale 7x) em 
x=42/7 =6 ç 7 estava multiplicando, passa para o outro lado dividindo) 


Exemplo: diga o que está errado na resolução abaixo 


SR 
X+3=15 
(3) x+3 = 5 P 
(Wx=5-3=9 


oeficiente 3 não pode passar para O segundo membro 
tá sozinha no primeiro membro, ainda existe o 3 que está 
3 para o segundo membro, ficando com: 


y erro está na passagem (2). O c 

dividindo, pois a expressão 3x não es 

Somado com ele. O correto é passar O 

dx=15-3=19 

Agora sim o 3 que está multiplicado pelo x pode passar para O segundo membro dividindo. 
icamos com: 
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x=12/3=4 " 
Exemplo; : iamente x. Qual 

A incógnita de uma equação não precisa ser necessar X. quer outra letra Pod 
usada, a 
9 -5=4-3b 

5b = 9 

b = 9/5 


Como vemos, a solução de uma equação não precisa ser um número inteiro, Muitas Vezes 
resultado é uma fração, ou um número real qualquer. Sn 


403 4x, 
2 3 


Esta é uma equação que envolve frações. A primeira coisa a fazer é reduzir todas elas ao 
mesmo denominador. Os denominadores são 2, 3 e 1 (2 é o mesmo que 2/1). O MNC ente 
os denominadores é 6. Devemos então multiplicar a primeira fraçã 


O, numerador e 
denominador, por 3, a segunda por 2 e a terceira por 6. Ficamos com: 


Hx —3) a” M4—x) 12 
6 6º 6 


Agora vem uma novidade: podemos simplesmente eliminar todos os denominadores. Isso é 0 
mesmo que multiplicar todos os temos da equação por 6. Isso é uma propriedade das 
igualdades: uma igualdade não se altera quando multiplicamos os dois membros pelo mesmo 
valor. É claro então que se A/6 = B/6, então A=B. Ficamos então com: 


(x — 3) =2(4 - x) + 12 


Atenção: a eliminação de denominadores só pode ser feita nas equações. Se estivermos 
simplesmente calculando o valor de uma expressão, os denominadores têm que ser mantidos. 
3x -9=8-2x+ 19 

ix =8+12+9 

x = 289) 

x = 29/5 


Exemplo: 

1000% — 25000 = 4000x — 60000 

Vemos que todos os termos da equação uação não E 
á “0. Je ça 

altera quando multiplicamos, vidio Podem ser divididos por doc. a Fi ame 


ou dividimos todo mo valor. HH 
AÊ s Os o vê 
então com: seus termos pelo mes 


x- 25 =4x- 6) 


60-25 =4x x 
35 = x 
x= 35/3 


Á 
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itul 
copíuto 
Exemplo: 
0,01x * 


Para não ficar com decimais, podemos multiplicar a equação inteira por 100. Ficamos com: 


«+ 130=2x — 90 
130 + 90 = 2x — X 
x = 220 


exercícios 


1,3 = 0,02x — 0,9 


e a e, 


E2) Resolva as seguintes equações: 


9)2x + 5 = 47 — dx 


b)3.(4 — 2x) = 45 — 17x 


)4y + 18=72-2y 
0) 30 - da = 2(a — 3) 


2x +3)+4(x—2)=5(x 7) +2(x +93) 


E3) Resolver as equações 


a)2x+ 6=14 
b)3x + B=23 
c)3x+7=1 
d)4x+2=10 
e)4x+7=11 


E4) Resolver as equações 


a)3x + 15=45 
b) 6x- 13=-25 
0)5-2x=7- 6x 


d)5x-18=4(x-3) 


e) 4x + 3(5— 2x) = 5(x + 2) 


E5) Resolver as equações 


x l-x x 
a X,l=x x+1 


2 4 4 

j540=3 
6 

X— 
e) Cas 
dida 

5 2 
e) x—1 ad 

PA 4 


9) 5(x + x/2)= 15 


h)12 - x = (7/5).x 
)x=4(5-=) 


5x +18=13 
9)2x+13=3 
h)45+2x=21 
)7+2x=7 
3x + 18=3 


N43x-2)+ 57 -2x)= 15 
g)2(x+1)+Hx-2)=8x+7 
h)3a+2-4(a+3)=3%5-3a) 
)4(1-m)=3-4(2-2m) 

i) y/2 + y/3 = y/5 = 1/30 


) 415(x—3) 
777 
x-1 


! 4192 +420º 


x + 2x + dx = 70 


k)2-2x=12+3x 
)5x+9=3x+17 

m) 4x - 18=12- 6x 
n)4(x+3)=2(12-x) 
o)2x+5+Ix+7=4x—-15 


k 21-40) +IM2x-7) + 4(x-5)=10 
D(x+3) + (2x + 6) +(Ix + 9) = 36 
m)2(4-2x)+3(5-7x) = 6(8 —- 6x) 
n)(4m-3)+2(m+5)+Im-7)= -70 
o)(z+5).3+(2+8),4=62+13 
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a) x-*=10 
3 


2 5 
—2 “4 
e=d 
d) = 
3 5 


e) x—3 (1-5)-=s 
2 


E7) Resolver as equações 


a) 3x-16 5 
x 3 
a 
2 4 6 
e a 
2 4 
q 10x+3 3x1, 
3 5 
957 2847, 4 
3 j 


3x+5 2x9 | XH3 x+4 s 
==>=*.=8 pi a ES 
, 2 3 2 3 Ra 
) x+1 3(4-x) q, -À 
3 4 | RE 
Duo 5 
4 
X bo 
ia m2€-D 
dou. 3 
2 
px 2x0 x+] ls Sm 
4 3 6 4 
pt x-13 l 
2 44 o) 2X=4 37 20-x 35 
5 6 4 3 
13 
OLA TR 
24 2x 4 4 
3 5 
o) 3x—7  3x-l4 
d4x+2 4x-13 
2x-3 2x]-3x x 
) Jx+16 x+8 3 x 
21 4x+10 70 3 
E) 1) 7/x 1 48 
D=|x-= |+| D=— 
6 3) 615 7 *g 


Discussão de uma equação do primeiro grau 


Algumas equações do primeiro 
satisfaz. Dizemos que seu conjun 


Por exemplo: 
Ox =5 


Qualquer valor de x a ser su 
ficando então com 


0=5 


de X 
grau podem ser impossíveis, ou seja, nenhum valor 


to solução é vazio, ou seja, S = (). 


aê 
su rimeiro m 
bstituído na expressão, resultará em zero no prime 


Mas zero não pode ser igual a 5, portanto este é um resultado impossível. 


MÁ 
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RE RR O ED NG O E 
Uma equação impossível pode parecer inicialmente com uma equação normal, mas realizando 
os cálculos, O X desaparece”, ficando com apenas um número não nulo, que obviamente não 
pode ser igual a zero, O que torna a equação impossível. 


Exemplo: 5x — 3 = 8 + 5x 


Isolando o x no primeiro membro, ficamos com: 


ox -5x=8+3 
0x = 11 > impossível 


Existe também o extremo oposto, que é a equação indeterminada. Enquanto na equação 
impossível nenhum valor de x satisfaz, na equação indeterminada qualquer valor satisfaz. Por 
exemplo: 


9(x+3)=2x+ 6 


Obviamente 2x + 6 é o dobro de x + 3, para qualquer x. De fato, ao resolvermos a equação, 
ficamos com: 


2x +3)=2x+6 
9x +6=2x+6 
2x-2x=6-6 
0x=0, ou seja, 0=0 


De fato 0=0 é uma afirmação sempre verdadeira, não importa qual seja o valor de x. Sendo 
assim, o conjunto-solução é o próprio conjunto dos números reais: 


S=R 


Dizemos que esta é uma equação indeterminada, ou seja, o valor de x não pode ser 
determinado. 


De um modo geral, ao resolvermos uma equação do primeiro grau, chegamos a uma 
expressão do tipo: 


ax = b, onde a e b são números. 


À equação poderá recair em três situações: 


a£O : determinada, a solução é x=b/a 
a=0) e bZ0 : equação impossível, ou seja, S=() (conjunto vazio) 
3-0 e b=0 : equação indeterminada, ou seja, S=R 


Basta lembrar dos exemplos: 


2x=6 : determinada, x = 6/2 = 3 
0x=6 : impossível 
0x=0 : indeterminada 


As equações do primeiro grau são muito fáceis, a sua resolução não é mais pedida em 
Concursos mais dificeis, porém questões que envolvem sua discussão são quase sempre 


Á 


Scanned by CamScanner 


316 
pedidas. Isto signi ão é obrigatóri S ALGEB 
. Isto significa que saber resolver a equação é obrigatório. Sem sab RIS 
ADer resolver À 
10 


também não saberá discuti-la. alun 
O 


Exemplo: 


Calcule o valor do parâmetro k para que a equação em x 
kx-x+1=0 
seja impossível. 


Observe que a expressão possui duas variáveis algébricas, k e x. Quando se diz qu 

é um parâmetro, significa que deve funcionar como um valor fixo, apesar de sc : e 
outra variável, no caso x, é a incógnita da equação. Obviamente o valor de x perda A 
Eventualmente para um determinado valor de k a equação em x poderá ser ia det 
Portanto deveremos considerar x como incógnita e k como um número. Para da no 
exato de x, será preciso inicialmente ser informado o valor de k. Uma vez Hamid 


poderá ser calculado. 


Calculemos portanto o valor de x, considerando k como um número dado. 


kx-x+1=0 
x(k - 1)=-1 


Lembrando que uma equação do primeiro grau, na forma ax = b, para que seja impossível 


deve satisfazer: 


a=0 
bã%O 


No nosso caso temos 


a=k-l 

b=-1 
até 

a diferente de ne deve 


é satisfeita sempre, basta que o valor de b sej 
o coeficiente 


A segunda condição 
sta então satisfazer a primeira condição, ou seja, 


diferente de zero. Re 
ser zero: 


po)? 


os 
el. De fato, Sé fizerm 


Então, k deve ser igual a 1 para que a equação seja impossív 
equação ficará: 
lx-x+1=0 


x-x=-1 
Ox =-1 


Com k = |, a equação reduz-se a O = 1, o que obviamente é impossível. 


Resposta: k=1 
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x=z0 é solução determinada 


Na equação nx = b apresentamos as situações quer nos levam a uma solução indeterminada e 
puma solução impossível; 


axe b 


jndeterminada: as0eb=() 
Impossível as0ebfO 


Note que a solução possível exige apenas a%0, Uma vez que a seja diferente de zero, b pode 
ter qualquer valor, seja ele zero ou não; 


Exemplo: 


5x = 0 


Nesse caso, 0 valor de x é perfeitamente determinado: x = 0 /5=0 


A solução x=0/5 é tão determinada quanto x = 3/5. O que importa é que a, o coeficiente de x, 
seja diferente de zero. 


Exemplo: 


Determine os valores de m de tal forma que a equação abaixo tenha solução: 
Qmx + 7 = 4x 


A solução de uma equação do primeiro grau ax = b pode recair em três situações: 


a) Possível e determinada (uma solução), ocorre quando a 0 
b) Possível e indeterminada (infinitas soluções), ocorre quando a=0 e b=0 
c) Impossível (nenhuma solução), ocorre quando a=0 e bO. 


Sendo assim, a condição dada pelo problema, de que a equação tenha solução, é atendida 
pelos casos (a) e (b), ou seja, a equação pode ser determinada ou indeterminada. O único caso 
que não atende ao que o problema pede é o da solução impossível. 


À equação do exemplo reduz-se a: 
mx +7=4x 
2mx - dx = 7 
x(2m — 4) = 7 


Note que a opção da equação indeterminada (infinitas soluções) não ocorre, já que b vale 7. 
Resta-nos como única solução para o que o problema pede, é ter uma equação determinada, 
OU seja, aé0. Portanto 2m — 4 não pode ser zero, ou seja, m não pode ser igual a 2. 


Resposta: m%9. 
Exemplo: 


Determine os valores de a e b de tal forma que x=1,072 e x=1,024 sejam raízes da equação 
ax + 4= b + 3x 


tação em x é do primeiro grau. Uma equação do primeiro grau pode ter 3 tipos de 
Solução: 


à) nenhuma solução = quando a equação é impossível 


le Á 
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R 
ção é determinada 1STA 
quação é indeterminada 


b) uma solução = quando a equa 
c) infinitas soluções = quando a e 
ões, então a equação só pode ter infinitas soluções 


Se o problema cita duas soluç 
b de tal forma que a equação seja indeterminada, 


Na 
acima). Basta então calcular a e Peão (g 


ax+4=b+3x 
ax-3x=b-4 
x(a-3)=b-4 


Para que a equação seja indeterminada basta que o coeficiente de x e o termo independente 
de x sejam iguais a zero: 


a-3=0Da=3 
b-4=0Db=4 


Resposta: a=3 e b=4. 


Exercícios 
E8) Indique se cada uma das equações abaixo é determinada, indeterminada ou impossível. 


No caso de determinada, apresente a solução. 


a)3x+18=2x+2+x+9 N0(x+3)=0.(x+5) k) (x + 3) + (2x + 6) + (3x + 9)=72 
b)3x+12-x-4=2x+8 9) 1.(x+3)=1.(x+5) 1) 4(x+3)=4x+12+1 

c) 4x + 18 = 2.(2x + 12) h) x/2 + x/3 + x/5 — x/30 =X m)) 4(1-m)=12-4(2-2m) 
d)4x-18=12-2x )2(x+1)+3%x-2)=6x—4 n)2k+3+2(k- 1)=4k+1 
e)5x+3=5(x-1)+8 3x + 5) = 3x + 15 0)6(y+2)-4=6y+8 


E9) Qual deve ser a relação entre a e b de tal forma que a equação em x 


D-a420 admita a raiz x = 2? 


2 
3x+429- À 
E10) Quantas raízes tem a equação em x (a? 1 =qa+1, quando a = -1 ? 


E11) Quantas raízes tem a equação em x (m-1)x =m” +1 quando m = 1? 


E12) Determine a de tal forma que a equação (a — 1)x = b seja determinada. 


E13) Calcule o valor de k que torne impossível a equação em y: 
k2y —-k2 =2k + ky 


E14) Dente o valor de a de tal forma que x=5 seja solução da equação 
ax+g=1 


pa A m de tal forma que x = 2 seja solução da equação em X: 

o a tor 
E16) Dada a equação em x kx =k + 1 +x qual é o valor do parâmetro k qu 
impossível? , 


E17) Qual condição para que a equação : : 2 
(x — b)2 — (x — al=a2-b? quação em x abaixo seja determinada 
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E18) Resolver a equação 
Eu 
a 81 4 5 2 8 


Equações equivalentes 


Certos problemas podem solicitar para que seja calculada uma condição de modo que duas 
equações sejam equivalentes. O problema não apresenta dificuldade, apenas é uma questão de 
nomenclatura, mas de fato quem não conhece a nomenclatura não consegue resolver O 
problema. 


Dizemos que duas equações são equivalentes quando suas soluções são idênticas. 
Exemplo: São equivalentes as duas equações: 


x+5=8,e 
9%x-4=2 


Já que ambas têm como única solução, x = 3. 


É claro que não basta encontrar uma solução comum, é preciso que tais soluções sejam em 
mesmo número. Por exemplo, as equações 2x = 6 e (x — 1)(x — 3) = O não são equivalentes, 
pois apesar de terem uma solução comum (x = 3), a segunda equação tem também a solução x 
= 1, que não é solução da primeira. 


Inequação 
Uma inequação é uma sentença matemática, na qual os dois membros não estão relacionados 
por uma igualdade, mas sim, por uma desigualdade. Exemplos: 


x+5%3 

4x +3>18 

2x +2<15- 3x 
x224x+7 
x-as4(x+b) 


Este livro traz capítulos dedicados às inequações (capítulos 12 e 17), mas por hora, precisamos 
utilizar o tipo mais simples de inequação, que é aquele que tem o sinal de diferente (*). 


Exemplo: . 
Determine os valores de m de tal forma que à equação em 
4mx = 6 — 8x 


x tenha uma única solução: 


Inicialmente devemos reduzir a equação à forma ax =b: 
Amx = 6 — Bx 

(4m + 8)x = 6 

Para que a equação tenha uma única solução (possível e determinada) basta que tenhamos 
a*0, ou seja, 


Am+8%0 


Á 
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Trata-se de uma inequação em m. Para resolver este po de Inequação, COM anal de - 
(É), operamos exatamente como na resolução de uma equação, porém Mintendo q ] nm, 

h Wi] R 


RR) Ha 


ao invés de 


Aim +8%0 
im É-B 
m É-8/4 
m éÉ-2 


, É «2 
Para que a equação seja determinada é necessário que m É «Q 


Resposta: m É -2 


Exercícios 
E19) Resolva as seguintes inequações 
a) 4x +2 10 ) Determina p o q para quo a equação abalxo soja possfvol 
(5p=1)xtq=3=0 
b) 5x + 18 13 9) Detormino m o p para quo a equação soja possivol 
4y(Jm = 1) = 10m = Sp 
c)5x+9%3x+17 h) Detormino c para quo a equação om x tonha uma única solução 
(20 + 5)%y = (20 + 5)(20 = 5) 
d) 4(x + 3) É 2(12 =x) |) Resolver a Inoquação 
(9x + 112% (2x = 1)(9 = 1) 
e)4(1-m)%3-4(2-2m) )) Resolver a Inoquação 
x x 
Lopo ça | = — 
o d 


Equação fracionária 


Equações fracionárias são aquelas que possuem Incógulta no denominador, Ao resolver mo 
equações é preciso aplicar uma restrição: 08 denominadores precisam ser diferentes de ns 
Isto recai em inequações, e devem ser eliminadas da solução, aquelas raizes que gola O 
denominadores. Isto se chama “exclulr ag restrições”, 

Outra providência é usar a “eliminação do denominadores”, que consiste em reduzir lda 
frações ao mesmo denominador, e q seguir trocar todos 08 denominadores por ), MS 
eliminar os denominadores, 


Exemplo: 


Resolva a equação 


art 
Note que existe : ão fenelol 
que existem Incógnltas no denominador, portanto trata-se do tuma equação 


tt 
AR Mm | 

, NRTIPO Ve 
Inicialmente venficamos ay restrições non denominadoren OU Neji, 04 denominado 
ser diferentes de zero: id. dA 


x-1*0Dx&fl 
x-2*0Dx%y 


Á 
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Portanto, X *1 e x É 2. Isto significa que depois de encontrada à solução, teremos que 
eliminar soluções que eventualmente recaiam nesta restriç 


ão. 


Equações fracionárias nem sempre recaem em equaçõe 


licad s do primeiro grau, podem recair em 
equações mais comp icadas. 


O próximo passo é reduzir todas as frações ao mesmo denominador. Isto equivale a operar 


com frações algébricas. Temos que determinar o MMC entre os denominadores para reduzir 
todas as frações a este denominador comum: 


penominadores: (x — 1), (x — 2) e 2 


MMC = 2(x — 1)(x — 2) 


Sendo assim, os denominadores deverão ser multiplicados, respectivamente, por 2(x — 2), 2(x — 
ne (x fx 2): 


x-2 l E 


Agora todas as frações estarão com o mesmo denominador, e os mumeradores estão 
recalculados, já que foram multiplicados pelos valores que completavam os denominadores 
iguais: 


2(x-2Yx—2) N 2(x—1) 3Hx-1Xx—2) 


2(x-1Xx-2) 2(x-1Xx-2) 2(x-1Xx—2) 


Agora será feita uma operação que só pode ser realizada em equações ou inequações que 
usam o sinal “*”: a eliminação de denominadores. O conceito básico envolvido é que: 


se XY , então x = y, ou seja, o denominador pode ser eliminado. 
aa 


No caso ficaremos com: 
2(x-2Yx—2)+2(x—1)=3(x—1Xx —2) 


Uma vez que os denominadores foram eliminados, fica mais fácil prosseguir com a resolução 
da equação. Desenvolvendo os produtos, teremos: 


A 4x +4)+2(x-1)=3(x2 3x +2) 
2X 8x +8+2x-2=3xº -9x+6 


-=**+3x=0 


Observe que esta não é uma equação do primeiro grau, entretanto podemos resolvê-la através 
de fatoração. Fatorando a equação (que na verdade é do segundo grau), temos: 


x -x+3)=0 


. 


a 
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E O E E eo 1 A 

Para que um produto de dois fatores seja igual a zero, basta que um dos fatores “efa ger 
j dE Mr, 

seja: 3 folk 


x=0ou 
-x+3=0 


Então a solução é x=0 ou x=-3. 

Temos que a seguir aplicar a restrição, ou seja, eliminar os valores que anulam a 
denominadores. Verificamos previamente que esta restrição resulta em x] e x+2, Portant, 
permanecem válidas as soluções x=0 e x=-3. 


Resposta: S = (0, -3) 


Observe que uma equação fracionária pode recair em alguns casos, em uma equação que não 
seja do primeiro grau, como ocorreu nesse caso. 


Exemplo: 
a+b ab 2a “4a 
É 4 % a-b x 


O fato de existirem denominadores não é suficiente para caracterizar uma equação fracionária, 
Equações fracionárias são aquelas que possuem incógnita no denominador. Convencionase 
usar X, y OU Z, caso não seja indicada qual letra é a incógnita. Neste exemplo temos a letra x 
no denominador, portanto trata-se de uma equação fracionária. A restrição no caso é xf0. 
Observe ainda que temos um temo (a — b) no denominador. Devemos então prestar atenção 
em qualquer passagem que resulte em a=b. Tal passagem ou resultado não será válido, pois 
anularia este denominador. 


Antes de reduzir as frações ao mesmo denominador, observamos que é possível antes fazer 
uma simplificação. As duas primeiras frações somadas (podem ser diretamente somadas pois 
possuem o mesmo denominador, x) resultam em 2a/x, já que b será cancelado. A expressão 
fica reduzida a: 


2a 2a 4a 


— + =D—— 


x a-b x 


. A : : - r 
Considerando que o parâmetro a seja diferente de zero, podemos dividir a expressão toda po 
2a, ficando com: 

] ] z 

— E — = 

x a-b 
a inador. O 
Agora com a expressão mais simples, vamos reduzir as frações ao mesmo denominado 


MMC é x(a — b): 


l | 2 
———— + PESAR SE RE 
tis) a-bf A e 


Á 
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ab N Ma b) ; aii ns 


da b) ú (a — b) o (a -) 


pliminando Os denominadores: 


abri = 2a — b) 
x =a-b 


Deve ser usada a restrição xÉO, ou seja, devemos ter nfb, 


Exercícios 
E20) Resolva as equações 
e =x 0 ha ! 
p= =- a a 4 
x x 3 lex o x-lo =x 
pp 3-1 (4-4 o 2x S-w* 3% 
t-=4 1-6 x=L o xº-|o x+l 
2 
gl Za. nS(1-0)+b[1-2)=1 
x-l x=2 3-&x b x) a x 
gue (2 [ba ap ao 
xl o x-l x+l 4-2x x —2x 
2x-1 x+l 
Dash as J=—"—--—— = 
e) 2 (x um v=3 0 x43 
Tp 
Z 


Equação modular 


Sabemos que o módulo de um número real nada mais € que este número sem o seu sinal. Por 

exemplo, |-5| = 5, e |3] = 3, 10] = O. Do ponto de vista algébrico, pode ser um pouco mais 

complicado, pois podemos ter que decidir como tratar um módulo, sem saber se o número no 
, ' a 


seu interior é positivo ou negativo. 


Exemplo: Resolver 
Ix-5|=3 


q es: de ser 3 ou pode ser -3, Temos 
Se o módulo de uma expressão vale 3, então essa expi essão po ' I 


então que abrir em dois casos: 


Caso A) 
Xx-5=3 
Xx=3+5 
x=8, 


or o vale -3: 
A outra solução é quando a expressão no intertor do módul 


mi P: 
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x-5=-3 
x=5-3 
x=92 


À rigor, uma equação com módulo não é uma equação do primeiro grau, já que p 
tratamento especial, de abrir em dois casos. Entretanto, uma vez tratado o módulo 
modular pode recair em uma ou mais equações do 1º grau. À rigor também, as eq 
módulo são matéria do ensino médio, mas aparecerão algumas ao longo deste livro, 


Exercícios de revisão 


E21) Resolver as equações 
a)4x+6=x+9 
b)3x+4=x+10 
c)3x=2x+5 
d)3x=x+8 
e) 3x + 10=x +20 


E22) Resolver as equações 
a)8x-(x+2)=47 
b) 4(1+)+3(2+x)=17 
c) 33x — 70 = 3x + 20 
d) 2(3x = 25) = 10 
e) 2(x + 5) + 5(x— 4) = 32 


E23) Resolver as equações 


a)x2+x-2+x2+2x-3=2x2-7x—1 


b) 10x-(x-5)=2x+47 


c)7x-5-(6-8x)+2=3x-7+106 


d)6x+3-(3x+2)=(2x—1)+9 


e) 3(x + 10) + 4(x +20) + 5x — 170= 15 3x 


E24) Resolver as equações 
l 2 1 


À) cera est 


x+7 x+1 x+3 


DE pedi ad 


x -] x-l 


e) Ee )-(1+5)=1 


E25) Resolver as equações 
a)27+3x=9x-27 
b) 9x + 15- 3x = 100- 12x 31 


)8x+7=4x+27 
9) 3(x-2)=2(x- 3) 
h)7x-19=5x+7 
i) (x — 2) = 3x + 4 
)) 3x — 2) = 2(x — 1) 


f)(x2-9)-(x2- 16) +x=10 
g)x2-2x-3=x2-3x+1 
h)4-5x-(1-8x)=63-x 
)5(2-x)+7x-12=x+3 
D)2x-(3+4x-3x+5)=4 


O ALGER 
RI 
Caso B) STA 


Tecisa deste 
* À Equação 
Uações Com 


k)2x+3=16-(2x-3) 
1) 3(x — 2) = 50 = (2x — 9) 
m) 2x — 22 = 108 - 2x 
n)7x-70=5x-20 
0) 19x - 3 = 2(x + 7) 


k) 3x—(x+10)-(x-3)=14-x 
D3x-2)+2(x-3)+x-4=3x+5 
mx+1+x+2+x+4=3x+5 
n)(2x-5)-(x-4)+(x-3)=x-4 
0)x2+8x-(x2-x—2)=5(x+3)+3 


920-x+4(x-1)-(x-2)=30 


g)5x+3-(2x-2)+(1-x)=6.(9-x) 


h)(2x-a)+(x-2a)=3a 


)(xta+b)+(x+a-b)=2b 


) 60-x 3x-5 3x 


14 7 4 
x=1 x+1 = 
8 18 
4 6 
l 2 3 


| PRETA = 


dx+3 2x-3 E 
x-1 2x-1 


6 


Dix+1)+(x+2)+(x+3)+(x+4)=50 


Re. 


4 10 4 


6x-19 2x1 


m) 


13x +45-17x+8=7x= 13-54 


9) 28x— 21 +42 - 28x = 22 - 4X 


Á 
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É -36+7x= “man Es 
c) 13x = 54 + 12x RARO (x = 7) = 2(41 1)=10 
9)15x+18-8x-9+ 1x 29=0 |) 8(x = 13) = 1959 Fº j 
tu =42+5X= 1511-0844 pe 


DB = 7) = 14 = (9x 48) + 124 45 


E26) Resolver as equações 
a) 13x-8B(2x- 1)+7=17x+5(2-x)-14x-4 
b) 12x + 5(3x — 2) + 13=8x-6(3-2x)+11x+1 
c)3m- 5(m + 1)=2(7-m) + Sm - 4(m + 6) - 17 
d)2p+5-4(1 - p) = 8(p + 10) - 64 
e) 137 - 8(18 — 7x/9) = 5(x + 3) 


1) 3x = 2x/3 = Ox = 22 

9) X/2 = x/7 + x/5 = 78 

h) 19x = Bx/9 + 7x/2 = 15x + 22 
(x + 5)(x + 3) = (x 1x +12) 
Dx=2x3-8+4x/5=3417x/15 


OBS.: (e): Muitas vezes a redução para o mesmo denominador resulta em muitos cálculos, Nada Impede 
que mudemos a ordem de execução das operações, visando reduzir os cálculos, desde que sejam 
obedecidas as propriedades matemáticas, Na questão (e), o caminho com menos cálculos consiste em 
manter a fração 7x/9, que se transforma em 56x/9, sem alterar os denominadores, e fazer todos os 
cálculos com os termos inteiros, para só no final tratar a questão do denominador, 


E27) Resolver as equações 


3) (a-xYb+x)=a? -xº x+h 
Do x-b 3x-5b 
ES b 
x—b 
2 2 2 
) (r—a) eb) = don ap 9) (x— akx-b)- b(a-b)=xº + au 
a+b 
qu bx 11 nSf1-) H(1-2)- 
b a ba b Ep 
à | pads x-b 2b pH ME 
bo 4 a b nh 
gu+b bxca a b po Eb 2 abla+b) 
b a b a a-b x 
E28) Resolver a equação 
32.4 11 
x x+2 5 5x 
E29) Resolver a equação em b 
O | 
Rs ni = 
db 
E30) Calcule b 
l 
Á=-bh- 
> l 
24+2 a 
(4) — B) — (C) I h 
24 2h A+ 
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E31) Resolva a equação A 
5.3 
2x—-3 x+5 


(A) x=16 (B) x=33/2 (C) x=61/3 (D) x=34 (E) Impossivel 


a+3b 27bc a-3b 
c-a 90º -aº 3Ic+ta 


E32) Calcule a em 


, sendo a, b e c positivos, 


3bc 


A 
(4) 2b+2c 


BIZ oo DZ pb 
b+c b+c 


E33) Seja cix+a = |. Encontre o valor de a que torna a equação indefinida. 
+1 
(A) IA (BA (C-1 (D34 (BM 
d 
E34) Dado que 4=b—+e, resolva para d. 
Ê c 


(A)d=cA-be (Bjd=cA-ce-b (c)d= cÁ-ce 


(D) dE (E) d=bcA-bce 


E35) Calcule x em 92* = 27x*2, 


18 12 


x=> p4 
(A)2 (B-2 (C)10 (D)10 


E36) Calcule x: 


x+1 x—l 3 
ZA E 
x —-4 x +x-2 x+2 


E37) Calcule x: 


(A) 1 (B) Impossível (C)5oul (D) 5 


E38) Calcule r na equação 4= E Ea mê 
roy 


ag imo 1 my yr. 


E = Tumô 
4-mnB y YA + mnB) A+mnB Ay 


E39) Calcule x em 3[ -3x + 4 —7(x + D]=2x+5 
(A)x-16 (B)x=716 (Cx=144  D)x-916 (E) x--388 
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o resolva a equação -Zx+ 32x -6)=-7 9x — 


A) 517º (BA (GI (D)-35  (p)9 


ver a equação 4x — 2(L + x)=3(2x+ 1)- 5 


Resol 
ai (B) O (C) 1 (D) 2 (E) 4 


(4)? 
ã 4 ] 
E49) Resolva a equação em x: x— f? = E +] E - ” 


px=6009  (Bx=-G019  (Cjx=-127  (Djx=-620 


x—1 
E43) Calcule xem: d= 4a 
I+3a 1+3a 
(A) x=1+3a+ 2ax (B) dE (C) E 
l+3a —-|l-3a 
= E = 
id oa 


E44) Suponha que x e y são números reais positivos e que: 


xy = 19 
x(y+1) = 7/9 
y(x + 1) 5/18 


Qual é o valor de (x+1)(y+1)? 
E45) Resolver 


x 2x-1 ii. 
4 3 6 


E46) Resolver x+3, xtá, EG 


5 2 
F47 É dir 
did x+3 x+41 2x+6 2x+2 


48) Resolver 


X 
E49) Resolver 2. (—1) 


==X 
2 


«vel : ão: 
minar os denominadores, 


Exemplo: 


Resolva a equação 


yid 
Note que existe : o Мм!!! 
que existem Incógnltas no denominador, portanto trata-se de uma equação | 


qu 
" im | 

l ale pe 
Inicialmente verlficamos ан restrições noy denomlnadores, ou поја, он denominado 
ser diferentes de zero; ” дэ 


х-1909х/| 
x-22023 хўл 


4 
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Portanto, X ий e x É 2. Isto significa que depois de encontrada a solucáo, teremos que 
eliminar soluções que eventualmente recaiam nesta restric 


ão. 


Equações fracionárias nem sempre recaem em equaçõe 


саа 8 do primeiro grau, podem recair ет 
equagóes mais comp icadas. 


О próximo passo é reduzir todas as fracóes ao mesmo denominador. Isto equivale a operar 


com frações algébricas. Temos que determinar o MMC entre os denominadores para reduzir 
todas as frações a este denominador comum: 


Denominadores: (х ~ 1), (x - 2) e 2 


MMC = 2(x - 1)(x - 2) 


Sendo assim, os denominadores deverão ser multiplicados, respectivamente, por 2(x — 2), 2(x — 
1) e (x= Dix - 2): 


x-2 1 3 


Agora todas as frações estarão com o mesmo denominador, е os numeradores estão 
recalculados, já que foram multiplicados pelos valores que completavam os denominadores 
iguais: 


2(х-2Хх-2) А 2(х-1) 3(х-1Хх-2) 


2(х-1Дх-2) 2(х-1х-2) 2(х-1Хх-2) 


Agora será feita uma operação que só pode ser realizada em equações ou inequações que 
usam o sinal “Z”: a eliminação de denominadores. O conceito básico envolvido é que: 


se XY , então x = y, ou seja, o denominador pode ser eliminado. 
aa 


No caso ficaremos com: 
2x -2Xx-2)4-2(x-1)2 3(x - 1x - 2) 


Uma vez que os denominadores foram eliminados, fica mais fácil prosseguir com a resolugáo 
da equação. Desenvolvendo os produtos, teremos: 


202 —4x+4)4 2(x- 1) 362 - 3x2) 
2x! -8x --842x -2 23x? -9x 6 


=x +3x=0 


Observe que esta não é uma equação do primeiro grau, entretanto podemos resolvé-la através 
de fatoração. Fatorando a equação (que na verdade é do segundo grau), temos: 


x -x+3)=0 


Ї 


kh. 
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СЕД Саа ье 

Рага que um produto de dois fatores seja igual a zero, basta que um dos fatores веја Zer 
: A 2010, ( 

seja: 3 jj 


x=00u 
-x+3=0 


Entáo a solugáo ё x=0 ou x--3. 

Temos que a seguir aplicar a restrição, ou seja, eliminar os valores que anulam 2 
denominadores. Verificamos previamente que esta restrição resulta em х#1 e xf2, portant, 
permanecem válidas as soluções x=0 e x--3. 


Resposta: S - (0, -3) 


Observe que uma equacáo fracionária pode recair em alguns casos, em uma equação que não 
seja do primeiro grau, como ocorreu nesse caso. 


Exemplo: 
a+b a-b, 2a _4a 
x x a-b х 


O fato de existirem denominadores nào é suficiente para caracterizar uma equagáo fracionáría, 
Equações fracionárias são aquelas que possuem incógnita no denominador. Convencionase 
usar х, у OU 7, caso não seja indicada qual letra é a incógnita. Neste exemplo temos a letra х 
no denominador, portanto trata-se de uma equação fracionária. A restrição no caso é x). 
Observe ainda que temos um temo (a – b) no denominador. Devemos então prestar atenção 
em qualquer passagem que resulte em a=b. Tal passagem ou resultado não será válido, pois 
anularia este denominador. 


Antes de reduzir as frações ao mesmo denominador, observamos que é possível antes fazer 
uma simplificação. As duas primeiras frações somadas (podem ser diretamente somadas pois 
possuem o mesmo denominador, x) resultam em 2a/x, já que b será cancelado. A expressão 
fica reduzida a: 


2a 2a 4a 


— + = — 


x a-b х 


: A : : х r 
Considerando que o parâmetro а seja diferente de zero, podemos dividir a expressão toda po 
Za, ficando com: 

1 1 2 

— + — = — 

x a-b 
Эн inador. 0 
Agora com a expressão mais simples, vamos reduzir as frações ao mesmo denominado 


MMC € x(a ~ b): 


1 1 2 
———— + E NN 
2 edi) a=b/ Y ЁН 


> 
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a-b V | Ха: b) . aii > s 


das b) š xla = h) Е x(a - b) 


pliminando Os denominadores: 


а= ВАХ = Aa — b) 
x 2a-b 


Deve ser usada a restrição X70, ou seja, devemos ter ая, 


Exercícios 
E20) Resolva as equações 
5 2 1 1-х bra ! 
Тр-ш- f) — L —— ed 
x x 3 Lex х е? 
p X-lx-4 8 2х 5-х 3х 
x-4 x-6 х-1-х7-1 xl 
2 
gl Za. v (1-8) -21-2|н 
х-| x-2 3-x b x) a х 
931452 2 01. AE, 
x -] х-1 х41 4-2х х - 2х 
2Х-1 x«l 
X (s= ) —=-— = 
e) 2 (x ) 2 x-3 x43 
y > 
2 


Equacáo modular 


Sabemos que o módulo de um número real nada mais ё que este número sem o seu sinal. Por 

exemplo, |-5| = 5, e 13] = 3, [0| = 0. Do ponto de vista algébrico, pode ser um pouco mais 

complicado, pois podemos ter que decidir como tratar um módulo, sem saber se o número no 
, “ ^ 


seu interior é positivo ou negativo. 


Exemplo: Resolver 
Ix -5| =3 


N ' "Cs: de ser 3 ou pode ser -3, Temos 
Seo módulo de uma expressão vale 3, então essa exp! essão po б Ї 


então que abrir em dois casos: 


Caso A) 
Х-5-3 
x=3+5 
х= 8, 


or ilo vale —3: 
А outra solução ё quando а expressão no interlor do módul 


= A 
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x-5=-3 
x=5-3 
x=2 


A rigor, uma equacáo com módulo não é uma equação do primeiro grau, já que p 
tratamento especial, de abrir em dois casos. Entretanto, uma vez tratado o módulo 
modular pode recair em uma ou mais equações do 1° grau. А rigor também, as eq 
módulo são matéria do ensino médio, mas aparecerão algumas ao longo deste livro, 


Exercícios de revisão 


Е21) Resolver as equações 
а) 4х+6=х+9 
0) 3х +4=х+ 10 
с) 3х = 2x +5 
d)3x=x+8 
е) 3x + 10 2 x + 20 


E22) Resolver as equações 
a) 8x - (x * 2) 2 47 
b) 4(1 + х) + 3(2 + x) = 17 
c) 33x - 70 = 3x + 20 
d) 2(3x — 25) = 10 
e) 2(x + 5) + 5(x— 4) = 32 


E23) Resolver as equações 


а) x2+x-2+x2+2x-3=2x?-7x-1 


b) 10x — (x — 5) = 2x + 47 


c) 7x -5- (6 8x) +2 = 3x - 7 + 106 


d) 6x + 3 - (3x + 2) = (2x 1) + 9 


e) 3( + 10) + 4(x + 20) + 5x - 170 = 15 3x 


E24) Resolver as equacóes 
1 2 1 


B) nl =>. e 


x+7 xl x+3 


dpl 


ol х-1 


e) 3(х41)-:(845)-1 


E25) Resolver as equacóes 
а) 27 + 3х = 9x - 27 
b) 9х + 15 - 3x = 100 – 12x - 31 


f) 8x + 7 = 4x + 27 
g) 3(x - 2) = 2(x - 3) 
h)7x- 19 = 5x * 7 
i)5(x-2)2 3x + 4 
j) 3(x - 2) = 2(x- 1) 


f) (2-9) – (x? - 16) * x 10 
g)x2-2x-3=x2-3x+1 
h)4-5x-(1-8x) = 63-x 
i)5(2- х)+ 7x - 122 x * 3 
j) 2x- (3 + 4x-3x + 5) = 4 


O ALGER 
RI 
Caso B) STA 


Tecisa deste 
> À Equação 
Uações Com 


k) 2x + 3 = 16 – (2x - 3) 
1) 3(x - 2) = 50 - (2x — 9) 
m) 2x — 22 = 108 — 2x 
n) 7x 70 = 5x - 20 

0) 19x - 3 = 2(x + 7) 


к) Зх - (x + 10) - (x -3) = 14 -x 
1) 3(х– 2) + 2(x -3) +x-4=3x+5 
M)x+1+x+2+x+4=3x+5 
п) (2x - 5) - (x - 4) + (x-3)=x-4 
о) х2 + 8х - (x? -x-2) = 5(x+3)+3 


f) 20 - x + 4(x - 1) - (x - 2) = 30 


g) 5x + 3 - (2x 2) + (1 - x) = 6.(9-x) 


h) (2x — a) + (x - 2а) = За 


i) (X*a-*b)*(x*a-b)z2b 


f 60-х 3x-5 3x 


14 7 4 
х-1 x+1 E 
8 18 
4 6 
1 2 3 


|+ =з = 3 MEN 


j 3x*3 2х-3 - 
x-l 2x-1 


6 


j) (x + 1) + (x +2) + (x + 3) + (x + 4) = 50 


=] 3 


4 10 4 


6x-19 2х-1 


т) 


f) 3х + 45 - 17x +8 = 7x 13—54 


g) 28x — 21 + 42 — 28x = 22 — 4X 


p 
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1 -36+7x= “man Es 
с) 13x = 54 + 12x 18x +60 1)3(Х-7) s 2t 4 1)- 10 
0) 15x * 18- 8x79 + 7x 23920 ) (x - 13) - 1952 T y 
p) 21x -42+ 5x- 15= 11 68 +4x Ve A 


J) (x = 7) - 14 = 5(9x 8) 12x 45 


E26) Resolver as equacóes 
а) 13x - 8(2x - 1) + 7 = 17x + 5(2 - x) -14x -4 
b) 12x + 5(3x - 2) + 13 = 8x - 6(3 - 2x) + 11x + 1 
c) 3m - 5(m + 1)= 2(7 m) + 5m - 4(m + 6) - 17 
d) 2p + 5- 4(1- p) = 8(p + 10) – 64 
e) 137 - 8(18 — 7x/9) = 5(x + 3) 


f) Эх ~ 2x/3 = 0x -= 22 

g) X2 = x/7 + x/5 = 78 

h) 13x = 8x/9 + 7x/2 = 15x + 22 

I) (x+ 5)(x + 3) = (x = 1)(х + 12) 
J) x - 2/3 - 8 + 4x/5 = 3 + 17x/15 


OBS.: (e): Muitas vezes a redução para o mesmo denominador resulta em multos cálculos, Nada Impede 
que mudemos a ordem de ехесисйо das operações, visando reduzir os cálculos, desde que sejam 
obedecidas as propriedades matemáticas, Na questio (e), o caminho com menos cálculos consiste em 
manter а fracáo 7x/9, que se transforma em 56x/9, sem alterar os denominadores, e fazer todos os 
cálculos com os termos inteiros, para só no final tratar a questão do denominador, 


E27) Resolver as equações 


a) (a—xXb +x)= a? — x? x+b 
) x-b _3x-5b 
px b 
x-b 
2 2 2 
y б-а) -(к-5) = zab=20 9) (х- аХх-5)- b(a -b)s х? + ай 
a+b 
qu bx 1 1 »26-2) 1-2) 
b a b a b x) а 
^+а x-b 2b p ex 
b a a b h 
gu+b bx-a a b y ZË „-4Ма+®) 
b a b a a-b х 
E28) Resolver a equação 
53 4 1 1 
X x42 5 5x 
E29) Resolver a equação em b 
l 1 | 
—+—=-— 
a b с 
E30) Calcule b 
1 
Az bh 
) 1 
24-42 х TE 
(А) — B) —— (C) Ї Л 
2А 2h A+ 
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E31) Resolva a equação A 
5 _ 3 
2x—3 х-5 


(A) x=16 (B) x=33⁄2 (C) x=61/3 (D) x=34 (E) Impossive] 


a+3b ` 27bc _a-3b 
с-а 9с-а! Зс+а 


E32) Calcule a em 


, sendo a, b e c positivos, 


3bc 


A 
e) 2b 4 2c 


в) ^. (суо DZ Бїс 
b+c b+c 


E33) Seja —3x+a = |. Encontre o valor de a que torna a equação indefinida. 
+1 
(A) IA (В) 54  (O-1 (0)34 (E) -1⁄4 
d 
E34) Dado que Á = b—+ e, resolva para d. 
š C 


(А) 4-с4-фе  (Bd-cA-ce-b (С) а= сА — ce 


(D) a= (E) d = bcA — bce 


E35) Calcule x em 92-* = 27x*2, 


18 12 


x-2 x42 
(4)2  (B-2  (C)-10 (р) 


E36) Calcule x: 


x+l х-1 3 
242 m 
x —4 х+х-2 х-2 


E37) Calcule x: 


(A) 1 (В) Impossível (С) 5 ou 1 (р) 5 


E38) Calculer na equação А = f: = "в 
Foy 


a (В) 20778 cç 1 p2 


Œ) ond 
4-тпВ y YA + mnB) A+mnB Ay 


E39) Calcule x em 3[ -3x + 4 -7(x + 1] = 2x +5 
(A)x-9/6 (B)x=-7/16  (C)x-—144 (D) x=-9/16 (E) x--388 
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27 resolva a equação -2x + 8(-2х-6) =-7 -9x | 


(^ a (BA (С) 11  (D)-35 (Eg 


ver a equação 4x — 2(1 + х) =3(2х + 1) - 5 


Resol 
Ji (B) 0 (C) 1 (D) 2 (E) 4 


А) 2 
4 4 | 
£42) Resolva a equação em x: x— {2 _ E 2 " 


px=6009 (0) х= 6019 (C)x=-127  (ррх--609 


x-1 
E43) Calcule xem: а= 2243 
1+3a 1+ За 
(А) х=1+3а+ 2ах (В) eai pP (C) х 
1+3a -1-3а 
= Е = 
ОЕ хишиг od 


E44) Suponha que x e y sáo nümeros reais positivos e que: 


xy = 19 
х(у+1) = 7/9 
у(х + 1) 5/18 


Qual é o valor de (х+1)(у+1)? 
ЕА5) Resolver 


х 2х-1 _ x+] 
4 3 6 


E46) Resolver x43 x14, fits 


5 2 
EA7 4 2 2- 
цаа x+3 x+l 2х-6 2x+2 


E48) Resolver 


х 
E49) Resolver 2 > (x-1) 


==X 
2 


«vel z ão: 
E50) Qual o valor de a que torna impossível a equaçã 
“y - 25 = 2a  9ay ? 


fe e IA AS PEST 


(E) Sem solução 


A 
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O ALG 
E51) Para que as equacóes (m - 2)x - (m - 1) = 0 e 2x — 4 = 0 sejam equivalente; хэ I 
eve 


(А) m-2 (В)ш-3 (C)m-4 (Dm-5 (Em-32 Tos top 


E52) Escrevendo-se o algarismo 5 à direita de um certo número, ele fica aum 
unidades. Qual é este nümero? “ЗӨН 248 


E53) Qual equação abaixo é equivalente a 4(2 — 5x) = бх + 3(1 + x) ? 
(А) 29x=5 (B)8x=17 (С)7х-5 (D)l4x=17 (E)23x=5 


E54) Quantas soluções tem a equação |5 + 3x| +2=1? 


E55) Resolver |8x + 4| +3 = 11 
(А) (3, 1) (B)(-12,32) (С) {-3/, 12} (D) (1/2) (Е) Sem solução 


E56) Resolver —* T TN 
(4)2 (B-1 (C! (D)-2 (Е) МКА 


2 1 -2 
+ —- = 
х-1 x41 х-1 


E57) Resolver a equacáo 


E58) Resolver a equação — — хэ! xti х-2, хз. 
6 


5 10 
(A)x-17 (B)x-63 (C)x-28 (D)x=52 (E)x-47 


E59) Resolver para x a equação a'x+4=b” – 4х 


E60) андгай 2 3 LIS il 12 


-3 x43 х?—9 


E61) Calcule а sabendo que | l uod a 


E62) Resolver 


х-2 x+2 x2-4 


3 2 _ x+35 


E63) Resolver 
х-7 x47 x-49 


E64) Resolver 8 Et ЕЗ 3 
x!-4 x-2 x+2 


22-18 
x+3 х2-9 3-х 


E65) Resolver — 


2x  4х-1 
x+3 2х-3 


E66) Resolver —— 
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х+2 


167) Resolver 


| 


1 
E68) Resolver —— -— = 
х-3 


х-3 


” 


<= 


х—3 


+ 


1 
169) Resolver 
E09) x+2 


E70) Resolver 


4x-3 2х- 


__18 
х1-9 


-— m 
х? =x-6 


LLLA 
2x43. Ax? +4х-3 


E71) Encontre x em 3! 377! 236 


E72) Se a=2 e b=3, entáo o 
л) эз (B48 (C)3/4 


número c, tal que 1/c = 1/a + 1/b é: 
(0) 56 (E) 6/5 


E73) Se (2 * 3)? - x = 12, entáo x vale: 
(А) -2 (B-1 (C)1 (D)9 (E)13 


E74) Ache sete números inteiros с 


soma dos últimos trés. 


E75) O valor de x que é solucáo da equacáo (x/3) - 1/4= 2 


onsecutivos tais que a soma dos primeiros quatro seja igual à 


(x - 1) pertence ao intervalo: 


(O«xs1 (B)1<x3S2 (C)3<x<3 (D)3<x<4 


E76) O valor de x 
(А) 15: (В) 1/7. (CU 


que torna verdadeira a igualdade 2x — [x + 27] = (2/3) - x € 


(D) 1/8 
E77) Sendo S = (x € R | 1х + 1) + 1/x - 1) = 0), 


(A) S nào possui elementos 


(B) S possui um único elemento 


(C) S possui dois elementos 


(D) 5 possui mais de dois elementos 


E78) O valor de x que é solucao, 


igual a: 


nos nümeros reais, da equação (1/2) + (1/3) + (1/4) = x/48 é 


()36 (в) 44 (С) 52 (0)60 (E) 68 


E79) A raiz da equação -— ec 


(A)-35 (В) 3/5 (С)-53 (0) 5% 


E80) Se x+3_5=y+1, então 
4 


(4х-6 (B)x-8 (С) 


х=-7 (p) x = -9 


НЭР 
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E81) Se 2x , 15x-1 0 então o valor de 3x + 1 é: 
5 20 3 


(4) 1 (B2 (C)3 (D)4 


E82) 3/5 de um nümero, somados a 1/2 é igual a 2/3 desse mesmo nümero 
que apresenta esse nümero: | 


(AJO (В)1 (С)20/33 (D)33/20 


Indique à Opçã 
0 


(E) 15/2 


E83) Qual é o valor de x na expressáo 1+ 


(^)-34 (B)-28 (C)-12 (D)-32 (Е) -4/3 
E84) Qual é o valor de x que torna a expressáo 0,25-0,4 + 0,75х = 0,5 verdadeira? 
0,2 : | 


(А) 0,25 (B)-0,15 (С)0 (0)-0,5 (Е)-0,25 
ЕВ5) Numa fração, o denominador é 4 unidades maior que o numerador. Se 24 é adicionado 


ao numerador, a fração resultante será igual ao inverso da fração original. A fração é: 


(A)5A (B)-72 (JS (D)72 (E) 15 


CONTINUA NO VOLUME 2: 39 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Exemplo: =» 
ЕВб) СМ 2005 - Em quantos meses, no mínimo, um capital aplicado segundo a taxa simples de 
0,7% ao mês produz um montante que supera o dobro do seu valor? 


(А) 140 (В) 141 (С) 142 (0) 143 (E) 144 


Respostas dos ехегсісіоѕ 


El) 


E2) 


ЕЗ) 


F4) 


E5) 


a)x=2 
b)x=4 


a)x=7 
b)x=3 


а)х=4 
b)x=5 
c) x = -2 


a) x = 10 
b)x--2 
c) x = 1/2 


a) Indeterminado 
b)a-6 
c) x = 10 


c)x=3 
d)x=2 


c)y=9 
d)a=6 


d)x=4 
e)x=1 
fx=- 


d)x=6 
e) x = 5/7 
f)x=-6 


d) x = 159/10 
e)x=7 
f x= 23 


e) x - 20 
x25 


е)х= 27 
f) х= 36/7 


g)x=-5 
h) x= -12 
)x=0 


0)Х5-11/3 
h) а= 25/8 
i) m = 3/4 


g)x--1 
h)xz2 
)x=3 


0) x = 10 
h)x=5 


g)x=2 
h)x=5 


ђх=-5 
k)x=-2 
)х=4 


j) y = 1/19 
к) х = 49/2 
)x=3 


ђх=1 
k)x=3 
)x=3 
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са pít 
89 а)х= 15 кай 9) x= 44/13 йх=0 т)х--4 
p) x= 1/2 e) E. E hx=0 K)x=-37/13 п) Indeterminado 
)х=-52 х= )x=217 )x=13/111 o)x= 12 
gy 9v? 6) x = -60 e)x=14/3 g) x= 119/17 )х=5 
b) x = 36 d) x = 224/13 f) x= 30 h) х = 4/3 jx=5 
a) Impossível d)x=5 9) Impossível j) Indeterminada т) т=0 
b) Indeterminada e) Indeterminada h) Indeterminada К)х=9 n) Indeterminada 
c) Impossível f) Indeterminada i)x=0 1) Impossível o) Indeterminada 
E9) 3a - b=46 E10) Infinitas E11) Nenhuma E12) až1 Е13) К-1 
E4ja-95 4 El)m--1  Е16)К-1 E17) aéb E18) x = 17 
E19) a)x*2 d)x #2 0) m # 1/3, p qualquer j)x#0 
b)x-1 e) m 3⁄4 h) c Z -5/2 e c 5/2 
с)х#4 f) p 1/5, q qualquer  i)x£-2 
(indeterminado também 
é possível) 
E20) а)х-21 d)x--1 9) Impossível* )х=—9/7 
b)x= 10 e)x=-4 h)x=a+b 
c) Impossível fx=1/4 i) Impossivel* 
OBS.: Nas letras (р) e (i), as solugóes encontradas devem ser descartadas porque anulam denominadores. 
E21 а)х-1 e)x=5 )x=7 m) x = 65/2 
b)x=3 fx=5 )х=4 п)х=25 
c)x=5 g)x=0 k)x=4 o)x=1 
d)x=4 h)x=6 )х= 13 
E22) а)х-7 e)x=6 )x=5 m) Impossível 
b)x=1 fx-3 }) х= 12 п)х=0 
с)х=3 g)x=4 k) x = 21/2 o)x=4 
d)x=10 һ)х= 15 )х=7 
E23) а)х-25 с)х=9 е)х=5 9)x=6 )x-b-a 
b)x=6 d)x=7 px=6 h) x= 2a йх=10 
E24) а)х=-4 е)х=2 )х=-2 т) x 5/2 
b)x=1 px=4 jx = 3/7 n) x = 3/2 
c)x= 4 g)x= 17 k) x=-11 0)х= 11 
d) Impossível һ)х= 12 )х-73 
E25) a)x=9 c)x=10 e)x=0 g)x= 1/4 )x=6 
b)x=3 d)x=1 fx=-2 h)x=7 j) = -185/9 
E26) а)х-9 c)m=22 е)х= 18 0) x = 140 )х-217 
b)x=5 d) p = -15/2 fx-6 h) x = 36 j) Impossível 
E27 a)x=aoua=b c) x = 1/(a + b) e)x=(a-b)(a+b) g)x=b%atb? i) x = bh/(h + b) 
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bx-(a-by2 d)x=-(a+b) — fx-3b h)x=a+b 
OBS.: As equacóes fracionárias tém como restrição a de que os denominadores não pode " 

está implícito nas equações. Se uma equação original tem denominador а- b, então a _ bra Cro. ly 
zero. Isto não está claro, alguns professores exigem que O aluno explicite isto, outros considera Ode ser 
implícito. Por via das dúvidas, em provas objetivas, é bom checar essas condições, sen do ied e ei 
vezes, a banca esquece de considerá-las. Bum 


E28) x = 8 ou x = -6 (Esta é uma equação do 2? grau, cap. 13) 


E29) b = ac/(a - c) E30) (D) E31) (D) E32) (B) 
E33) (D) E34) (C) E35) х= -9/5 ЕЗ6) (C) ЕЗ7) (0) 
E38) (D) E39) (B) F40) (C) E41) (B) Е42) (A) 
E43) (B) E44) 35/18 E45)x=1/4  E46)x=11 E47) x - 1 
E48) x = 13/111 E49)x--4 Е50)а=2 E51) (B) E52) 27 
E53) (A) 


E54) Nenhuma, pois o módulo é sempre positivo ou zero, que somado com 2, nunca poderá 
ser -1. 


E55) (C) E56) Impossível - (E) 

E57) Impossível pois a solução x = -1 anula um denominador 
E58) (E) E59) x = (b? - 4)/(a? + 4) 

E60) Impossível (a solução x=3 anula denominadores) 

E61) a = Ya E62) х= 5 E63) Indeterminado 


E64) x = 3 E65)x--17/2 E66) х= 317 E67) x = -6 
E68) Impossível. A solução provisória encontrada, x=3, anula denominadores 


E69) x = 2/3 E70) x = -1/2 ou x = -3/2 


E71) x -3 E72) (E) E73) (E) E74) 9, 10, 11, 12, 13, 14 19 
E75) (B) E76) (D) E77) (B) E78) (C) 
E79) (C) E80) (C) E81) (B) E82) (E) 
ЕВЗ) (E) ЕВА) х= jj — E85) (E) E86 (D) 
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Capítulo 9 


Sistemas de equacóes do 
primeiro grau 


Uma incógnita, duas incógnitas, trés incógnitas... 


As equações são ferramentas para resolver problemas. Muitas vezes devemos apenas resolver 
equações, outras vezes é dado um problema, para o qual devemos escrever as equações para 
resolvé-lo. 


Exemplo 1: 
Resolver a equação: 


x | x 
=+-x—+20=x 
2 3 2 


Solução: 


x х 
=+>+20= 
26 0-х 


3х+х+120 =бх 
120 = 2х 
х 60 


Resposta: 60 


Exemplo 2: 
Um automóvel percorreu metade de um trajeto e parou para abastecer. À seguir percorreu 1/3 


do restante e fez uma outra parada. Percorreu mais 20 km e chegou ao destino final. Qual é a 


distáncia total percorrida? 


Solução: 

Muitos problemas na matemática são apresentados dessa forma. É dada uma situação, muitas 
Vezes real, e pede-se que seja calculado um determinado valor. O aluno precisa ter a 
habilidade em escrever a formulação matemática (uma equação, por exemplo) a partir da 
história contada”, 


~ A 
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O nümero d hecid em geral é a solução do proble ë 2 А СЕВЕ 
esconhecido, que em g a çi p ma, é normale. Sh 


X ou outra incógnita. As informações do problema permitem chegar á e i te Чал 
Neste exemplo, chamemos de x o tamanho total do trajeto. Devemos aipin Cca de 
Газ inform a 

0 ` 


dadas pelo problema, em função de x, para chegar à equação que resolve o Problem, ША 


О automóvel fez o percurso total em trés etapas, realizando duas paradas 


percurso total de x e vamos calcular a medida dessas três etapas, em função des Chamemo, à 


Percurso total: x 


15 etapa: х/2 (restam x/2) 
23 etapa: 1/3 do restante = (1/3) . (х/2) 
3* etapa: 20 


A soma desses trés percursos é igual ao percurso total, ou seja, x. Daí montamos a equaçã 
ção; 


2+%4+20=x 
2 6 


Resolvendo a equação encontramos х = 60 km. 


Um problema cuja solução é obtida a partir de uma equação do 1º grau é chamado problema 
do 1? grau. Esse tipo de problema será estudado no capítulo 10. 


Existem problemas que apresentam mais de um valor desconhecido, por isso recaem em 
cálculos que envolvem mais de uma incógnita. 


Método da substituição 


resente capítulo estudaremos os sistemas de equações do primeiro grau, que 540 


Мор 
gnitas. Os sistemas no 


conjuntos com duas ou mais equações, e com duas ou mais incó 
permitiráo resolver problemas mais avancados. 


Exemplo: dades será 


Joáo tem o dobro da idade de seu irmáo Pedro. Daqui a 10 anos, 
50 anos. Quais sáo as idades atuais dos dois irmáos? 


a soma das suas i 


Solugáo: 
O problema exige a determinacáo de dois valores desconhecidos, 


irmáos. É natural portanto que usemos essas duas idades como 
Precisamos portanto conseguir duas equações a partir das informações 


que são as idades dos Е 
incógnitas do proble 
do problema: 


Idades: х (idade de João) e y (idade de Pedro) P 
ага 

"EP enas P 
1? informagáo: x é o dobro de y, ou seja, x = 2y. Note que esta equação € n elas. 
dia atual, já que as idades mudam com passar do tempo e muda a proporção 5 
23 informacáo: dentro de 10 anos, os dois juntos somaráo 50 anos. E 

E pr 

z^ óbvia. 

A 2% informacáo nos levará à segunda equagáo, porém náo de forma tão O 
analisar a informação para chegar à equação. As idades dos irmãos são: 


Ноје: x e y 
Dentro de 10 anos: x * 10 e y * 10. 
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capítulo 9 - Sistemas de equações do primeiro grau - 
Obviamente, ambos estarão 10 anos mais velhos. - | 35 
goma das idades em 10 anos: x + 10 = y + 10 
o problema diz que a soma das idades será 50 anos, dentro de 10 anos. Então temos: 
їе Уу” 10 = 50 

x + y = 30 


Os valores X € y encontrados são as idades atuais. 


Aí está nossa segunda equação. Podemos assim armar o sistema: 


x=2y 
| х+у=30 


Este é o sistema de duas equações do primeiro grau que resolve o problema. Neste capítulo 
faremos apenas a resolução de sistemas dados. No capitulo 10 faremos o serviço completo, ou 
seja, dado um problema, montaremos as equações necessárias para chegar à sua solução, 


Usaremos aqui o método da substituição para resolver este sistema. Consiste em calcular o 
valor de uma incógnita em função da outra, em uma equação, e substituiremos esta expressão 
na segunda. Desta forma a segunda equação terá apenas uma incógnita, que poderá ser 
facilmente determinada. No caso: 


x 7 2y substituir x por 2у na segunda equação 

2y +y = 30 > Зу = 30 Э y = 10 

Uma vez conhecendo o valor de y, fazemos x = 2y na primeira equacáo. 
х= 2y = 2.10 = 20 

Solugáo da equagáo: x = 20, y = 10 

Dada a solução da equação, chegamos à solução do problema: 


João hoje tem 20 anos e Pedro tem 10 anos. 


Ё importante observar que x e y náo sáo as idades de João e Pedro, mas sim, as idades de 
João e Pedro hoje. 


Ё conveniente usar o resultado encontrado e substituir no enunciado para verificar se está 
Correto 


João tem (20) o dobro da idade de seu irmão Pedro (10). Daqui a 10 anos (20+10 = 30 e 10+10 
20), a soma das suas idades (30 +20) será 50 anos (OK!). 


m como obter a solução do problema a partir da 


* COnveniente fazer essa checagem, be н | 
a do problema pode ser uma armadilha para 


50 x К 

q agan do sistema. Algumas vezes a pergunt ae 
straí SS So 
traídos”, como “Quantos anos tinha João quando Pedro nasceu: 


ь- 4 
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Exercícios I 


E1) Resolva os seguintes sistemas pelo método da substituição. 
= +5y=3 k) 6 
a) 3x+y=40 f {5 Ё X- 19. 
2x - y = 10 3x+2y=-4 8х- A Ёс 
5) 5x — Зу = 20 y а 8. ' {жэ 
9x + 5y = 39 4х-7у=-9 8x- Буз] 
с) бх + З5у = 76 h) 8x - y = 43 m) MARE: 
8x - 21у = -34 7x + 2y = 26 7х + dy = 99 
d) 5x + 4у = 14 i) 5x — 4y = 10 n) lix- бу») 
17x - 3y = 31 7х + Зу = 14 Ax + 5y=- 
e) 2x – Зу = -6 j) x + 21у = 20 0) x+8y=0 
5x + 2y = 23 2x + 27у = 25 7x-3y=0 


Método da adição 


Este método de resolução de sistemas do primeiro grau consiste em somar, ou subtrair as 
equações, de tal forma que resulte uma equação com apenas uma variável. 


Exemplo: 
х+у= 14 
{ x-y=4 
Se adicionarmos as duas equações, membro a membro, ficaremos com uma equação com 
apenas a variável x: 
х+у+х-у=14+4 


9х = 18 
х= 9 


Uma vez determinado o valor de x, podemos usá-lo em qualquer uma das equações ong 
para determinar y. Usando a primeira equagáo ficamos com: 


9+y=14 
y=14-9-5 


Resposta:x=9ey=5 


Exemplo: 
5x +у= 1] (I) 
3x+y=9 (1) 


"T: 
0 
Jae mw 3 : паб 
Nesse caso é mais fácil subtrair as equacóes, o que resultará em uma nova ё 
, с 


variável y eliminada. Fazendo entáo (1) - (П) ficamos com: 


эх *ty-3x-y^711-9 
2x = 2 
х=] 
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S 337 


саре inr 
uindo o valor de x na primeir 

eira equaçã 

quacao: 


Resposta: X =1ey=6 


zes as equações envolvi 
y ` n rol idas a 
as não possuem um tem 
10 que pos 
Sa Ser can 
celado. 


Al mas Ve 
ão multiplicar um: 
1 das nr? 
a das equacóes para permiti 
го cancel 
amento. 


pevemos ent 


Exemplo: 
5х+2у=23 D 


| хуул (0 (m 


Podemos eliminar a incógnita 

е a y, multiplicando : 
sx + ду - (4x + 2y) == 23 — 20 plicando a equação (II) por : 

ved (II) por 2e fazendo (1) - (II). 


substituindo o valor d 
e x na equaçã 
a equação (II) - este caminho resultará em nú 
{ meros menores - 


ficamos com: 


23*y = 10 
= 4 


Resposta: х = Зеу = 4. 


Exercícios 
E2) Resolva usando adigáo 
a f 4x*2y-0 f 
9x + dy = 24 к) р 9х+бу= 
4х + 9у = 28 { 4х-12у=8 { e cod 
b) 9х-5у= 
y -22 g r—x+4y= 4 ) 
A -7x + 5y = 
9x + 5y = 122 | iox-8y=-8 { ж-зу-1 
C 
22 n r 5x+10y=20 m f -8x-8y--8 
-х+4у=-17 | s= | лох +9у=1 
d ‹ 
) | p r —x-3y=12 n f 9y=7-x 
5x + 2y = -28 { -6x - 5y = —0() { -18у * 4x = -26 
e : 
| { кем, ДӨ ) 9x - 2y = -18 o (-x*y--10 
-бх+у= 4 | sx-7y=-10 { ox -y=-2 


as equações, em 


Método da comparacáo 


Ne 
ste mé 
et x 
unção o de resolução, calculamos 9 va 
outra incógnita. A seguir igualamos € 


Jor de uma incógnita em ambas 


5409 dois valores. 
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O ALGER 
Exemplo: уу 
5x + y =11 (Т) 


3x+y=9 (II) 


Neste exemplo, para evitar fracóes, fica mais fácil calcular o valor de y пад duas Чи 
бе, 


0 Э у=11-5х 
(I 9 y=9-3x 


Igualando esses dois valores de y, ficamos com uma equacáo em x: 


11-5x29-3x 
2-2х 

x=1 
y=11-5x=6 


Resposta: x=1e y=6 


Exercícios 


ЕЗ) Resolva os sistemas por comparação 


8) 5x — 5y = -15 f) -6x + 4y = 12 k) 8х + 7y =-24 
1-1 yos бх + Зу = -18 
b) -3x + Зу = -12 g) -9x — 5y = -19 |) -7x + 10y =2 
prete Зх - 7y = -11 4x + 9y = 43 
C) -10х-5у-0 h) -5x + dy = 4 m) 2x - 4y - -18 
{ -10x - 10y = -30 { —7x — 10y = -10 1 + 4y/3 + 7x/3=2 
d) -5x + бу = -17 ) 3x + 7y = -8 n) -6 - 42y = -12x 
peres 4х + бу = -4 [pomposo 
e) x+3y=-1 j) -4x —5y = 12 0) бх + 3y = 12 
10x + бу = -10 Bravas | вх-зу=0 
E4) Resolva os sistemas por qualquer um dos métodos ensinados 
a) Зх + 2y = 22 f) x + 3y - -12 k) 5х +3y=2 
{ х+зу-29 Зх+у= 4 Зх + 5у = 3 
5) 11x-27y = -103 9) -x + 9y = 46 ) 5x + 3у = 3 
9x - 2у = -24 7x + 9y = -34 [x 
c) 2x + бу = -20 h) 7x + 9y = 52 m) -2x - 5y E 
5x + 3y = -14 13x + 2y = 23 Le» 
d) -x + 8y = 14 i) х-у-6 n) y 
7x + Ву = 30 Зх + y = 33 Ax + 15y ° 
e) í 2y *8x-9 j) -х-4у-18 0) АН 
6y - 4x = 13 2x — 5y=29 Зх + y 
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Еб) Res 
a) 9x+8y=9 
f х+зу=3 


b) 35x - 34y = -33 
34x — 35y = -36 
c) Зх + 4у = 2 
3x + 4y = -6 
d) 5х + Зу = 4 
Зх + 5y = -4 
e) p5x-y=4 
2x + 3y = 22 


O sistema fracionário é aquele que te 
nárias, usando a r 
r um outro tipo 


equacóes como fracio 


Ап š ; 
s ч dessas, é preciso conhece 
ү д д 
olver frações, estas não apresen 


olver por qualquer dos métodos 


_ sistemas de equa б imei 
sistemas de equações do primeiro grau 
juer dos métodos ensinados 


339 


f) 127 
x-y--l k) y =-12+ 3x 
2x — 4y = -2 
0) 7x + 5y = 18 | 
5х-7у=34 ) £ = Z; 
x/y = 1⁄2 
4x + 6y = -18 [boe 
) 4x + 15у = —72 
| 2х +у= 13 2 
| k-yes n) f 5x*3y-18 
5x - Зу = 12 
) 3x - 5y = -36 б 
2 ) 7x - 2y = 16 
2x -3y = -22 3x+y= 5 
ensinados 
7 pa s k) f 10x*2y-3 
8x-7y=-439 Í s 3-0 
g) 1-2 ) x+2y=1 
-y = 2x/5 - 6 5x- 2y = -11 
h) Зх + 4y = 18 m) 5х+у=5 
2х-7у=-17 6x+y=0 
[xo s 
j) y + 4x = 16 o) 3x + 4y = 10 
9x + 5y = -10 9-6х-3у 
denominador. Devemos resolver as 


m incógnitas по 
estrição de que ne 
de sistema 
tas nos deno 


que é 


tam incógni 


consi А ПЕРУ 
iderados como sistemas fracionários. 


E 
7) Resolver os sistemas abaixo 


a) Зх -4y = 3 
2х - 5у= 2 
b) 2x + Бу = 1 
3х-бу=2 


5х-8у-3 
2x € 7y = 4 


С) ( 
% [о 
х-Зу=4 


еп 


Cas 
0 exi 
stam А | 
| Ошїладо denominadores numéricos en 
res e escrever cada equação n2 


e) 7x – 5у = 2 
[5972 

f) Зх + 4y 2 ) 
[5975 
g) 9x toy ^9 
Ax + 10y = 3 
h) 7x + Зу = 5 
Ох -5y = 7 


tre as equações, éc 
forma mais simples, ? 


minadores, 


onveniente primei 
o estilo ах + by = c. 


pode ser Zero. 
esar de 


Ax - 7y = 9 
Зх + 5y = 13 


(уух + (4/8)y = 1/6 
(ух  (2/5)y = 1⁄4 


( 


ro eliminar OS 
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340 
q) 2х Sy 1 
3-4 л 
Tx зу. M 
0 3 3 
b) 7х бу... 152 
6 7 2| 
Ax 2/223 
4 3 
9 f rty ag 
2 3 
Ry Xey 
3 4 
d) 8х-5у lly-4x 
— ái ДЕ + ————= 
7 3 
15х-12) 2x-y_ 
4 
е) 2х+у 7х-5у 5 
4 20 - 
x => 3y „104 -0 
5 7 35 


) 

9) 

h) 
14 É 
29 

) 


Método dos determinantes 


Нь. 


бхз 2 
E j 
dp=5% | 
S 30 


“ua 
15у-3х " ТУу-Эх _ 88 
7 5 35 
2х-3_у-8_у+3 | 
4 5 4 5 
2412 7 
3 11 33 
х-2у хє3у 17 
6 4 r 
2x-y Зх+у 5у 10 
é 4 4 3 
JS же 1 
a+b a-b a-b 
x y l 


a+b ab a+b 


Dos métodos ensinados (adição, comparação e substituição), podemos considerar este método 


como o que resulta em menos cálculos para resolver um sistema. Este método é usado apenas 
para sistemas lineares, ou seja, na forma abaixo: 


Ах + Ву= C 
A'x + B'y = C 


Os números A, B, C, АГ, B’ e С’ 


2х + Зу = 5 
7х-у=4 


Temos A72,B-3, C25, A =7 p = 


Esse método req 


uer o cálculo de trés determi los de 
nz D ama 
bn cata pa antes de ordem 2x2, vamos ch 


são os coeficientes da equação. Por exemplo, no sistema 


-16С-4 


b, dx 
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x - Sistemas de e © imai b 
capitulo Э — 2 Samas се equações do primeiro grau 4,4, 
A B AB'-BA' 


) sis { ë 
Q determinante ас inda (A) é formado por quatro números, que sáo os coeficientes de x e 
mel ла segun б imeira li j | 222223 
, na primeira 5 ni й : ui es сид A primeira linha usa os coeficientes de x e y da primeira 
2 9 : : A : 2 2 q 
equação (А е В) ег "gun a inha usa os coeficientes de x e y da segunda equação (АГ e B' 
Para calcular o valor numérico deste dete i а 


rminante, multiplicamos as ї 
à amos as diagonais e subtraimos a 
primeira da segunda. No sistema do nosso exemplo, temos: си i 


Ou seja, para calcular o determinante do siste 
equagóes, na forma de um dispositiv 
coeficientes da 1º equação, e a linh 
coluna da esquerda deve conte 
coeficientes de y. Cada coisa em 


ma, dispomos os coeficientes de x e y паз 
€ 

оз com 2 linhas e 2 colunas, sendo a linha superior com os 
a inferior com os coeficientes da 2% equacáo, sendo que a 


r OS coeficientes de x e a coluna da direita deve conter os 
seu lugar. 


Agora calculamos os determinantes A, e À, dados por: 


C 
C 


A C 
| d- AC'-CA' 
A 


Ou seja, para formar e calcular o valor do determinante A.. substituimos em , a coluna original 

que tem os coeficientes de x, pela coluna formada por C e C"., então fazemos a “multiplicacio 
VI a? 

cruzada" para calcular seu valor. No determinante À, fazemos a mesma coisa, porém 


colocando C e С? na coluna relativa ao y. Vejamos como 6 fácil fazer isso, usando o sistema do 
nosso exemplo: 


A,= 


Ё = CB'-BC' 
p^ 


2x + dy = 5 
7X -y 54 
2 

А= 


5 
jr --27 
9 método dos determinantes usa esses trës valores para calcular x e y, usando as fórmulas: 
— e 4 
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B 
^ А, Sta 
x хе y=— 


A A 


Isto permite resolver um sistema linear do tipo 2x2 com uma quantidade minima фе. 
multiplicações, 3 subtrações e 2 divisões. Cálculos y 


Exemplo: Resolver o sistema abaixo usando o método dos determinantes. 


0 


4x + 10у = 3 

2 6 
А = -20-24--4 

4 1 

die Э х = 32/4) = -8 
А, = 10 50-18=32 x 32/4) 

2 5 
a-i |=6-20=-14 Э y = -14/32= -7/16 


Resposta: x = -8 e y = -7/16 


Demonstracáo 


Falta mostrar que o método apresentado é algebricamente correto. Para isto, vamos resolvero 
sistema original com coeficientes A, B, C, A”, В! e С” usando o método da adição, já 
apresentado. Teremos que multiplicar a primeira equação por B’ e a segunda equação por B, 
para então subtraí-las: 


Ах + Ву = С 
Ах+Ву= С 
Multiplicando as equações respectivamente por B e B’, e subtraindo-as, ficamos com: 
AB'x + BB'y = СВ 
BA'x + ВВу = BC 
Com a subtração, o termo em “y” cancelará, ficando com: 
AB'x - BA'x = CB’ - BC 
x = (CP' - BC”)/(AB' - BA’) 
note que CB’ - BC’ é A, e АВ” 
x = AJA. 


O mesmo cálculo feito a 
levaria a uma equação que 


y ~ AJA. 
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- BA’ é A. Ficamos então com 


26 
ita >° 
| . u шсб 
partir do sistema original, com a eliminacáo da 
resultaria no valor de y: 


ий k 


capítulo 9 - Sistemas de equações do primeiro grau 343 
2 inantes utili š i ; qu VERE 
cálculo - о. pagos ds BH simples, e pode ser apresentado sem a 
necessidade o a matemática dos determinantes, que ë matéria do 
nsino Ee 
х H = ~ 

cuidado com a "pegadinha" das posicóes trocadas 

algumas vezes uma PE de нэ stema pode ter trocadas as posições de x e y. Por 
exemplo, o у - a 5” ao Ives de “2x + dy = 5", É claro que ambas são 
1 uivalentes devido à propriedade comutativa da adição, mas um aluno distraído pode prestar 


mais atenção nos números que nas letras, e acabar confundindo com “3x + 2y = 5", o que 
estaria errado. Isto é particularmente perigoso quando usamos o método dos determinantes, 
ue visa somente os coeficientes. E bom que você se acostume a prestar atenção nessa ordem 
(ipicamente escreve-se o termo em x antes do termo em y), para náo “cair nessa”. 


colocando em evidéncia 


Uma grande simplificação no cálculo de um determinante é colocar valores em evidéncia. 
Podemos colocar em evidéncia valores dentro de uma linha em dentro de uma coluna. 


Exemplo: 

Colocando em evidéncia valores nas colunas e nas linhas: 
17 18 1 18 1 5 13 

= эх =6x17x =2x6x17 "T E 
34 12 b 12 E и | 2x6x17x(1-3) 


Inicialmente colocamos 17 em evidéncia pois este valor é divisor dos elementos da coluna 1 
(7 e 34) 


A seguir colocamos em evidéncia 6 na segunda coluna. Finalmente na segunda linha pode ser 
colocado 2 em evidéncia. Ficamos entáo com um determinante muito mais simples e que pode 
ser calculado mentalmente (1x1 — 3x1 = -2). Temos ainda a vantagem de obter o determinante 
na forma de um produto, o que facilita simplificações posteriores. 


A demonstração desta propriedade é simples, baseada na propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à adição. Lembre-se que isto pode ser feito apenas com linhas ou 


colunas, mas não com diagonais. 


Exercícios 


E9) Repetir o exercício E7, porém usando na resolu 
comodidade os sistemas foram repetidos abaixo 


ção, o método dos determinantes. Por 


3 [3x-4y-3 e r 7x-5y=2 i) 4x-7y79 
{ 5-5-2 Зх + 4у = 3 шангаа 

b) ү?дхжБу-1 f Зх + 4у = 2 j) | ах by = 14 
dx - 6y =2 Л (1/3)x - (2/5)y = 1⁄4 

0) 5х-8у-3 0) 9x + бу = 5 

ora. ЛЭГ 

d) 2x-y=3 h) 7x + Зу = 5 

рте { өх-5ул? 


4 
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Lembre-se que o método dos determinantes ensinado aqui é apenas para sistemas 249, А 
forma simplificada, com coeficientes A, B e C. O método dos determinante; pois 
€ ser 


generalizado para sistemas com 3 ou mais equações, mas ё preciso aprender a | al 
determinantes 3x3 ou superiores, o que é matéria do ensino médio. Cular 


Sistemas literais 


Sistemas podem apresentar múltiplas letras. Normalmente são usadas letras x е 
qualquer outra letra pode ser usada. Eventualmente letras podem representar в 
numéricos, ou valores conhecidos. Por exemplo, se urn sistema tem duas equacóes e letras à 
y, a e b, tipicamente x e y são as incógnitas, e as demais letras são valores conhecidos, O, 
cálculos devem ser feitos usando as técnicas de operações algébricas ensinadas nos capítulos 
anteriores. 


Exemplo: 
x + y = 3a + 2b 
{ x-y=2a-3b 


São duas equações, e quatro “letras”: x, y, a e b. É de praxe usar as letras x, y, z como 
incógnitas. Nesse caso, devemos calcular x e y, em função de a e b. 


Somando as duas equações ficamos com: 


2x=5a-b 
x = (ba – b)2 


Subtraindo as duas equações originais, ficamos com: 


2y = a + 5b 
y = (a + 5b)/2 


Resposta: x = (5a - b)/2, y = (a + 5b)/2 


Exercícios 
Е10) Resolver os sistemas 
i 2 +ab+b? 00 f xat yh = (a+ bab 
(a+b)x- ay = == 
Re xja уь = (айр 
ax Ha+b)y “(8497 
a—b 
É, b(a+b)x-ab'y=a? g) f 4x-my=m-4 
2 
(ab) +aby == (2m + бх + y -2m * 1 
9 (m п)х - (m — п)у = 4тп h) (a + с)х - by = bc 
* y 
+ =2 xt y-a +Ь 
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capitulo > = = — c 
š x y , 1 ) (a + 2b)x - (a - 2b)y = бас 
en m-n m+n 
m > 4 | (а + 3c)y - (a - 3c)x = 4ab 


П1-- = 


men m-n m-n 


y (ах-фуес D f ap*y)*b(x-y)7c 


d poe a(x - y) + Ых + y) = d 


sistemas com 3 equações e 3 incógnitas 


Certos problemas podem recair em sistemas com 3 equações e 3 incógnitas. Em aplicações 
mais avançadas da matemática, fisica, quimica e engenharia, podem surgir sistemas com um 
gande número de equações e de incógnitas, a ponto de precisarem ser resolvidos por 
computador. Cabe ao aluno saber resolver manualmente, pelo menos os sistemas de 3 
incógnitas. Veremos agora como operar com sistemas do primeiro grau de ordem 3, ou seja, 3 
equações e 3 incógnitas. Esses sistemas podem ser resolvidos de diversas formas, inclusive as 
que apresentamos para os sistemas de segunda ordem. 


Exemplo: 
x-2ytz735 (I) 
эх+у-ш=-1 (1) 
ix + 3у –- 22= 4 (Ш) 
Somando as duas primeiras equacóes, membro a membro, ficamos com: 
-y-i qv) 
Agora vamos também eliminar z, somando a terceira equacáo com o dobro da primeira, 
Ecando com: 
X-4y+922=10 


ix *3y-22- -4 


X-v-6 


(V) 


- duas operações não resolvem o sistema, mas permitem reduzir o sistema de 3 para 2 
“Sgnitas. Ficamos assim com um novo sistema com duas equações em x e y: 


[xy 
5х-у=6 


O £ 

E “sema pode ser resolvido por qualquer um dos métodos. Usemos o método da 
Mparação: 

es equação: y = 3x _ 4 (VI) 
< equação: y = 5x - 6 (VII) 


à... d 
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О 
Igualando (VI) e (VII), temos: 
3x-4=5x-6 
-2x = -2 
x=1 


Substituindo nas demais equações do sistema: 


y=3x-4 
pee 
х-2у+2= 5 
1-21) +2= 5 
2-2 


Resposta: х-1,у--1,2-2 


E conveniente substituir os valores encontrados no sistema original, para conferéncia: 


(1) - 2-1) + (9) =5 OK 
2(1) + (-1) -(2)=-1. ОК 
3()*3(1)-20)--4 OK 


O método geral é transformar o sistema de ordem 3, em um sistema de ordem 2 (duas 
equações e duas incógnitas). Resolve-se o sistema de ordem 2, encontrando duas das 
incógnitas. Finalmente substitui-se os valores das duas incógnitas encontradas em uma da 
equacóes originais para encontrar a terceira incógnita. Neste processo pode ser usada qualquer 


uma das técnicas apresentadas para sistemas de segunda ordem: adição, comparação 01 
substituição. 


Uma técnica que sempre pode ser usada é calcular o valor da 1º incógnita (por exemplo, xn 
1% equacáo e substituir este valor na 9? e na 3º equações. Essas duas últimas equações 
formaram um sistema com 2 equacóes e 2 incógnitas (por exemplo, y e z) e fines 
resolvemos este novo sistema. Conhecendo esas duas incógnitas (y e z), voltamos m 
equação para encontrar x. 


Exercícios 
E11) Resolva os seguintes sistemas 


3) | x+y+z=6 ) f 2x-7y-52=-25 
2x-yt3z-9 5x – Зу + 42 = 14 
Зх + 2y +2 = 10 9x + 5y – 6z = 30 

0) x-y+z=0 0) 5x — Зу + 2z = -19 
2x +у+ 32 = 1 Зх + 7y - 42 = 27 
X-y+2=] 8x - dy - 5z = 4 

o) x-3y+22=3 -3 

h) 4x – Зу + 52 

2x+y-32=-8 Зх +0y-62=5 
ох + 2у + 7z = 5] 7x + 6y -z-8 
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1 Цэс dy = Bem 45 i) 5x + 4y - 7z = 4 
бх + Зу — 3⁄ = 24 3x-y+2z=5 
9x + ду + 3272 lix + 2y - 3z = 12 

o -8x + Зу — 10z = -39 j) Зх -4y + 52- = 6 
бх - 4у + 92 = 41 2х + 7y -z + 2t = 21 
x-2y-32=-5 7х + Зу + 52 - 6t = 4 

2х + бу – 3z + 3t = 17 
E12) Resolver os sistemas 

2) x+y=l f) x + 5y – 7z = 83 
x+z=7 3x + 7y -z = 69 
ytz=-2 9x — 2y + 3z = 50 

b) х-у+2= 9 9) х - 2у + 22 = 11 
Зу = 4х - 18 ax*y-z-12 
4z-15=x+y x + 2y + 3z = 29 

ф ( x+2y+3z=-12 h f 3х-у-525-8 
x-y-52=U 4у-х+227 
Зх + 2у - 2 = 10 5х -у + 32= 5 

d f 1x+1⁄ =a M aues in 
к + 1/2=b id pi Я 
ly + 1⁄2 = c Зх – Зу + 7z = 74 
OBS.: Substituir т=1/х, п=1/у, р=1/2 

е) 3x + 2y = 2 j) Set Aa 
4х - 32 = 5 хезу 
бу + 6z = -4 оо a 


Sistemas fracionários 


Sistemas fracionários são aqueles que possue 
normalmente e no final deve ser feita a restrição 


m incógnitas em denominadores. Resolve-se 
dos denominadores serem diferentes de zero. 


Exemplo: 
3 7 Restrigóes: 
3 = 3y -x # 0 > x # Зу 
yex 3х-у 3x - y # 0 Э y # 3х 
4x — 3 # 0 Э x # 3/4 
115 4y-340 > y # 3⁄4 
4x—3 4у-3 


n - y) = 7(Зу = x) 
X - Зу = 21y - 7x 
16x m 24y 


х = 3y/2 


4 
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9(4y — 3) = 5(4x - 3) ` 
36y - 27 = 20x — 15 

36y — 20x = 12 

36y — 20.(3y/2) = 12 

36y — 30у = 12 

бу-5у=2 

y=2 

x = 3y/2 = 3 


Observamos que esses valores não afetam as restrições. Caso fossem afetados por qual 
uma das restrições, a solução teria que ser eliminada. Quer 
Resposta: x 23, y - 2 


Note que um sistema fracionário é aquele que possui incógnitas em denominadores, Um 
sistema que possui frações porém com denominadores numéricos, ou mesmo literais mas sem 
incógnitas, não é considerado fracionário. A única diferença entre um sistema fracionário eum 
não fracionário é que no caso do fracionário é preciso levar em conta as restrições para que o 


denominador não se anule, ou seja, eliminar as soluções que anulam o denominador. De resto, 
o método se solução é idêntico. 


Exercícios 


E13) Resolva os sistemas 


a) 1 1 20 b) 1 1 
— + — = — — + — = 
х у ху 4х Зу 
FM E 
8 2 y 2x 
с) 5х+7у _ 6 d) 1 А 1 25 
x+y x+2y-3 3x-2y+1 12 
3-2) _, L de. 00 
х-у+2 x+2y-3 3x-2y+1 12 
2543у-2 4 
6 
2 
е) a b c 
—t—---2m 
х у z 
а Ь с 
—+—+-<=п 
х у 2 
a b c 
X у 2 


Pp 
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sistemas possíveis e determinados 
istemas lineares possíveis e determinados (S.P.D) 

ou seja, um único valor de x e um único 
sempre chegaremos a uma resposta do tipo 


349 


Oss 
única, 
sistema, 


sáo aqueles que apresentam uma solugáo 
valor de y. Ao resolvermos este tipo de 
X = valor e y = valor. 


Para que um sistema 2x2 seja possivel e determinado basta que seja atendida a seguinte 
condição: 


Note que 08 sistemas indeterminados também são possíveis, porém apresentam infinitas 
soluções. Os sistemas determinados são possíveis e admitem uma única solução. 


Retas concorrentes 


As equações envolvendo duas incógnitas podem ser representadas por retas no plano xy. Duas 
equações são representadas por duas retas. Quando o sistema é determinado (e 
automaticamente, possível), essas duas retas são concorrentes, ou seja, encontram-se em um 
único ponto, que representa os valores de x e y que formam a solução do sistema. Nesse tipo 


de gráfico, as soluções são pontos (x, y) que estão simultaneamente nas duas retas, ou seja, 
satisfazem a ambas as equações. 


Resolver um sistema de equações nada mais é que encontrar os pontos de interseção dos 
gráficos das suas equações. 


Considere por exemplo o sistema formado 
pelas duas equações, cujos gráficos são 
indicados ao lado: 


y=2x+2 
у=-х+10 


Мао ё necessário tragar os gráficos para 
solucionar o sistema, mas ё interessante 
visualizar a solução como a interseção dos 


gráficos. 


X788 e y = 297, 


Note que as ровїсбев relativas das retas estáo diretamente relacionadas com as soluções do 
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Retas concorrentes: Solucáo ünica A 
Retas paralelas: Sistema impossível 


Retas coincidentes: Sistema indeterminado, infinitas soluções. 


Exemplo: 

Dé o ponto de interseção das retas y + 5х + 24 =D0ey * x t 4-0. 
Solucáo: 

Basta resolver o sistema 

-0х-24--х-4 

5х+24=х+4 

4х =—20 

х=-5 

у=-х-4=-1. 


A solução do sistema é o ponto de interseção das retas. 


Resposta (-5, -1) 


Sistemas impossíveis 


E também usado o termo “equações incompatíveis”, caso em que é impossível encontra 
valores que atendam às equações simultaneamente. Considere um sistema muito parecido com 
aquele usado como exemplo no tópico anterior: 


125223 
2x + 4y - 11 


Este é um sistema impossível (5.1). Note que o primeiro membro da segunda equação 80 
dobro do primeiro membro da primeira (2x + 4y é o dobro de x + 2y). Entretanto, 0 segue 
membro da segunda equação não é o dobro do segundo membro da primeira equação y 
náo é o dobro de 5). Isto é uma contradição que resulta em um sistema impossível. Ne 


exemplo, se subtrairmos da segunda equação, o dobro da primeira, ficaremos com 075 
que é impossível. 


{ -дх-4у--10 
2x + 4y = 11 


0-1 


Chamando de A, B, C, A’, В e C? ов coeficientes das equacóes, na forma: 
Ax + By=C 
Nx + Ву = С? 


O sistema será impossí A 
vel se: 4% _ 
Р (77g É —> Sendo C e С? diferentes de zero: 
A p C' Eu 
, & 
Para C e С’, valores como 1 
impossíveis. 


tam 
«Moro eT qd qualquer outro valor diferente de 1) 


4 
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netas paralelas 


R | 
А8 equações que formam um sistema impossível são representadas por retas paralelas, ou seja, 
não existe um ponto (x, y) que esteja simultaneamente nas duas retas. 


y O fato de termos A/A’ = B/B' implica que as 


retas tenham a mesma inclinação, mas o fato 
deste valor ser diferente de C/C’ implica que 
as retas sejam diferentes, a retas paralelas 


diferentes nào possuem um ponto de 
encontro. 


Sistemas indeterminados 


Um sistema linear com n incógnitas precisa de n equacóes independentes para determinar a 
sua solução. Considere por exemplo o seguinte sistema de 23 ordem: 


Dro 
2x + 4y = 10 


Para encontramos duas incógnitas, precisamos de duas equacóes independentes, ou seja, duas 
informações. Ocorre que neste caso, a segunda equação não traz uma nova informação, pois 
esta nada mais é que a primeira equação escrita de uma outra forma. É óbvio que se x + 2у 
vale 5, entáo o seu dobro, que é 2x + 4y, valerá 10. Portanto a segunda equacáo náo fornece 
uma informacáo nova. A pesar de existirem duas equacóes, a segunda nào conta, pois é na 
verdade uma espécie de “repetição” da segunda. 


Sendo assim, o sistema fica indeterminado, ou seja, não há equações suficientes para 
determinar os valores de x e y- 


Nesse exemplo, o sistema admite infinitas soluções, ou seja, é um sistema possível 
Indeterminado (S.P.I). Podemos citar algumas soluções, como x = 1 e y = 2, ou x = —15 еу = 
10,oux=0e y = 2,5, e ainda infinitas outras. 


Para que um sistema linear 2x2 seja indeterminado, é preciso que uma equação seja múltipla 

ба outra, ou seja, tem que existir um fator k, tal que os termos da segunda sejam iguais a k 

vezes 08 termos da primeira. No nosso exemplo, vemos que os termos da 2º equação são 

iguais ao dobro dos termos correspondentes na primeira, ou seja, k = 2. Também é correto 

i que os termos da primeira são a metade dos termos da segunda, nesse caso, teriamos k = 
) 


y 


Uma ошга forma de definir a condição para que um sistema 2x2 seja indeterminado é a 
Seguinte: chamando de A, B, C, A’, B’ e C os coeficientes das equações, na forma: 


го 
Ах» By 0 


bh. — 4 
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4 — 3 


O sistema зега indeterminado sê: 4 "EC 


para que o sistema seja indeterminado és 


352 A B = С sendo Ce C diferentes de Zero, 


Se C e C' forem iguais à zero, a condição 


y : T 
4. B ‚ Por exemplo considere O sistem 


A B 
xt 2y ын 0 
9x + 4у - 0 
Е istema seja indeterminado é 4 B 
; dição para que O SIS 38 
Como C e C' valem zero, a con io 


Podemos portanto encontrar infinitas soluções, como X = 0ey=0,x=2ey=-l, eto, 
; ЭР” iguais, e os números C e C' devem 

2 valores de A/A e B/B' tém que ser igu AS ыа ser 
iu ou ea ue m valores tais que С/С” seja igual a АГА”-В/В-010, 


Dois exemplos de sistemas indeterminados: 


х+2у=0 
х + 4у = 0 


х + 2у = 4 
[zs 


Essas duas condições são as mesmas que dizer que existe um K real diferente de zero, tai que: 


А-КА,В-КВеС-КС 

, › terão qué 
Nesse caso, se C for zero, obviamente C’ também terá que ser zero, e A, А, B e B terão q 
ser diferentes de zero, caso contrario não teremos equações com duas incógnitas. 


álgebra linear básica, mas não suficiente para discussão dos 
superior. Por isso a discussão de sistemas lineares, nos ensinos fundamental e m tópico 
se a sistemas 2x2. No ensino médio é possível um estudo parcial do assunto, usando ох (елй 
chamado "determinantes". О assunto ё complexo, е ё possivel, por exemplo, 
3x3 forneça uma solução determinada para uma variável e indeterminada para 28 s 


variáveis. Por isso o nosso estudo será restrito aos sistemas 2x2. 


Retas coincidentes 
ida d 
Quando é obedecida a relação A -2 ща significa que а mesma ret2 foi fom? 
Ж B or : 
vezes, a menos por um fator multiplicativo, 
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¡tul 353 
Сар y Sendo assim а segunda reta па 
: > e não traz 
/ informação nova, é a mesma coisa que 
fomecer uma ашса equacáo (uma única reta, 
ou duas retas coincidentes). O gráfico das 
equações de um sistema como este é 
formado por duas retas coincidentes, ou seja, 
е todos os pontos são soluções. 
exercícios 
El4) Classifique os sistemas abaixo como determinado, indeterminado ou impossível 
а) 5x - 5y = 10 f -6x + 4y = 12 k) Вх + 7y = -24 
р 1-0 6x + 3y = -18 
b) -3x + Зу = 12 g) -9х-5у--19 i) —7x + 10y = 13 
3x + 9y = 30 { у п 4х + 9у = 22 
с) -2x - 5y = 10 h) -5x + 4у = 4 m) x-y-10 
Í дох oy =-30 { -7х-10у--10 2x - 2у = 21 
d) -3x + 6y = -15 i) Зх + 7y = -8 п) х — 4у = 12 
pansa 4x + 6y--4 [78-0 
e) x + 3y=-1 j) —4x -5y = 12 o) 6x + 3y = 12 
10x + 6y = -10 —8x -10 = 30 бх – Зу = 0 


El5) Determine o valor de k para que o sistema abaixo nào tenha solugáo 


| жх-зу=7 
2х - 5y = 3 


(А2 (B5 (суз (р)-08 (8-12 


E16) Determine os valores de m e p para que o sistema abaixo seja indeterminado 
mx _ 3y = 9 
2x+6y=p-3 


i Calcular p e k para que o sistema abaixo seja indeterminado 


xX- = 
ру = 1 
2x+y=k 


Elg ` e 
) Calcule т е p para que o sistema abaixo seja impossível 
3x + 2y = 


е (0. 
19) 


2у-1 


Déns c: Mu me 
etermine kde modo que as equacóes abaixo sejam incompatveis 
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(Bk - 13)x + 5y = 10k +8 A 


7x - 2y = 12k + 14 


E20) Determine os valores de a e 5 para que o sistema abaixo seja impossive] 
3x-ay=6 
2x + 4y = a + 2b 
E21) Determine Ё para que o sistema abaixo seja indeterminado 
4x + ky = 14 
kx + 9y = 21 


E22) Calcular os valores de a e b para que o sistema abaixo seja indeterminado 


puces 
12x - 16y =b 


E23) Determine m de modo que o sistema abaixo tenha uma infinidade de solucóes 


mx — бу = 5m - 3 
2x + (m - 7)y = 29 - 7m 


E24) Determine ш de modo que o sistema abaixo não tenha solução 
m(x*y)-5-y 
m(y + x + 1) = 12 - 2(3x + 2y) 


Exercícios de revisáo 


OBS.: Em geral vale a pena simplificar uma equação, dividindo todos os seus valores por um mesmo 
número inteiro. O resultado é que ficaráo números menores, de cálculo mais fácil. 


OBS.: Em geral vale a pena multiplicar toda uma equagáo por um mesmo número inteiro, para evitar 23 
frações, tornando o cálculo mais fácil. 


E25) Resolver os sistemas 


a) 2x+y=1 f x/9 + y/7 = 1/21 К) -8х + 3y = 17 
7х + 8y = 19 x/12 — yf8 = -5/24 7x + 8y = 34 
9 f 76*5y3--64 — 9 f 19x«6y - 48 ) f xy-3^ 
7x/8 + у/8 = 33 -2x + 7y = 16 5x - 4y 7 3 
9 f 10x+4y=2 һ) [x» 9 {шж ft у =7 
90у - 5x = 5 5x+2y=8 x + у/8 = 99 
d) 2x = бу = -22 i) { X- 3y = 1 n) 6/x + 2y = =3 
-3x + 18у = 78 3x/4 - y =2 3/x - Aly 7 - 
2y -х = 8 х-у/2--2 3x - y=? 
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(tulo 355 
23 Resolver os sistemas 
É 
a) x+y _ x -8 f x А y 2a 
2 6 a+b a-b 
x XT. X-y _ xty 
3 3 246 а?+Ь? 


b) 


d) 3-2. 11 i) х+у 3х-4у jg 
2 2 2 5 
21 py. 4х-7у+4 


5 9 


а2х — b2y = а? + ab + b? 


h Ч 

UE cm ap 
4 5 A 
2x+1 y-3 Их-9у _„ 


24=2 b?x — а?у = -ab 
3. 2 
2х+1 | y-3 _ 1 
3 2 6 
E27) O sistema 
2х- Му=6 
Рх + 4y = 14 


Tem solucáo х-6 e у-2. Encontre M e P 


E28) Resolva o sistema de incógnitas x e y: 


(A) Infinitas soluções 


Х = 15/7 e y = 15/13 
(С) йо уы / 
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(D) х=1еу=-1 
(E) Nenhuma das respostas acima 


F99) Se x e y satisfazem ao sistema de equaçóes 


(А)-2 Ga (00 0! (82 


E30) Sejam x, y e z números reais que satisfazem às equações: 


1 1 1 1 1a 
x+—=— yt—2-—- Zt———— 
| y 5 x 5 3 
Z= 
Encontre 
x-z 


(A-18 (8-2 (012 (D+  (B7/5 


E31) Resolva o sistema 
Зх + 2у -8 
5x — Зу = 45 


| (А) (6,5) (8)(-6,5  (O0(6-) (0) 65) 


| ЕЗ2) O sistema 


| | же 
| -4x + бу = 8 


| 

1 

| 1 

| é indeterminado. Dé uma de suas soluções 
! 

y 


E33) Determine o valor de a para que o sistema tenha uma única solução 


Удах-Н0у =30 
48х--5у-23 


| 


E34) Determinar os parámetros a e b de modo que o sistema abaixo seja indeterminado. 


ах - by = 4 
Зх + 5у = 1] 


E35) Qual ё o valor negativo de a que torna indeterminado o sistema: 


pe. 
ax +2y +2 = 0 


E36) Determine K para que o sistema abaixo seja indeterminado 
mx + (k — 2)у = k 
(k+2)x+3y=1 
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b) 


Determine k para que no sistema abaixo, os valores x e y sejam iguais 


£3) 


E40) Determine k para que o sistema abaixo seja indeterminado 


Ded 
(k - 4)x + 2y = 4k +3 


E41) Determine a para que o sistema abaixo seja impossível 


2x + Зу = -1 
ах + бу = а 


E42) Determine m де modo que as equações abaixo sejam compatíveis 
mx+y=1 
Х- y=m 


Е) Para quais valores de a e b o sistema abaixo é indeterminado? 
2x - Зу за 
4х + by = 10 


Ен | 
) Calcule o valor de m para que o sistema abaixo seja impossível 
mx + 2y =7 
13x + 26y = 0 


E45) Determine kd 
3x ч ky 
12у E kx 2 l 


ни) Qual 6 


е modo que о sistema abaixo seja indeterminado 


m j ivalentes? 
; i ixo sejam equivalen 
Зэр, valor do parámetro m de modo que os sistemas abaixo sej 

| - 2my - 1 
Nx + 3 


my «9 
ET 


A 
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E47) Determine os valores de a e b que tomam equivalentes os sistemas 


Ї Yy = VN - y) 
y- (x * v) 6 = 76 
е 
{ Эх + by = 19 
ax + by = 16 
E48) Calcule m e p de forma que o sistema seja impossivel 


{ 3x + 2y = dm + 1 
бх - (р + 2)y = 1 


E49) A soma de trés nümeros inteiros e consecutivos ё igual a S. Sendo x o menor desses três 
números, então tem-se: 


(JS-3(*1) (B)S=3(x-1) (C)S=3x+1 (0)5-6х (ES-3x 


v=1 


^ 
2 


= | também pode ser escrita da forma: 


E50) A sentença * 
5 


(A)3x*2y-1-0 (В) 3x-2y+4=0 (С) 3х-2у-4-0 (0) 3x+2y+4=0 (E) 3x-2y-8-0 


E51) Dividindo-se 70 em trés partes, de modo que a primeira esteja para a segunda assim 
como 2 está para 3, e que a segunda esteja para a terceira assim como 4 está para 5, o valor da 
terceira parte é: 


(A) 16 (В) 20 (C)24 (D)30 (E) МКА 

E52) O produto de dois números é 1125. Adicionando 3 unidades ao multiplicando, o produto 
passa a ser 1260. O maior dos dois números é: 

(А) 65 (В) 55 (С) 45 (D)35 (E)35 

E53) О dobro do nümero que aumenta 144 unidades quando se acrescenta um zero à sua 
direita é: 

(А) 72 (В) 54 (C)48 (D)36 (Е) 32 

E54) A diferenca entre dois nümeros ё 24. Somando-se 5 unidades а cada um deles, o maior 
torna-se o quádruplo do menor. O maior nümero é: 

(А) 27 (В) 30 (C)40 (D)50 (Е) МКА 

E55) Sejam a e b dois números naturais consecutivos. Se 1/a + 1/b = 13/42, então о maior deles 
é: 

(A)4 (B5 (C)6 (D)7 (E)8 


5 2х-3у 3 
(A) (1,2) (В) (6,5) (C) (1, -6) (D)(6,-5) (E) NRA 


250 i » Тай! r “ate X 3 ы 
E56) А interseção das retas 3 _-2 LA =3 e l 8 3 éo par ordenado: 


R Twig Р r 
E57) Existem alguns números de 4 algarismos com as seguintes caracteristicas: 


a H . л . . ~ 
1^) Os dois algarismos do meio são iguais 


A 
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nulo 9 - Sistemas de equações do primei 
І —elro grau 


сар н 

i ¿mero formae o pelos dois alearis | 
p O si че 105 da es MO 1: Ex Ugarismos da direita A o 359 
lois algarismos da к querda. Exemplo: 1224. a é o dobro do número fi = 
Y eva O maior deles ero formado pelos 
S ` 


E58) sabendo-se que dx У = 5eque2x-ày- 19 
ASI » ES calcule х+ү 
`š nümero inteiro Х ёс 
ES) y learismo das t а Pii de trés algarismo 
30 do algans as unidades c sansmos cuj: А ` 
050600 бо P9 ades com o das dezenas, o nov ja soma é 21. Trocando-se а 
maior que N. Calcule N. + O novo número formado é 45 unidades 


Sabendo que xy 705 y =0,76ex+y+z2=7 
I X + у + х2 = 7,]4, determine o valor numérico de 2 


Е00) 
gôl) Resolva o sistema 
3 ус: 0 
2 4 
1 = 1 -0 
xo) 


E62) Qual dos sistemas abaixo tem (4, 3) como solução? 


(A) 4x + Зу 725 (B) 5x + y = 23 (C)x2-2x-y=5 
(E) Be C 


(D) АеВ 
que o dobro do 


E63) Uma fração e tal que seu denominador é uma unidade menor 
ção resultante será 


numerador. Se adicionamos 7 a ambos os termos da fração original, a fra 
equivalente a 7/10. Encontre à fração original. 

(7 (В) 7/13 (C) 0/8 (D) Nào há informação suficiente 
a e b são soluções do sistema 


E64) Calcule a3 + b3, sabendo que 


|с 
2x+y=l 
as ga (o2 0D! (8? 


E65) Resolver 
wtxty -4 
xtytz--b5 
y+tz+w=0 
2+w+x=-38 


E66) Quantas soluções tem O sistema? 


2х - 35y =7 


= 1, encontre à +b 


-aeb* (1/3)(b = 1) 


E67) Se (1/9)a - 2(a + 1) 
(E) NRA 


(-1 (Bo (015 (0)39 
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E68)Calcule x? + y?, sendo x € Y soluções do sistema УТА 


бе 
3x+y=5 
(1 (B2 (O93 D)4 (B9 


dades a menos que o denominador. Se o my 


ção é 7 uni 
dor aumentado de 3, o valor da fração p 


E69) O numerador de uma fra 
for reduzido de 2 unidades e O denomina 
1/3. Qual é a fração? 

(A35 (B85 (©) 8/15 (D) 


2:43y — 256 , então quanto vale 2” * ? 


Merador 


310 (E) 1/8 


E70) Se 27? =32 е 2 
дут B2 (04 0)8 016 


gundo de três inteiros consecutivos pares é 14 vezes a soma do primeiro 


E71) O triplo do se 
número do meio. 


com o terceiro. Encontre O 
(A) 10 (B) 16 (C) 12 (D) 0 (E 18 
- 13 e 3x - 4y = 45, entáo 4x + 5y vale: 


E72) Se x e y são nümeros reais tais que 2x + Зу 


(A)16 (В) 51 (с)0 (0)-11 (Е) 29 
E73) O numerador de uma Насао é 7 menos que 9 denominador. Se 4 é subtraído do 
numerador e 1 é adicionado ao denominador, a fragáo resultante é igual a 1/3. Encontre a 
Їтасао. 
E74) Resolver o sistema 

4х + 2y - 32 = 8 

x-3y-52=0 

3x-y+z=-8 


E75) O sistema 
Зх - 2y = 5 
kx + 3y =7 


tem uma solugáo única, exceto quando k vale: 


(A)-3 (B)2 (O0 (0)92 (E-9? 


E76) Resolver o sistema 
3x + 4y = 23 
x-3y=-1 
E77) Dado que do Jor =128 e N2* А[2> 232 encontre x + y. 


E78) Sendo ga*b = 1/9 e 3*5 = 9, calcule b 
(2 (B-2 (O0 (D! (8-1 


CONTINUA NO VOLUME 2: 70 QUESTÕES DE CONCURSOS 
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e afirmar, em relação aos parámetros reais, a, be с, que: 
É co aisquer que sejam, S será possível e determinado. 
(А) Qu tem valores desses parâmetros que tornam S possível e determinado. 
: Quaisquer que sejam, 5 será possível e indeterminado. 

Existem valores desses parâmetros que tornam 5 indeterminado. 
quer que sejam, S será impossível. 


(E) Quais 
E80) CMBH 2005 - O par ordenado (a, b) é solução do sistema 
-7x 8у 18 
8 7 5 
-y Х 2 -22 
17 8 5 


Então, a soma a+b vale: 
(j-10 (B)-9 (O-8 (D)! (Е) 120 
E81) EsPCEx 2010 - Para que o sistema linear 
2х+у=5 
ах+2у=Ь 
seja possivel e indeterminado, o valor de a + b é: 
()-1 (B4 (C)9 (D)14 (E)19 


E82) CN 2013 - Dado que a e b sào nümeros reais nào nulos, com b£4a, e que: 


кш 
ab 
5-24? 


la FA 


qual é o valor de 164552 gg? b? +a*b* ? 
44 (8) 1118 (C)yi2 (D)18 (E) 1/4 
ud EPCAR 2011 . Considere três números naturais a, b e c, nessa ordem. А soma desses 
excede o ё 888, a diferença entre o primeiro e o segundo é igual ao pancia cs dois 
90 em egundo em 198. O valor da diferença entre o primeiro e O terceiro e q 


Scanned by CamScanner 


362 


Respostas dos exercícios 
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El) а)х= 10еу= 10 e)x=3ey=4 )х=2еу=0 m)x=3ey=2 
b)x=7ey=5 fx=-2ey=1 jx=-1ey=1 nx=3ey=2 
с)х=1еу=2 g)x=3ey=3 k)x=0ey=1 0)x=0ey=0 
d)x=2ey=1 h)x=5ey=-3 )x=2ey=1 
Е2) a)x--2ey-4 e)x=0ey=4 i) x=-120/17 e y=212/17 т)х=-8еу=9 
b)x=8ey=10 fx=8ey=2 )x2-2ey- 18 nxz-2eyz1 
с)х=-Зеу=-5 g)x=4ey=6 k)x=1ey=-1 0)x=2ey=4 
d)x=-2ey=-9 h)x=-2e y=3 )х=-1еу=-3 
ЕЗ) а) Indeterminado e)x=-1ey=0 )x=2ey=-2 m)x=5ey=7 
b)x=2e y =-2 f) x=-58/9 e у=—20/3 jx=3ey=0 n) Indeterminado 
с)х=-Зеу=6 9) х= 1еу= 2 k)x=3ey=0 0)х= 1еу=2 
4) х= 1еу=-2 h)x=0ey=1 )х=4еу=3 
E4) а)х=4еу=5 e) x= 1/2 e y = 5/2 ix-9ey-6 т)х=0еу=-4 
b)x=-2e y = 3 fx=-125ey=-16/5 j)x=2ey=-5 n)x=-35e y =9 
c)x=-1ey=-3 g)x=-10ey=4 k) x = 1/16 e y = 9/16 0) x=9/7 e y = 1/7 
d)x=2ey=2 h)x=1ey=5 1) x =-17/2 e y = 27/2 
E5) а)х-1еу-2 e)x=3ey=4 )х=7еу=-1 m)x--3eyz-4 
b)x=3ey=5 fx=2ey=3 jx=-2ey=6 n)x=3ey=1 
c)x=4ey=3 g)x=4ey=-2 kx=5ey=3 o)x=2ey=-1 
d)x=5ey=2 h)x=3ey=-5 )x=2ey=4 
Еб) a3)x-3ey-0 е)х=2еу=6 йх=-4еу=1 m)x=-5ey=30 
b)x=1ey=2 fx=-1ey=5 )x25eyz2-4 п)х=-1еу=—4 
c) Impossivel g)x=8e y 14/5 k)x=3ey=5 o)x=2ey=1 
d)x=2ey=-2 h)x=2ey=3 )x=-2ey= 1/2 
E7) а)х=1еу=0 d)x=1ey=-1 g)x=-8ey=7/2 j) x = 18/29 e y = 25232 
b) x=16/27 ey--1/27 — e)x-2343ey-15/43 h)x-260/31ey = -1/31 
с)х = 53/51еу = 14/51 f)x=-2/7 e y =5/7 i) x = 136/41 e y = 25/41 
E8) а)х=2еу=4 d)x=4ey=5 g)x=1ey=1 j) хєаДа-5) e y=b/(a+b) 
b)x=4ey=3 e)x=-2ey=6 h)x=3ey=4 
c)x=18ey=6 fx=1/2e y = 1/3 )x=4ey=1 
E9) Mesmas respostas do E7. 
Е10) a+b b ) x=y=a+b 
a) x = e у= 
a-b a-b 

b r-l e N 1 pool EE a 
b У b mal m+1 

Sugestão: Multiplique a 2º equação por b e some 

as duas equações, eliminando y e encontrando x. 

Substitua o valor de x encontrado em uma das 

equações e encontre y. 

c) X=M+N е y=m-n h) xzb e y=a 


Sugestão deixar m*n e m-n indicados até o final de 
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сар" : 
сада equação. 
n i) x= 
ga ss Y ) х=а—2Ь+3с e y=a+2b—3c 
т- n m +п 
+b+c a+b+c 
dee p da ” Di y 
a 2(а--5) 2(а-5) 
a+b+c 
“= ed 
gll) а)х=1,722,223 0) х=3,у=1,2=-2 9)х=-1,у=2,2=-4  j)x=1, y=2, z=3, t=4 
p)x=9,y=-2,2= -5 e)x=2,y=-1,z=3 Һ) Indeterminado 
0)x=2,y=3,2=5 )x=3,y=3,2=2 1) Impossível 
a)x=5,y=4,2=2 d) x = 2/(a+b-c), 0)х=5,у=3,2=6 }х=1/2,у=1,2= 3/2 
E12) үс асе ) у 
z = 2/(-a+b+c) 
b)x=3,y=-2,2=4 е)х=2,у=-2,2=1 һ)х=-2,у=0,2=5 
с)х=5,у=-4,2=-3 )х=9,у=5,2=-7 ) х= 1,у=-5,2= 8 
Е13) а)х= 12еу= 8 р) х= 1/4 e y = 1/3 c)x=8,y=8,z= 12 d)x=3ey=2 
Sugestáo: Substituir Elimine os denomina- Sugestáo: igualar 05 
a=1/x e b=1/y, ficando dores ficando сот denominadores 
com um sistema linear. sistemas lineares de 3 respectivamente a a е 
equações b, chegando a um 
sistema sem frações. 
e) x = 2а/(т — р), 
y = 2bl(p + п), 
z - 2c/(n - m) 
El4) а) Impossível e) Determinado 1) Determinado m) Impossível 
b) Determinado f) Determinado j) Impossível n) Indeterminado 
c) Determinado 0) Determinado k) Determinado o) Determinado 
d) Indeterminado h) Determinado |) Determinado 
Е15) (E) Е16) m=p=-1  El7)p=-12ek=2 E18) m # -7/8 e p = -2 


E19) k=-9/16  E20)a--6 b£5 E21) k = -6 E22) a = -9, b = -20 


E23) m = 3 E24) m = -2 


E25) a)x=3,y=-5 е)х=2,у=5 )х=4,у=1 т) x= 1/3, y = 1/4 
b) x= 48, y = –72 f) x=-12113, y = 41/39 ¡x= 4, y= n)x=3,y=2 
c) x = 1/11, y = 3/11 g)x2 5/2, y -3 k) x = -25, y = 23/5 o) x = 7/5, y = 11/10 
d)x=4,y=5 h) x = 32/17, y = 12/17 )х=9,у=12 
E26) a)x= = 103/36 jx = а(а-һ) 
к 20 = = = 6 g) Х D 
idis шан y = -613/108 y=bi(a=b) 
bx: _ 2 =2,y=-1 Sugestão: Somar as 
Are e)x==3,y= E nx i equagóes e simplificar, HUHH 
5 subtrair as equações е 1 
simplificar, ficando com i 
-4 үз tape dxz-377135, um sistema equivalente e | 
9х=4,у=5 f) x= (a+b}?, y = (a-b) | : -29/135 mais simples. t 
Í 
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E27) M=3,P=1 E28) (D) E29) (D) E30) (D) E31) (C) 


E32) Qualquer solugáo (x, y) de tal forma que tenhamos y = (2x — 4)/3. Por exemplo, se Хав 
у= 2. ! 
E33) a É 4 E34) a = 12, b = -20 E35) -2 

E36) k = -1 (e também m = -1) E37) m —1/3, p =7 
ЕЗ8) a)k=60uk=-1 b) Não existe К que torne o sistema indeterminado 
E39) k = 61/6 E40) k = 3, p = 20 E41) a =2 

E42) m=00um=-1 E43) a = 5, b = -6 E44) m= 1 


E45) Nenhum valor de k tornará o sistema indeterminado 


E46) Não existe valor de m que torne as equações equivalentes com essas soluções. 


E47) a=2, b=5 ^ E48) p--6, m£-1/8 E49) (A) 
E50) (C) E51) (D) E52) (C) E53) (5) E54) (A) 
E55) (D) E56) (B) E57) 4998 E58) 7/4 E59) 849 
E60) z = 6 E61)x-y-5 E62) (Е) E63) (B) E64) (E) 
E65) x=-3, у-5, z--7, w=2 E66) uma E67) (C) E68) (E) 
E69) (C) E70) (B) E71) (D) E72) (E) E73) 5/2 
E74) x=-1, y=3, z=-2 E75) (E) E76) x=5, у=2 E77) 28 
E78) (B) E79) (B) E80) (C) Sugestão: Subtrair as equações 
E81) (D) E82) (E) E83) (B) 
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problemas do primeiro 
grau 


problema, equação, solução 


Resolver um problema do primeiro grau consiste em resolver uma equação ou sistema do 
primeiro grau. A diferença ё que as equações não são fornecidas. Ao invés disso, é 
apresentada uma “história”, a partir da qual as equações devem ser encontradas. Em alguns 


casos é extremamente fácil encontrar as equações que resolvem o problema, em outros casos 
pode ser mais difícil. Daí, resolvem-se as equações envolvidas. 


Uma etapa final é importantíssima, e muitos alunos erram a questão por distração: 
A solução da equação não necessariamente é a solução do problema. 


Ou seja, eventualmente alguma etapa adicional deve ser realizada para responder o que o 
problema pede. 


Um exemplo: “a soma dos algarismos do número que resolve o problema é....” 


Finalmente, usamos a etapa de verificação, que consiste em conferir a resposta encontrada nos 
dados do problema original, visando detectar eventuais erros. 
Exemplo: 
contre dois números, sabendo que sua soma é 18 e sua diferença é 8. 
Solução; 
im pede que sejam encontrados dois valores, que são os números envolvidos. Temos 


encon, a neógnitas, por isso precisamos de duas equações. Essas equações devem ser 
T : P a | 

ы аЧаз а рагїг do enunciado do problema. Neste caso é extremamente fácil encontrar H 
ЧМасбез, pois estão explícitas no enunciado. Chamando os números de x e y temos: 


Soma А | 
А dp. os Números é 18 Э x+y=18 | 
nça dos números é 8 Эх-у-8 


Re 
Solve 
ndo O si 
Sistema, por adicáo, ficamos com: 
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2x = 26 
х= 13 

13 * y * 18 
y*5 


A — O ALGEBRISTA 


De fato, 13 + 5 = 18e 12- 5 = 8, 
Resposta: Os números pedidos sao 5 e 13 
Na maioria das vezes, o enunciado do problema não traz as equações explícitas, mas 


implícitas. O aluno deverá usar seus conhecimentos do mundo real, e muitas vezes le 
física, para chegar às equações a partir do enunciado. 


sim, 
is da 


Exemplo: 
Um quintal tem galinhas e cabras, num total de 50 animais. Somando o número de pés de 
todos 08 animais, encontramos 120. Qual é o número de animais de cada tipo? 


Solução: 
Para formar as equações, é preciso levar em conta que as galinhas têm dois pés, e que as 
cabras tém quatro. Temos aqui duas incógnitas: 


x = número de galinhas 
y = número de cabras 


Observe que esses valores são exatamente о que pede o problema, ou seja, o número de 
animais de cada tipo. 


Como temos duas incógnitas, precisamos de duas equações. O problema dà as duas 
informações necessárias para obter essas equações: 


Número total de animais = 50 
Número total de pés = 120 


Ё preciso portanto converter essas duas informacóes para linguagem matemática, о que 
resultará nas duas equações das quais necessitamos. 


Devemos então exprimir o número de animais e o número de pés matematicamente, ou seja. 
usando fórmulas em x e y. Neste exemplo é muito fácil: 


Número total de animais: x + у 
Número total de pés: se cada galinha tem dois pés e cada cabra tem 4 pés, entáo o número 
total de pés € 2x + 4у. 


Ficamos assim com o sistema: 


| х+у=50 
2x + 4y = 190 


Da primeira equação temos x = 50 — y, que substituido na segunda resulta em: 
2(50 — y) + 4y = 120 
100 ~ 2y + 4y = 190 


| ——— — 
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capítulo 10 - problemas do primeiro grau 367 


a istema é: 
lucáo do 515 
240, y 7 10 


х” 
AS olução do problema é: 40 galinhas e 10 cabras. 


Resposta: 40 galinhas e 10 cabras 


Conferindo а solução, calculando o número de animais e de patas: 


s: 40 + 10 = 50 > OK 


Animai 
9.40 + 4.10 = 120 > OK 


Patas: 


Ë sempre bom conferir os resultados, checando-os com os dados do problema o que ajuda a 
detectar eventuais erros de саїсшо. 


Em concursos, ё bom dizer adeus a esse tipo de problema, que é muito fácil. Ainda assim 6 
preciso saber resolvé-los, pois sáo a base para resolver problemas mais dificeis. 


Exemplo: 
A soma de dois números é 100, e se o maior for dividido pelo menor, o quociente é 4e o resto 
é 5. Determine os números. 


Solugáo: 
Chamemos os números de х e y. Tomemos arbitrariamente х como sendo o maior, e y como 
sendo o menor. Temos então a primeira equação: 


x+y = 100 


A segunda equação vem da informação: “se o maior for dividido pelo menor, o quociente é 4 


е o resto é 5”, ou seja: 


Se x for dividido por y, o quociente é 4 e o resto é 5. 


X 
3 |4 


Isto 6 . as 
to é o mesmo que dizer: x = 4y + 5, que é a nossa segunda equação. 


5 
X = dy +5 


pa зера equacáo temos о valor de x em função de y. Substituímos esta expressáo na 
equação e ficamos com: 

бу 
Sy 
/=19ex=81 


+5) +у = 100 
= 05 
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Conferindo o resultado nos dados do problema: 


19 + 81 = 100 > ОК 
81 + 19 = 4, resto 5 > OK 


Solução do sistema: 81 e 19 
Solucáo do problema: os números, 81 e 19 


Resposta: Os números 880 81 e 19 
Um problema do primeiro grau recai em um sistema. Em alguns casos, uma única equação 
resolve o problema, quando um só valor é pedido. 


Exemplo: 
A pode fazer um trabalho em 6 dias, e B pode fazer o mesmo trabalho em 3 dias. Em quanto 


tempo А e B trabalhando juntos faráo o trabalho? 


Solução: 
Se A faz o trabalho em 6 dias, então em cada dia, A faz 1/6 do trabalho. 


Se B faz o trabalho em 3 dias, então em cada dia, B faz 1/3 do trabalho. 
Trabalhando juntos, A e B farão em 1 dia, 1/6 + 1/3 = 1/2 do trabalho. 


Logo, o trabalho todo será feito em 2 dias. 


a equação, que é única, está implícita. É o mesmo que dizer que o 


Note que neste exemplo, 
a dia é realizado 1/x do trabalho. Mas 


trabalho será feito em х dias, e que em cad 


1x = 1/6 + 1/8 9 Ix = 12 > x=2 


o de problema é lembrar que a fração do trabalho diário que 


à soma das frações do trabalho total que cada participante 
o número 


O caminho para resolver este tip 


é realizado pelo grupo, é igual 
realiza diariamente. Conhecendo esta fração total, achamos o seu inverso, e teremos 


de dias que o grupo em conjunto necessita para realizar todo o trabalho. 


Exercícios 

El) (*) A soma de dois números é 124, e se o 
maior for dividido pelo menor, o quociente é 4 
e o resto é 4. Encontre os números. 


E2) A diferença de dois números é 91, e se o 
maior for dividido pelo menor, o quociente é 8 
e o resto é 7. Encontre os dois números. 


Alunos da EsPCEX 


23) Di mero ° jor l! 
ЕЗ) Dividir o número 320 em duas partes de tal forma que a menor é contida na maior 


vezes, com um resto de 20. 


uociente € 


— 


Scanned by CamScanner 


)А diferenca entre dois números € 49, e se o maior for dividido pelo menor, о q 
4 e o resto é 4. Encontre os números, 
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áo to š 

та nado a0 denominador. Encontre a fração. 

+ adiciO 

ёа 

Р erador de uma us T e o de 2 e seu denominador € reduzido em 
a -se i a 2. Se o numerador 6 ; , 

ge 0? a fração torna-se igu o é aumentado do valor do denominador, 
dor é aumentado de 1, seu valor será 5/4. Encontre a [ração 

ша | 
uma certa fração própria, à .. entre o numerador e o denominador é 15, Se o 

r) ий” ré multiplicado por 4 e o denominador é aumentado de 6, seu valor será igual a L 

o 


тег áo. 
-— a frag? 
хү А som № 
: 5 
do número vão 


a dos dois dígitos de um número natural é 9, e se adicionarmos 9 ao número, 05 
er trocados. Encontre o número. 


. се os dois dígitos sáo a e b, a representação decimal € ab, e o valor numérico 6 10a 
37 23.10 * 7. 


A soma de um número natural de dois dígitos, com o número obtido com а troca dos seus 
¿gatos entre si é 132, e a diferença desses dois números é 18. Encontre os números. 


р) Uma bolsa tem 34 moedas nos valores de R$ 0,05 e R$ 0,50. Determine o número de 


moedas de cada valor, sabendo que o valor total de todas as moedas juntas 6 R$ 13,40. 


Note que nesses exercícios, as equações estão explícitas no enunciado. Na maioria dos 

roblemas entretanto, as equações não estão explícitas, e o aluno deve usar outros conceitos 
para obté-las а partir do enunciado. Passaremos agora a apresentar os métodos de resolução de 
certos problemas clássicos do primeiro grau. Todos esses problemas que serão abordados são 
bastante comuns em provas e concursos. 


Problemas envolvendo idades 


Este é um dos tipos mais comuns entre os problemas do primeiro grau. 


Exemplo: 
Um filho tem 1/4 da idade do pai. Dentro de 94 anos ele vai ter a metade da idade do pai. 
Qual é a idade do filho? 


Solução: 

a E tipo de problema envolve as idades atuais de duas pessoas, que podem ser 

нв 1 o problema. Sao necessárias portanto duas equações, que devem ser obtidas do 

йг de ас problema. E preciso lembrar que quando uma pessoa envelhece um certo 

idades de ы a outra também envelhecerá o mesmo número de anos. A diferenga entre as 

Preciso "ийн B pessoas permanece constante. Já a razão entre as idades varia sempre. É 
m conta isso ao formar as equações. 


Se 0 filh 
? tem 1/4 da idade do pai, chamando essas idades de x e y, ficamos com a equação: 
Y= 4x 


Onde x ë : 
a 
idade atual do ñlho e y é a idade аша! do pai. 
aqui a 24 anos 


b. 


» AS idades seráo: 


Pp. 
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Filho: x + 04 
Pai: vo 24 ou dx * 24 


— — O A GEBRIS 


Este princípio sempre tem que ser usado nos problemas de idade, ou seja, 
idades 6 sempre o mesmo para todas as pessoas envolvidas. Мао esqueça q 
idades atuais, e não as idades no futuro. 


О aumento das 
Чё X Gy são as 


Agora basta usar a última informação do enunciado, de que em 24 anos, o fi 


lho terá 
2) "bs s I terá a metade 
da idade do pai. Jà trocando y por 4x, ficamos com: 


x+24= B +24) 


х+24=9х+19 
x=12,v=48 | 


Verificando: 
Hoje pai tem 48 e filho tem 12 (1/4) : OK! | 
Em 24 anos terão 72 e 36 (1/2) : OK! | 


Problemas do primeiro grau envolvendo idades consistem em formar equagóes para as idades 
atuais e para as idades em outra época, seja passado ou futuro, lembrando que os aumentos ou 
diminuicóes (no caso do passado), em anos, seráo os mesmos, e formar as equacóes das 
relações entre as idades nas duas épocas do enunciado. 


Exemplo: 
A soma das idades de A e B é 30 anos, e dentro do 5 anos a idade de B será igual a 1/3 da | 
idade de A. Encontre as idades. 


Solugáo: 

O método é o mesmo, mas ao invés de usar duas incógnitas, usaremos uma só, partindo das 
informações do enunciado. Isto equivale a usar o método de substituição para ficar com uma | 
só incógnita: 


Idade de A: x 
Idade de B: 30- x 


» 
Aqui já estamos usando a informagáo de que a soma das idades é 30. Assim já “gastamos 
uma informação, mas ficamos agora com uma só incógnita. 


Idades dentro de 5 anos: 
А:х 5 
B:30-x+5=35-x 


mo que 
ficamos 


Usando agora a informação de que a idade de B será 1/3 da idade de A, o que é o mes 
dizer que a idade de A será igual a 3 vezes a idade de B (assim evitamos frações), 
com: 


x + 5 = 3,(35 - x) 


x + 5 = ]()5 — Зх 
4x = 100 
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: B são, r i 
АР idades de А e B são, respectivamente, 25e5 


рй 


e o problema pede: as idades atuais! 
qu 
: gosta A tem 25 anos e B tem 5 anos, 
e 


veificação: em 5 anos, teráo 
1 +5 = 30 anos 
85555 10 anos 


De fato, A ficará com o triplo da idade de B, OK! 


Exercícios 


Ш) B tem 1/6 da idade de A. Dentro de 15 anos, a i | 
оо аз idades. 5, à idade de B será 1/3 da idade de A. 


112) A soma das idades de A e B é 30 anos, e dentro do 5 i -T 
da idade de A. Encontre as idades. 9 9 anos a idade de B será igual a 1⁄3 


ЕЗ) Um pai tem 36 anos, e seu filho tem 1/4 da idade do pai. Dentro de quantos anos a idade 
do filho vai ser igual à metade da idade do pai? 


a А tem 60 anos e B tem 2/3 da idade de A. Dentro de quantos anos B terá 1/5 da idade de 
A: 


El5) (*) Um filho tem 1/3 da idade do seu pai. Há quatro anos atrás, ele tinha apenas 1/4 da 
idade do pai. Qual é a idade de cada um hoje? 


o A tem 50 anos e B tem a metade dessa idade. Dentro de quantos anos B terá 2/3 da idade 
e A? 


E17) B tem a metade da idade de A. На 10 anos atrás B tinha 1/4 da idade de A. Quais sáo 
suas idades atuais? 


FR А soma das idades de um pai e filho 6 80 anos. Dentro de 5 anos o filho terá 1/4 da idade 
? Pai. Quais são suas idades hoje? 


E19) Maria é 


18 anos mais velha que seu filho. Há um ano atrás, ela era 3 vezes mais velha 
Ч seu filho, 


Qual é a idade dela hoje? 
“l (*) Um Pai tem o triplo da idade do seu filho, e sua filha é 3 arios may nova que o Tengo, 
soma de todas as idades há 3 anos atrás era 63 anos, encontre a idade atual do pai. 


Est blemas de torneiras m 
a ISOS, que resu 
ação d Problema clássico, muito comum em provas de concu q 


m o Primeiro 1 d “fo 1 1 
5 i > р | 8 
a i i vezes ode ser resolvi o usando a 1оппша eral das 
eir p. grau porem muitas e 


| 
| 
| 


h. 


Р” 
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Se existem п torneiras que podem encher um tanque, cada uma delas em Un tempo: 
16 o número da torneira), o tempo para que todas elas juntas encham o mesmo (a, ДИ (ong, 
pela fórmula: ШИ 


RISTA 


4 


( 44, 


VT =1/T1 + 1/T2 +... + 1/Tn 


Observe que para usar a fórmula nào é necessário conhecer a capacidade do tanque 


Ze A ape 
tempo necessário para cada uma delas sozinha encher o tanque. мєр 


Ms y 


lo (a 
“calculada 


Por exemplo, se uma torneira enche um tanque de 1000 litros em 2 dias, a vazão será: 
1000 litros + 2 dias = 500 litros por dia. 


Ou seja, conhecendo a capacidade C do tanque, e о tempo T, para uma torneira enchélo 1 
- . . r 1 é 
vazão relativa a esta torneira é C/T;. 


Se várias torneiras estiverem enchendo o tanque ao mesmo tempo, а vazão total será a soma 
das vazões: 


V = C/T; + C/To + C/T3 +... + C/T, 


Mas esta vazão total também pode ser calculada como sendo a capacidade do tanque (C) 
dividida pelo tempo (T) para as torneiras juntas encherem o tanque, que vale C/T. 


C/T = C/T; + С/Т» + C/Ta +... + CIT. 


Simplificando por C (ou seja, a capacidade do tanque nào precisa ser dada), ficamos com: 


VT =1/T, + 1/Т; + 1/Ts +... + VT, 


: : Р Р ag 05 

Isto demonstra a "fórmula das torneiras". Note que ele só pode ser usada quando todas 

: E ; x mas com 

torneiras sáo abertas e fechadas juntas. A fórmula náo pode ser usada em problemas com 

1 1 Л . . r ^ » C 4. E 
“abrir somente a primeira durante duas horas, e depois abrir também а segun 


Exemplo: 
Três torneiras são capazes, cada uma delas, de encher um tanque em respectiva: 
horas. Se forem abertas as três juntas, em quanto tempo o tanque será cheio? 


206 
nente 2, 3 


Solução: o mesmo 
Este problema pode ser resolvido pela fórmula das torneiras, pois todas são abertas o or cada 
tempo e trabalham juntas até encher o tanque. Os tempos de enchimento do tanque P 
torneira sáo: 


ТІ = 2h, T2 = 3 h e ТЗ = 6h. Então: 


l l 
—=—+ 
T 2 


> 
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ç 2 
„pituto — HERREN: 2 
(5 б 
[oM ЗАРТЛЭ 

б о 


їйл th 


“р ora 
дороо" 1h 


iras? nã price ED . 
mas de torneiras nào precisam necessariamente lidar com tanques, reservatórios е 
: , - 
sas. Certos problemas que lidam com elementos diferentes, porém matematicamente 
Ihantes, podem ser resolvidos por métodos semelhantes ao usado nos problemas relativos 


Os “proble 


pomt 
sene 
1 torneiras. 


Exemplo: 


А pode fazer um servico em 3 dias, B em 5 dias e C em 6 dias. Quanto tempo levará para que 
ralizem o mesmo serviço, trabalhando juntos? 


Solução: 
Este problema é análogo a um problema de torneiras, no qual as torneiras A, B e C enchem o 
mesmo tanque, respectivamente em 3, 5 e 6 dias, e é pedido em quanto tempo as trés torneiras 


juntas enchem o tanque. Nesse caso até mesmo a “fórmula das torneiras” pode ser usada, mas 
vamos resolvê-lo usando o conceito de “trabalho diário”. 


А faz o serviço em 3 dias Э A trabalha 5/3 por dia, onde S é o total do servico 
Analogamente: 


B faz o serviço em 5 dias > A trabalha S/5 por dia 
C faz o serviço em 6 dias Э A trabalha S/6 por dia 


А cada dia, A, B e C juntos, faráo no total, S/3 + S/5 + S/6 = 215/30 = 75/10 


Para saber o número de dias (tempo) basta dividir o trabalho total (S) pelo trabalho realizado 
por dia (78/10): 


S+ (7510) = 10/7 dia 


Resposta: 10/7 dia 


Infelizm š _ 
as to ente, nem sempre esta fórmula pode ser usada diretamente. Aplica-se somente quando 
meiras operam juntas, do início ao fim. 


Ma t : 
. OTDeira enche um tanque em 12 minutos, enquanto que uma segunda torneira gasta 18 


Minutos 
lorneira de encher o mesmo tanque. Com o tanque inicialmente vazio, abre-se a primeira 
Urante x minutos. Ao fim desse tempo, fecha-se essa torneira e abre-se a segunda, a 


Qual term; 
tangu, mina de encher o tanque em x + 3 minutos. Entáo, o tempo gasto para encher o 
86, em Minutos: 


(А) 12 
8)15 (O18 (D)20 (E)2 
Solução: 
А conhe : 
tornei “Cida “fórmula das torneiras" não pode ser usada aqui, pois é válida apenas para 


| due operam juntas do instante em que o tanque está vazio, até ficar totalmente cheio. 
i P 
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Nesse caso precisamos trabalhar com outras grandezas: capacidade, tempo e vazão, 


C = volume do tanque 

T = tempo para uma torneira encher o tanque 

V = vazão = Capacidade/Tempo 

Chamemos a capacidade do tanque de C. Cada torneira tem uma vazào igual à Capacidade do | 
tanque, dividida pelo tempo necessário para enché-la. Neste prensa кыш COMO em muitos, 
a capacidade náo é dada, e nem mesmo é pedida. Em geral quando ISSO ocorre, O valor de Ç 
irá “cortar” na equação. Deixemos então a capacidade como sendo ( litros, apenas por uma 
questão de convenção de unidades, funcionaria da mesma forma se fossem metros cúbicos i 
outra medida de volume. Dados os temos para encher o tanque com as tomeiras | e 2 
podemos calcular as respectivas vazóes: 


Torneira 1: v1 = C/TI = C/12 litros/min 
Torneira 2: v2 = C/T2 = C/18 litros/min 
Da mesma forma como v = C/T, temos que C = v.T, ou seja, deixando a torneira 1 aberta por 
um tempo T, o tanque encherá até sua capacidade total C. Se a torneira for aberta por um 
tempo maior que T, o tanque obviamente transbordará. Se for aberta por um tempo menor 


que T, uma quantidade parcial do tanque será cheia. 


Cada torneira encherá uma parte do tanque, sendo as partes correspondentes a cada torneira, 
somadas, resultaráo na capacidade total do tanque: 


1º parte: Cl = vl.x 
2º parte: C2 = v2.(x + 3) 


Somando essa duas igualdades, ficamos com: 

C1 + C2 = C = vl.x + v2.(x + 3) 

Como у1 e v2 valem, respectivamente, C/12 e C/18, ficamos com: 

C 7 x.C/12 * (x * 3).C/18 

Isto é o mesmo que dizer: 

Capacidade do tanque = Volume cheio pela 1? torneira + Volume cheio pela 2" torneira. 


« Do ~ 
O valor de “C” irá cancelar na equação, e ficamos apenas com: 


TES х-3 
12 18 
72 2 6x 44x +12 


Solucáo da equação: x=6 
Solução do problema: tempo para encher o tanque = 


Resposta: (B) 15 min 


X + x + 3 = 15 min 
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(*) Uma cisterna possui três torneiras, A 
horas, à segunda em 20 horas, e as três juntas a 
) 


та torneira sozinha levará para encher а Cisterna? 


*| Um tanque tem 3 torneiras, sendo 
£22 () . q b › que duas podem enché-lo 
horas respectivamente, e uma terceira que o esvazia 
será cheio com as três torneiras operando simultanea 


por completo em 3 e 4 


em 6 horas. Em quanto tempo o tanque 
mente? 


103) Um tanque E trés torneiras que o enchem respectivamente em 1h 40 min, 3 h 20 min 
e 5 horas. Em quanto tempo as trés torneiras, Operando juntas, encheráo o tanque? 


E24) Uma cisterna possui trés torneiras. A primeira é capaz de encher o tanque em 12 horas, a 
segunda em 20 horas, e as trés juntas enchem o tanqu j 


| | , e em 6 horas. Quanto tempo a terceira 
torneira sozinha levará para encher a cisterna? 


E25) А pode fazer um trabalho em 5 dias, B em 4 di 


três farão o trabalho juntos? as, e C em 3 dias. Em quanto tempo os 


E26) Um tanque pode ser cheio por uma torneira em 20 minutos, ou por outra, que leva 30 
minutos. Quanto tempo as duas torneiras juntas levaráo para encher o tanque: 


E27) Haroldo faz um certo trabalho doméstico em 10 horas, mas sua esposa Cecília é capaz de 
fazer o mesmo em apenas 8 horas. Se fizerem todo o trabalho juntos, quanto tempo levaráo? 


E28) Uma piscina tem duas bombas d'água para enché-la. Uma delas enche a piscina em 4 
horas e meia, mas trabalhando em conjunto com outra bomba, a piscina enche em apenas 2 
horas. Em quanto tempo a segunda bomba enche a piscina? 


E29) (*) Sebastiáo demora 3 horas a mais que Jaime para cortar a grama de um grande campo. 
Juntos eles cortam toda a grama em 2 horas. Quanto tempo cada um deles, trabalhando 
sozinho, leva para cortar toda a grama? 


E30) Um tanque d'água tem uma torneira que o enche em 8 horas, e um ralo que o esvazia em 
16 horas. Depois de uma limpeza, esqueceram o ralo aberto, e a torneira para enchélo foi 
ligada. Em quantas horas o tanque ficará cheio? 


Diagramas - “entendeu ou quer que eu desenhe? " 


Ё uma piada bem conhecida, para chamar uma pessoa de, digamos, “intelectualmente 

eficitária”, usar a expressáo “entendeu ou quer que eu desenhe?”. De fato, quando 
representamos uma situação através de um desenho, o entendimento fica bem mais fácil. Isso 
não significa que pessoas inteligentes devem entender tudo seu usar desenho, mas o fato é que 
quando acrescentamos um desenho ou uma representação gráfica qualquer, a compreensão é 
facilitada. Não significa que as pessoas devem se sentir “burras” quando usam desenhos ou 


diagramas nos problemas de matemática. Muito pelo contrário, esta prática deve ser 
incentivada. 


Nos Problemas de matemática é importante entender não só as fórmulas, mas também, 
| Visualizar о que está se passando, para que se tenha um bom entendimento do problema. 
| Recomendamos que na resolugáo desses problemas, o aluno faca um desenho que ilustre o 

Taciocinio matemático. No caso dos problemas de torneiras, nào é para desenhar caixas d'água 


A 
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ade, nos quais a base representa y 
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e torneiras, mas retángulos que representem à capacid 
tempo de enchimento e a altura represente a vazão. 


ervatório que pode ser cheio com duas torneiras, Т1 e T2, que 


4 horas e 6 horas, e desejamos saber o tempo necessário para 
“fórmula das torneiras", é fácil determinar a 


Considere por exemplo um res 
o enchem respectivamente em 
que as duas tomeiras O encham juntas. Usando a 


resposta: 
IA = 1/h + 1/0 = 1/4 + 1/6 


t - 2,4 horas 


rmula é entender o que está se passando. Entendendo o 
de adaptar sua experiéncia a novos problemas 
licar uma fórmula, o aluno nào terá a habilidade 


Muito mais importante que aplicar a fó 
que está se passando, о aluno será capaz 

semelhantes. Aprendendo a simplesmente ap 
de visualizar problemas correlatos, e esquecerá o aprendido em alguns meses. 


A figura abaixo representa o reservatório, de capacidade C, sendo enchido em 4 horas pela 
torneira Tl. A área do retángulo tem área C, que é a capacidade do reservatório. A base 
representa o tempo para encher o reservatório, e a altura representa a vazáo, no caso, a 
capacidade do reservatório C, divida por 4. 


Área = base X altura 


C.1/4 Capacidade = tempo X vazão 


por hora 

С 
A capacidade do 
reservatório é representada 


4 horas pela área do retángulo. 


A altura do retángulo nada mais é que a vazáo da torneira T1. É dada pela capacidade total 
(C) dividida pelo tempo de enchimento total (4 horas). Sendo assim, esta vazáo é C/4, que ёо 
mesmo que C. 1/4. O produto da base pela altura, ou seja, vazão multiplicada pelo tempo, será 
igual à capacidade do reservatório: 


4.C4=C 


Ocorre situação análoga com a torneira T2. A diferença é que seu tempo de enchimento ёб 
horas, e a vazáo ё C/6, ou ѕеја, enche 1/6 do reservatório а cada hora. 


6 horas 


T é : А " 
ambém nesse caso a área do retángulo é C, a capacidade do reservatório. Multiplicando base 


por altura, ou seja, tempo de enchimento ата ; 
ela у tornei cidade 
do reservatório: P ао da torneiras, encontramos a сара 


HI o 
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Na terceira situação, as torneiras Tl e T2 


: são abertas «si samente. C 'stá 
анай ps Ci лах сн multane mente. Como estão 

Р Р ° ra menor. А figura abaixo mostra a situaçáo 
que ocorre quando as duas torneiras são abertas. 


A vazào total ё а soma das 
T1 é T2 vazões das duas torneiras, 


C.(1/4 + 1/6) 
por hora 


A capacidade é a mesma. 


Calculamos o tempo total. 


x horas 


Cada torneira será responsável por encher uma fração do reservatório. Os dois retângulos 
indicados representam juntos, a parte que será cheia por cada torneira (obviamente a água das 
duas torneiras ficará misturada dentro do reservatório). As duas tomeiras serão abertas no 
mesmo instante e fechadas no mesmo instante, então o tempo de enchimento (x horas) será o 
mesmo para as duas. Como a tomeira T1 tem maior vazão (enche o tanque sozinha em apenas 
4 horas, contra 6 horas da torneira T2), a altura do retângulo correspondente (vazão) é maior. 
A vazão total é a soma das vazões das duas tomeiras, ou seja, CA + Суб. Finalmente, 
multiplicando esta vazão por x, o tempo de enchimento, o resultado será a capacidade do 


reservatório: 


Calculando a área do retân 
ficamos com: 


gulo total (C) com a soma das áreas dos dois retângulos menores, 


C"CI*C2 


C = x.(C/4) + x.(C/6). Simplificando por C, resulta em: 


| = x/4 + хуб 
24 = бх + 4x 


x=2,4 


Resposta: 2,4 horas 


Algumas variantes deste problema náo podem ser resolvidas diretamente com a fórmula das 


torneiras. Isto ocorre, por exemplo, quando as torneiras ol sáo viis e . 
simultaneamente. Pode-se deixar uma torneira operando sozinha, e epois de um tempo, abre- 
86 a segunda Nesses casos, a fórmula das tomeiras náo funciona, mas desenhando um 
Я à 
Бос a solugáo fica simples. Geralmente nos concursos atuais, para dificultar, usam-se 
1 i S: 
tomeiras que são abertas e fechadas em instantes diferente 
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E31) (*) No exemplo anterior, a primeira torneira fica aberta sozinha na metade 


do te 
depois é fechada e abre-se a segunda torneira, sozinha, na outra metade do tempo. тро, 


A figura para esta situação está indicada abaixo, e a resolução é deixada como exercício: 


x/2 horas x/2 horas 


Note que nesse caso, cada torneira deve ser aberta na metade do tempo, que é ainda 
desconhecido, x/2. Os dois retángulos tém portanto, bases iguais, mas as alturas sáo diferentes: 
С e С, que são аз vazões de cada torneiras. Somando as áreas desses dois retángulos e 
igualando a C, chegaremos ao valor de x, o que fica para o aluno como exercício. 


E32) Idem, considerando que a primeira torneira deverá ficar aberta até encher a metade do 
reservatório, e depois deverá ser fechada para que a segunda torneira, sozinha, encha a outra 
metade. Partindo do diagrama, o aluno deve inicialmente resolver o problema “de cabeca", 
justificando a resposta. Depois, através de cálculos repita o problema. Observe que cada 
torneira encherá a metade da capacidade (C/2), o e o tempo total será a soma dos tempos x e 
y que as torneiras levaráo, respectivamente, para encher sua metade. 


T1 


x horas y horas 


E33) Considerando o mesmo reservatório e as mesmas torneiras do problema anterior, 
considere que a torneira T2 foi aberta sozinha durante duas horas. Depois desse tempo, ? 
tomeira T1 também foi aberta, as duas passando a operar em conjunto, durante uma hora, € 


então a tomeira T1 foi fechada. De quanto tempo precisará para terminar sozinha de encher 0 
tanque? 


Exercícios | 


ЕЗ 1 | 
q ) Um tanque possui duas torneiras, capazes de enchélo em 8 e i ait 
respectivamente. Inicialmente é aberta somente a primeira torneira, e depois que O tanque € 


- - L a 
50% cheio, abre-se a segunda torneira, que opera junto com a primeira. Quanto tempo 
necessario para encher o restante do tanque? 
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“as [*) A e B trabalhando | A г. 

135) (12 € ., 4Dananco juntos aram um campo em 10 h MA ERES 
gabalho em 12 horas, e A sozinho faz o mesmo trabalhe | oras. 

C juntos faráo o mesmo trabalho? dics 


А e C fazem o mesmo 
20 horas. Em quanto tempo Ё e 


E36) A pode fazer um trabalho em 10 dias, B em 2 
12 dias. А e B trabalhando com ajuda de C ` Hercules XVI 


fazem О mesmo trabalho em 4 dias. Em quáñito _ 
tempo С trabalhando sozinho faz o === [EE 


mesmo = 
trabalho? = == 

= Sata Р; 
ЕЗ7) A e B trabalhando juntos constroem um Es e mo. I 
muro em 12 dias. A e C juntos fazem o mesmo BO unm 
trabalho em 15 dias, e Be C juntos levam 20 „ 3 ii A i 
dias. Em quanto tempo os três trabalhando juntos УД Hü 


2 ? . БЭР? 
farão o mesmo trabalho ? Diagrama de motor aeronáutico 


E38) A e B juntos constroem um muro em 12 dias, A e C fazem o mesmo muro, trabalhando 


juntos, em 15 dias, e B e C fazem o mesmo muro juntos em 20 dias. Quanto tempo levaráo 
para fazerem o muro, trabalhando juntos? 


E39) Um tanque tem duas torneiras. Usando apenas uma delas, o tanque pode ser cheio em 6 
horas a menos que se for enchido pela outra. Usando as duas torneiras juntas, o tanque é cheio 
em 4 horas. Determine o tempo que cada torneira leva para encher o tanque. 


E40) Uma secretária А leva 6 minutos a mais que uma secretária B para digitar 10 páginas de 
texto. Se elas trabalharem juntas, levarão apenas 8 min 45s para digitar as 10 páginas. Quanto 
tempo cada secretária levará, sozinha, para digitar essas 10 páginas? 


Problemas de espaço, tempo e velocidade 


Muitos problemas simples de cinemática (estudo dos movimentos na fisica) são na verdade, 
problemas do primeiro grau, que usam a equação: 


Espaço 
Tempo 


Velocidade = 


Se usarmos para essas três grandezas as letras V, E e T, esta fórmula pode ser escrita de várias 
fórmulas algebricamente equivalentes: 


ү-5, r-E, E=V.T 
T V 


escrita de formas diferentes. A partir de qualquer delas 


Note que todas são a mesma formula, ualqu 
chegamos às outras por manipulação algébrica. Observe que esta fórmula só é válida para 


. р ni aria com o tempo, os cálculos são mais 
velocidades constantes. Quando a velocidade vari: ро, 


| :ontet curso superior (cálculo diferencial e 
complexos, muitas vezes necessitando de conteüdos do p ( 


integral). 


Exemplo: 

Um automóvel percorre uma estrada 60 
parte do mesmo ponto de onde partiu o prin я 
tempo о segundo veículo ultrapassará 0 primeiro: 


km/h. Depois de uma hora, um segundo automóvel 
primeiro, em sua direção, a 90 km/h. Em quanto 


y 
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Solução: T 


A primeira coisa a fazer é pensar e entender o problema. A seguir, fazemos um desenho 
senho que 
representa o ocorrido: R- 


> 90 km/h > 60 km/h 


60 km 


Aqui é preciso apresentar dois valores fisicos que permitirão a resolução do problema: 


1) Quando o segundo carro começou a andar, a distância entre eles será de 60 km. pois q 
primeiro carro ја terá andado 1 hora com a velocidade de 60 km/h. e pela fórmula 


E = УЛ, temos V = 60 km/h e T = 1 h, resultando em E = 60 km. 


2) A velocidade de aproximação dos carros é a diferença entre as velocidades dos carros. cu 
seja, 90 km/h — 60 km/h = 30 km/h. 


Agora podemos calcular o tempo para que o segundo carro alcance o primeiro, pela fórmula 


Т= ЕУ. 
T = 60 km / 30 km/h = 2 h. 
Resposta: O segundo carro alcançará o primeiro em 2 horas. 


Um tipo de problema clássico é o do barco que navega em um rio. Quando um barco navega 
em um rio, sua velocidade em relação à terra é influenciada pela velocidade da correnteza. Por 
exemplo, se a correnteza corre a 2 km/h, basta o barco ficar parado em relação ao rio e ser 
levado pela correnteza. Desta forma o barco correrá 2 km/h em relação à margem, mesmo 
com o motor parado ou sem remar. 


Se o barco mover-se em relação ao rio, sua velocidade em relação à margem aumentará. Por 
exemplo, remando rio abaixo (a favor da correnteza) a 5 km/h em relação à água, o barco 
andará a 7 km/h em relação à margem (considerando a correnteza a 2 km/h). 


Se o barco mover-se a 5 km/h rio acima, ou seja, contra a correnteza, sua velocidade efetiva, 
em relação à margem, será de 3 km/h (5 km/h - 2 km/h). 


Resumindo, a velocidade de um barco é somada com a velocidade da correnteza, quando 
navegando rio abaixo, e é subtraída da velocidade da correnteza, quando remando rio acima. 


Exemplo: : 
Um dia vocé foi andar de canoa em um rio. Vocé verificou que o rio corre a 2 km/h. des 
navega correnteza abaixo uma distáncia de 10 km no mesmo tempo que navegaria BEER 
acima, determine a velocidade na qual sua canoa andaria em água parada. 


(A)3kmh — (B)O5kmh (C)5 km/h (D)lkmh  (E)2km/h 
Solucáo: | 


e i á à ad 
Os dados do problema nos permitem concluir que a velocidade efetiva (em relacáo à terra) 
abaixo, é 5 vezes maior que a velocidade rio acima, pois: 
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«dade rio abaixo:  VF=10km/T 381 
ДЭР dade rio acima: VC=2 km л 


: de 10 km rio abaixo e 2 km ri : 
$ trajetos 4 rio acima são fei 
x do. Logo, VF = 5.VC (espaço = velocidade x da 


tos no mesmo T, segundo o 


enuncia mpo) 

do rio abaixo, a velocidade do ba: 
Navegant“ a : rco (VB) soma-se à ; : 
Navegando по acima, a velocidade do barco 6 subtraída da a E do rio Яо 

o rio, que é /h. 

рлйо, chamando de x a velocidade do barco: 
Х T 2 = 5.(х ER 2) 
x + 9 = 5x = 10 
4x=12 
x=3 


De fato, rio abaixo ficamos com 3 km/h + 2 km/h = 5 km/h 


Rio acima ficamos com 3 km/h - 2 km/h = 1 km/h 
Resultando em VF =5.VC 


Resposta: (A) 3 km/h 


Exercícios 

ЕА1) () Dois trens em partem de um 
mesmo tempo, na mesma direcáo mas em 
linhas diferentes, horários diferentes е 
velocidades diferentes. O primeiro trem 
arte ás 2 horas com velocidade de 80 
km/h. Аз 2:30 parte um segundo trem, na 
mesma diregáo, com velocidade de 120 
km/h. A que horas O segundo trem 
ultrapassará o primeiro? 


exceto que às 2:40 o primeiro 


E42) (*) Repetir o problema anterior, nas mesmas condições, 


trem faz uma parada de 20 minutos. 


ar a 40 km/h leva duas horas a 


E43) Para percorrer uma certa distáncia, um trem capaz de and levat 
a mesma distáncia. Calcule a 


menos que um ошто trem que anda a 30 km/h para percorrer 
distáncia, 
o de 240 km/h a uma certa velocidade. Sua 


otente, 20 km/h mais rápido, e o tempo de 
antes e depois da troca da 


ie Um trem fazia diariamente um percure 
Ocomotiva foi trocada por um modelo mais poten 
Viagem foi reduzido em 1 hora. Quais eram аз velocidades do trem, 
locomotiva? 

distância de 2 km e retomou 20 


іо uma 
pen za anda a 2 km/h, a qual 


E45) U 
m atleta correnteza 
remou contra a h 24 min. Se a corrente 


xs j de partida em um tempo total de 2 
Ocidade, em relação à água, que ele remou? 
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FG) (`) Dois trens partem no mesmo insl 
km/h, e outro da cidade B para a cidade A, 
Em quanto tempo os trens se encontrarão? 


acima e volta os 24 km em um total de 5 horas 


E47) Um barco faz um percurso de 24 km rio оййайе zio ap 
a velocidade rio i 
a velocida abaixo, Qual é , 


Sua velocidade rio acima é 4 km/h mais lenta que 
velocidade do barco rio abaixo? 


(N)8knyh — (B)96kmA —(C)!LGknyh (0) 12 km/h (E) 13.6 km/h 


água parada, Num rio cuja corrente flui a 10 
torna, Encontre a razáo entre o tempo 
parada. 


E48) Um barco tem velocidade de 20 km/h em 
km/h, o barco viaja uma certa distáncia rio abaixo e re 
da viagem de ida e volta e o tempo que levaria em água 


(MB (уз (C34  (D)43 (054 (F) Nenhuma dessas 
em de 260 km em um dia chuvoso. Na primeira parte do 


a 10 km/h por que a chuva ficou 
qual foi a distáncia viajada a 10 


E49) Uma familia fez uma viag 
percurso, andaram a 50 km/h, então tiveram que reduzir par 
muito intensa. Se o tempo total da viagem foi de 6 horas, 


km/h? 
(A)5km — (B)lOkm (С) 15ка (D)20km (Е) 25 Кт 


250) (*) Carla dirige da cidade A para a cidade B a 45 km/h. Chegando em B, lá permaneceu 
por 10 horas, e entáo retornou para А a 75 km/h. Se o tempo total da viagem, da saída de A 
até a chegada a A foi de 50 horas, qual é a distáncia entre as duas cidades? 


(A) 1190 km (B) 1173 km (C) 1175 km (D) 1160 km (E) 1125 km 


Problemas de misturas 


Este é mais um tipo de problema bastante comum em provas de concursos. Misturas 
envolvendo álcool e gasolina, misturas envolvendo água e ácido, com diferentes 
concentrações, misturas de substâncias em geral. Existem até problemas envolvendo misturas 


de jujubas com cereais. 


Toda mistura de substâncias tem um parâmetro 
chamado concentração, que é uma relação entre 
os dois ingredientes (eventualmente podem ser 
mais de dois). Por exemplo, uma mistura com 
20% de álcool e 80% de gasolina, ou uma mistura 
de 10% de ácido com 90% de água. Tipicamente, 
os problemas abordam uma mistura inicial, com 
uma determinada concentração, que é 
adicionada a outra mistura, ou somente um 
ingrediente puro da mistura original, e pedem a 


| 
| 
concentracáo da nova mistura. | 
Exemplo: 
Quantos litros de água pura devem ser adicionados a 5 litros de uma mistura de água е ácido à 
20%, pare resultar em uma nova mistura de арпа com ácido a 10%? 
Solução: 
Primeiro temos que calcular as quantidades de água e ácido na mistura original 
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5 L ácido e арпа a 20%, significa que o componente 
total. А água é o componente neutro, que serve 


ativo, que é o ácido, corresponde a 20% do 
apenas para diluir o ácido. 
5 L da mistura = 0,2. 5 = 1 L de ácido 

0,8 .5 = 4 L de água 


ir adicionam itr А š 
A seguir Os x litros de água pura, ficando com uma nova mistura, contendo: 


1 L de ácido 
(4 + x) L de água 
Volume total da mistura: (5 + x) litros 


O problema exige que a nova mistura tenha 10% de ácido. Já contatamos que temos ao todo | 
L de ácido e (x + 5) litros de água. Então: 


| 


21095 20.1 
x+5 
10 -1 
x+5 
x+5=10 
x=5 


Portanto devemos adicionar 5 L de água pura á mistura para que resulte em uma nova mistura 
com concentracáo de 10%. 


Resposta: 5 L 


Neste problema, se partimos da solucáo a 20% e queremos uma nova mistura com 
concentração menor, adicionamos água. Se quisermos obter uma nova mistura com 
concentração maior, devemos adicionar mais ácido. 


Esta solução tem apenas um problema: estamos supondo que os 20% de ácido citados referem- 
se a 20% de volume (1 L de ácido em 5 L de solução), mas isto nem sempre está correto. 


Exemplo: CN 2009 


O combustível A é composto de uma mistura de 20% de álcool e 80% de gasolina. O 
combustível B é constituído exclusivamente de álcool. Um motorista quer encher 
completamente o tanque do seu carro com 50% de álcool e 50% de gasolina. Para alcançar o 
seu objetivo colocou x litros de A e y litros de B. A razão x/y é dada por 


(А) 53 (В) 3/5 (C)2/5 (D)52 (E) 3/2 


Solucáo: 

Este a problema do primeiro grau totalmente diferente. Sáo sugeridas duas incógnitas, x e 
y, que sáo respectivamente, o número de litros do combustivel A e do combustivel B. Uma 
equação é obtida a partir do fato de que a mistura final deverá ter 50% de álcool e 50% de 
gasolina. A segunda equação... não é dada! Teria que ser dada por exemplo, a capacidade 
total do tanque, teríamos então x + y = capacidade, mas essa informação não é fornecida. Em 
compensação, o problema não pede explicitamente x е y, mas sim, a razão entre x e y. 


i 
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Calculemos a composicáo de x litros de A e y litros de B: 


x litros de A = x.0,2 litros de álcool + x.0,8 litros de gasolina 
y litros de B - y litros de álcool 


Entáo um mistura de x litros de А e y litros de B terá: 


Álcool: 0,2x * y 
Gasolina: 0,8x 
Para дие composicáo final tenha 50% de álcool e 50% de gasolina, é preciso que essas duas 


quantidades sejam iguais. 


0,2x + y = 0,8x 


пао é preciso determinar os valores de x e y, mas 


Note que com as informações do problema 
nferir o resultado. Tomemos uma mistura de 5 


sim, a razáo entre x e y. Passemos entáo a co 
litros de A e 3 litros de B (que satisfaz a x/y = 5/3). Teremos entáo: 


Álcool: 0,2.5 +3 = 4 
Gasolina: 0,8.5 = 4 


De fato, esta combinação resulta em quantidades iguais de álcool e gasolina. 


Resposta: (A) 5/3 


Este é um tipo de problema do primeiro grau que pode ser esperado em provas atuais. О 
problema induz o aluno a procurar dois valores, x e y, entretanto é impossível descobrir os 
valores exatos, pois nào é dada a capacidade do tanque. Mas devemos lembrar que uma coisa 
é a solução do sistema, outra coisa é a solução do problema. Para chegar à solugáo do 
problema, apenas calculamos a razão entre x e y. Mesmo que x e y não possam ser 
determinados a partir dos dados fornecidos, a sua razáo x/y pode perfeitamente ser calculada. 


A capacidade de resolver problemas do primeiro grau dependerá da habilidade do aluno em 
converter as informações dadas em equações. 


Recomendamos que seja usado um método um pouco diferente, e mais fácil de ser usado. Ао 
invés de lidar com a quantidade das duas substâncias, lidamos com dois outros valores: O total, 
e a quantidade de uma das substâncias. Por exemplo, se temos misturas de ácido e água, sal e 
água, glicose e água, escolhemos respectivamente as substáncias ácido, sal e glicose, já que ? 
água nada mais é que o solvente. No exemplo citado de álcool e gasolina, temos duas 
misturas”: 


A: Gasolina + álcool 
B: Alcool 


ын exemplo; tanto o álcool quanto a gasolina serem importantes, vamos escolher, 
do ara i álcool a solvente”, e a gasolina como “substância principal”, apena 
E de vista matemático. O motivo de propormos este método é que nào teremos que 

Р par com as unidades (ex: as porcentagens se referem a peso ou а volume?). 
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Escolhendo este caminho evitaremos problemas relativos às unidades usadas, como será 
explicado mais adiante. 


No referido problema do Colégio Naval, temos, de acordo com o enunciado: 


Mistura A: 80% de gasolina, entáo do volume x, temos 0,8х de gasolina. 
Mistura B: 0% de gasolina, pois é álcool puro. 


Formamos entào uma tabela onde indicamos as misturas A e B, e a mistura total. Preenchemos 


para cada uma delas a quantidade da substáncia dissolvida (no exemplo, convencionamos ser 
a gasolina) e a quantidade total. 


Mistura A Mistura B MA + MB 


Gasolina: [ 08x То Toen 
о x [у [ху] 


Vejamos como foram preenchidos os valores da tabela. A linha inferior mostra as quantidades 
de misturas À e B, que são respectivamente x e y (o problema pede a relação entre x e y). A 
quantidade total será a soma das duas quantidades, x + y. A linha relativa a “gasolina” mostra 
as quantidades de gasolina nas duas misturas. A mistura A tem 80% de gasolina, entáo a 
quantidade de gasolina será 0,8 x. A mistura B náo tem gasolina. O valor MA + MB é igual à 
soma das quantidades de gasolina nas duas misturas, ou seja, 0,8х + 0, porém é também igual 
a 50% da mistura total, ou seja, 0,5 (х + y). Temos então: 


0,8 x = 0,5 (x + y) 
0,8x=0,5x+0,5y 
0,3x=0,5y 
хуу = 5/3 


А vantagem em resolver o problema desta forma ё que nào precisamos saber qual ё o critério 
escolhido para definir a concentracáo, se é volume (L ou mL) ou se é massa (kg ou g). A rigor 
o problema deveria fornecer esta informação, mas caso não forneca, o critério da resposta será 
o mesmo critério do enunciado. 


Resposta: (A) хуу = 5/8 
Exemplo: CN 82 


Os minérios de ferro de duas minas X e Y possuem, respectivamente, 72% e 58% de ferro. Uma 
mistura desses dois minérios deu um terceiro minério possuindo 62% de ferro. A razão entre as 
quantidades do minério da mina X para o da mina Y, nessa mistura, é: 


(A) 14: (B)L2 (C)05 (D)02 (Е)04 


Solução; 

Note que no problema de álcool/gasolina, usamos uma resolução baseada em proporções de 
Volumes, ou seja, que 20% de álcool significa 20% de volume de álcool (1 litro de álcool na 
solução total de 5 L). Este problema de minério não se refere ao volume de ferro, mas som, à 
Massa (que é proporcional ao peso) de ferro em relacáo ao peso total da mistura. Isto está 
implícito, pois sendo um material sólido, as concentrações são topicamente indicadas em 
relacáo ao peso (proporcional à massa). Vamos portanto montar uma tabela similar à usada no 
Problema da gasolina, considerando que o ferro está misturado à impurezas (terra, etc.). 
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A tabela foi preenchida de acordo com os dados do problema. Tomemos quantidades x e y 
e 


das minas X e Y, respectivamente. A quantidade total de minério шээж ын нэн Ес será 
(x + y). А quantidade de ferro da mistura final será igual 88 жү оа : ас p e ferro 
extraidos das duas minas (0,72x + 0,58y), mas também é igua a | : à (x y) já que o 
problema pede que a concentração da mistura final seja 62%. Ficamos entào com : 


0,72x + 0,58y = 0,62 (x + y) 
0,72x + 0,58y = 0,62x + 0,62y 
0,10x = 0,04y 

x/y = 0,04/0,10 = 0,4 


Resposta: (E) 0,4 


Exemplo: 
Quantos gramas de uma solucáo de 75% de ácido devem ser adicionados a 36 gramas de uma 
solucáo de ácido a 50% para produzir uma solugáo com ácido a 60%? 


(A)36g (В) 245 (C)18g  (D)30g 


Solucáo: 

Observe que este exemplo trata de uma solucáo de água com ácido. Tipicamente usamos 
volume para quantificar líquidos, mas também pode ser usada massa, como neste exemplo. 

O problema pede a quantidade em gramas, da primeira solução, a ser utilizada (chamaremos 
de x). Usemos portanto a tabela: 


Solucáo 1 Solução 2 S1 + S2 
Ácido: 0,5 . 36 = 18 0,75x + 18 = 0,6 . (x + 36 
Tota: | x d 36 |  —  x*36 | 


As quantidades indicadas na segunda linha sáo, respectivamente, x, 36 e (x * 36), pois x ёо 
valor pedido pelo problema (a quantidade da primeira solução), os 36 gramas da solução 2, e 
a soma dessas duas quantidades, (х + 36). 


As quantidades de ácido em cada solugáo sáo obtidas multiplicando a quantidade de cada 
solução, pela respectiva concentração (75% para a primeira e 50% para a segunda). 


A mistura final nos dará a equação que permitirá encontrar x. A quantidade de ácido é igual à 


soma das quantidades de ácido nas duas solucó 
: сбез (0,75x + 0,5.36 niei a 60% 
da quantidade da mistura final (0,6.(x + 36) ), o Sd nos даа du ios шал шин 


0,75x + 18 -0,6 (х + 36) 
0,75х + 18 = 0,6x + 21,6 
0,15x = 3,6 

x = 24 


Resposta: (В) 24 g 


Scanned by CamScanner 


————— oc 


capítulo 10 - Problemas do primeiro grau 
Exemplo: 8 
quantos litros de uma solugáo de sal a 4% 


deve 

ы À К : “vem s 
sal a 12% para se obter uma solução de er 
ye » 


sal a 10%? adicionados a 24 L de uma solucáo de 


Este problema mostra como pode se _ 
porcentagem em peso ou em volume, Nesse caso HL н da concentracáo, se é uma 
entretanto a quantidade de solução é dada em litros É az sentido falar em volume de sal, 
uma solução de sal a 10% correspondem a 9 | : É errado por exemplo que 20 litros de 
química, quando mistura-se uma substáncia sólida com uma liquid Nin 
gL ou g/mL. Neste problema isto não está cl Iquida, a concentração é dada em 
yrofessores de matemática, alhe a шаа iu в os 
, am о critério para 
88 nas misturas. Na maioria das funa 


г complicada a 


Solução: 
Usemos a tabela de quantidades das misturas envolvidas: 


Solução 4% Solução 12% Solução final (10% 


Sal: [ 0,04х 0,12.24=2,88 | 0,04x 288 - O1. (x + 24 
Total: 


A segunda linha mostra as quantidades das soluções, que são, respectivamente, x (valor 
pedido pelo problema) e 24 L. O último valor é a soma das quantidades, x + 24. A primeira 
linha mostra a quantidade de sal em cada solução. Na primeira solução, temos 4% de x (0,04x), 
na segunda temos 12% de 24 L (2,88g), e o último valor dá a quantidade de sal na solução 
final. É igual à soma das quantidades de sal vindas das duas soluções (0,04x + 2,88), mas 
também é numericamente igual a 10% do volume da solução final (0,1. (x + 24)). Ficamos 
então com: 


0,04x + 2,88 = 0,1 (x + 24) 
0,04x + 2,88 = 0,1х + 2,4 
0,06x = 0,48 

x=8 


Resposta: 8 litros 


; “4% de sal”, se está se referindo a 
Observe que o problema não deixou claro o que representa , 


резо ou volume. Мао importa, o dispositivo de resolução pela tabela dará uma resposta 


autor da questáo tinha em 
coerente com o enunciado, seja lá qual for esta porcentagem que O q 


mente, 


Exemplo: 
Quantos litros de um solvente que custa R$ 80, 


um outro solvente que custa R$ 25,00 por litro p 
36,00 por litro” 


00 por litro tem que ser misturado com 6 L de 
ara resultar em um solvente com custo de R$ 


Solução: 


Este ë um tipo de problemas de mistura men 
(incógnita) a R$ 80,00 por litro, então seu custo será 


licado. A primeira mistura tem x litros 
o5 e A segunda mistura tem 6 litros a R$ 


ПОН. 


P. 
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25,00 por litro, entáo Isto custará 6 . R$ 25,00 
custo por litro deve ser R$ 36,00, então o custo total 
Agora basta igualar à soma dos custos das duas misturas, 


R$ 150,00, А mistura final terá x t GO litros, ep 
da mistura será (xt 6).36 = 36x + 916, 
com o custo da mistura resultante: 


80x + 150 = 30x + 216 
44x = 66 
Х = 1,5 


Resposta: 1,5 litros 


Exercícios 

E51) (*) Luís é um estudante de química que precisa 
produzir uma solução de ácido acético a 10% para 
um experimento. Ele verifica que só tem 
disponíveis, soluções a 5% e a 20%. Ele decide fazer 
a solução a 10% misturando as duas soluções 
disponíveis. Quantos litros da solução a 5% devem 
ser misturados a 8 litros da solução a 20% para obter 
uma solução a 10% de ácido acético? 


(HET Е 
Заг L (B) 32 1. (C) 16 L (D) 85 L Biotecnologia 


E52) Quantos litros de álcool devem ser adicionados a 24 litros de uma solugáo de álcool a 
14% para resultar em uma solução de 20% de álcool? 


E53) Quantos gramas de ácido puro devem ser adicionados a 40 g de uma solução de ácido a 
40% devem ser adicionados para produzir uma solugáo de ácido a 50%? 


E54) Um tanque contém 1000 litros de uma solugáo de 40% de ácido. Quanta água deve ser 
adicionada para que resulte em uma solugáo de 30% de ácido? 


E55) Uma solução A tem 50% de ácido, e uma solução B, 80%. Quanto deve ser misturado de 
cada solução para formar uma 100 ml de uma solução de ácido a 68%” 


E56) Uma indústria farmacéutica tem duas misturas de xarope, sendo uma pura e outra a 80%. 
Quanto deve ser usado de cada uma para fabricar 150 L de xarope a 92%? 


E57) (*) Uma tinta contém 21% de corante verde vai ser misturada com outra tinta que contém 
15% do mesmo corante. Quantos litros devem ser usados de cada uma, para formar 60 1 de 
uma tinta com 19% de corante verde? 


E58) Qual o volume de água deve ser eliminado por evaporação, de uma solução de 50 1 de 
água com sal a 12%, para resultar em uma solução de sal a 15%? 


E59) Quantos gramas de água pura deve ser misturada a 50 g de uma solugáo de ácido a 50% 
para formar uma solugáo de ácido a 30%? 


E60) Um chá com 30% de camomila deve ser misturado com outro que contém 20% de 


camomila, para formar 10 kg de um chá com 22% de camomila. Quais quantidades de cada 
chá devem ser usadas? 
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Este é mais um tipo de problema di 
algébricas, apesar de ser um assunto q 
aplicações financeiras quanto nos em 
capital de R$ 1000,00 com juros de 1% ao mês signifi 

, шса que а 


do valor tomado emprestado. Сото 1% 00 s; 
aumentará este valor, ou seja, ao final do prim UU são R$ 10,00, а cada més a dívida 
e 


segundo serão R$ 1020,00, no terceiro serão R$ мын més a divida estará em R$ 1010,00, no 


“ээг е quando em “ хаа 
seja, faz uma aplicação. q alguém “empresta dinheiro ao banco”, ou 


Este tipo de juros é chamado de “juros simples” 
cada mês. Na vida real são usados os “juros 
mensal depende da soma entre o capital aplica 
(“juros sobre juros”). Para trabalhar com juros compostos é preciso usar uma calculadora, pois 
as fórmulas são mais dificeis de usar que a dos juros simples. Por isso, apesar de não ser o tipo 
mais comum na vida real, os juros simples são os mais usados em provas e exercícios. 


› € Sua característica é um aumento constante a 
n . А 

compostos”, e a diferenca é que o aumento 

do e os juros adicionados nos meses anteriores 


Existe uma famosa fórmula que calcula o valor dos juros simples acumulados, levando em 
conta um capital Co, uma taxa i e um tempo t. 


J= Co.i./100 


E 
100 


Nesta fórmula, Со é o capital emprestado, ou aplicado, i representa a taxa de juros, 
considerada de O a 100. Daí existe o denominador 100, para fazer a correção. Por exemplo, 
20% se transforma em 0,2 devido a este denominador 100. Finalmente, t representa o tempo, 
na mesma escala que O usado na taxa de juros. Por exemplo, se a taxa é um certo valor 


mensal, o tempo deve ser medido em meses. 


Exemplo: 
Calcular o valor dos juros de um 
taxa de 1*6 ao més. 


empréstimo de R$ 1000,00, por um período de 6 meses, a 


J = 1000.1.6 ps 60,00 
100 


ital inici s juros: 
O valor a ser devolvido é igual ao capital inicial somado aos j 


R$ 1060,00 , 
alor dos juros Se quisermos calcular o valor total a ser 
valor . 


Esta fórmula calcula apenas О е аи 
devolvido, basta somar o capital inicial com os juros no р 


Ч 


4 
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Exemplo: CN 93 


ll 
А que taxa de juros simples, em porcento, де ano 
que no Ёш de 6 anos e 8 meses, duplique de valor. 


eve-se emprestar UM certo capita] par 
` ` q 


(А) 10 (B)i2 (C)15 (D)18 (BD 


Solução: | 
Como os números envolvem fração de ano, esta | 
para depois multiplicar por 12. Para que O capital duplique 
período sejam iguais ao capital, ou seja: 


o em meses, podemos calcular a (ах 


RI mens; 
: Ў Sa 
de valor. ë preciso que | 


OS juros nq 


J = Co = Coit/100 
i.t = 100 
Fazendo t = б anos e 8 meses = 80 meses, temos: 


i.80 = 100 
i = 1,25 porcento ao mës. 


Para converter para juros anuais, basta multiplicar por 12: 


125 x 12 = 15 
Ou seja, 15 porcento ao ano. 


Resposta: (C) 15% ao ano. 
Exemplo: CMM 2012 


]оао, Maria e Antónia tinham juntos R$ 100.000,00. Cada um deles investiu sua parte por um 
ano, com juros de 10% ao ano. Depois de creditados seus juros no final desse ano, Antônia 
passou a ter R$ 11.000,00 mais o dobro do novo capital de Joào. No ano seguinte, os trés 
reinvestiram seus capitais, ainda com juros de 10% ao ano. Depois de creditados os juros de 
cada um no final desse segundo ano, o novo capital de Antónia era igual à soma dos novos 
capitais de Maria e João. Qual era o capital inicial de João? | 


(A) R$ 20.000,00 (В) R$ 22.000,00 (С) R$ 24.000,00 (D) R$ 26.000,00 (Е) R$ 28.000,00 


Solugào: 
O problema é fácil, mas tem que ser feito com atenção. A primeira coisa a observar é que um 
capital C, investido por um ano a juros de 10% ao ano, resultará em 1,1 C: 


C = Со(1+ 14100) = Co (1 + 10.1/100) = 1,1.Cp 
Fazendo um novo contrato, por mais um ano, o valor será novamente multiplicado por DE 
ao final deste segundo ano será: 


LLC E 51,21 6, 


Chamando os capitais de José, Maria e Antónia de j. m e a, teremos: 
Capitais iniciais: j, m, a, sendo que j ^ m + a = 100.000 

Ao final de 1 ano os capitais serão 1,1}, 1,1m e l,la 

Ao final de 2 anos os capitais serão 1,21}, 121m e 1,014 


ERAS 
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Ао final de 1 ano, Antónia passou 
2 1,Ја = 11.000 + 2.1,1) 


ater R à 

1 ter R$ | 1.000,00 Mais c dobro do novo capital de João; 
Ao final do 2º ano, Antônia 
3 121a = 1,21m + 1,21j 


assou a ter - 4 А 
р ter a soma dos novos capitais de Marta e João 


Ficamos então com um sistema de 3 equações com 3 incógnitas: 
a +j кл! Зан 100.000 

1,1a = 11.000 + 2.1,1j 

1,21a = 1,21m + 1,21 


Simplificando a segunda equação por 11 e a terceira рог1,21, temos: 


a + j + m = 100.000 
a = 10.000 + 2j 
a=m+j 


Somando a primeira coma terceira: 

2a = 100.000 

a = 50.000 

Substituindo na segunda: 

50.000 = 10.000 + 2j 

j= 20.000 

Substituindo a e j na primeira equação: 
50.000 + 20.000 + m = 100.000 

m = 30.000 


Resposta: 

Os valores dos capitais originais são: 
Antonia; R$ 50.000,00 

Maria: R$ 30.000,00 

João: R$ 20.000,00 


Exercícios 


3 : : ^ anc ` somavi 
E61) (*) Um individuo fez dois empréstimos bancários que somavam o y 


$100.000,00. O primeiro empréstimo foi feito com uma taxa de 10% ao 
Uma taxa de 6% ao 


Quanto foi a р 


alor total de 


ano, e o segundo com 
ano. Depois de um ano, o individuo quitou o valor total, de R$ 107.600,00. 


arte do empréstimo original a 10% anuais? 


(A) 20.000 — (B) 30.000 (C) 40.000 (D)50.000 (E) 60.000 


E62) Um total de R$ 9.000,00 é investido, pane a 
Uma taxa de 10% ao ano e a parte restante a 12% ao 
апо. O rendimento total depois de 1 ano foi R$ 


1.030,00. Quanto foi investido a cada taxa? 
E63) (5) 
Um ano 
investid 
investid 
duas ta 


José recebeu um total de R$ 900,00 em 
com seus investimentos. Se R$ 7.000,00 foi 
O à uma certa taxa, e R$ 9.000,00 foi 
9 com uma taxa 2% maior, encontre as Mercado financeiro 
Хаз de investimento. 


| : 
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E i % és, durante 3 - Аср, 
E64) Qual ё o capital que aplicado a juros de 4% ao més, durante 3 ano; е meio St 
um capital total de R$ 2280,00? 


> "Sula 
8 


; is 8 4 : 
E65) Qual é o capital que vai render R$ 280,00 em dois anos e meses, aplicado 438, 


0 тёр 
E66) Qual é a taxa mensal de uma aplicação por 8 meses, na qual um Capital de R$ | 


renderá R$ 80,00 ? 
E67) Qual é o capital que, aplicado a 6% ao ano, renderá por més juros de R$ 100,00» 


E68) (*) (CN) Certa quantia foi colocada a juros, à taxa de 5% ao ano, dur 


^ ë ante 3 ano 
montante foi entáo aplicado a juros de 6% ao ano, durante mais 5 anos. O novo montant, “Se 
RS 14.950,00. Qual foi o capital inicial? ê de 


E69) (CN) Um capital foi colocado à taxa de juros fixa em 3% ao ano. No final d 


retirado todo o montante, que se acrescido de 20% do seu valor é igual a R$ 1.854 
capital inicial? 


е lano foj 


00, Qualo 


E70) (*) (CN) Uma pessoa empregou todo o seu capital da seguinte maneira: metade a 4% ap 
ano; um terço foi a 10% ao ano e a parte restante a uma taxa, tal que o seu rendimento total no 
fim de um ano, foi de 7 1/3 % do capital. Qual é essa taxa? 


Problemas do segundo grau 


O presente capítulo trata sobre problemas do primeiro grau. A resolução desse tipo de 
problema recai em equações ou sistemas do primeiro grau, ou então em técnicas aritméticas 


que dispensam o uso de equações, como é o caso dos problemas sobre frações, razões e 
proporções, juros e outros tópicos da aritmética. 


Existem problemas que não recaem em equações ou sistemas do primeiro grau, mas sim, em 
equações ou sistemas mais complexos. Os capítulos seguintes abordarão tais problemas, mas 


no momento daremos apenas o exemplo de um problema do segundo grau. Traz esse nome 
porque recai em uma equação ou sistema do segundo grau. 


Exemplo: 
Encontrar dois números conhecendo sua soma, 13, e seu produto, 40. 
Solução: 


: : xe} 
Este € um problema de segundo grau dos mais simples. Chamemos os números de 
então formamos o sistema: 


| x+y 13 
x.y = 4) 
Não é um sistema line 


podem ser aplicados 
obtida, pois nem tod 


. acho) 
-— iminaç 
(comparagáo, substituição, eli não 9 
- ег‹ 
alguns casos а solução „ие caso: 
ido algebricamente. No no 


аг, mas os métodos de resolucáo 
em qualquer tipo de sistema. Em 
O tipo de expressão pode ser resolv 
x=13-y 

(13 - y).y = 40 

y? - 13y+40=0 
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ímos em uma equaçã 
ps ás Ыл B segundo grau, que pode ser resolvida pelo método de "soma e 
roduto : 8 que, a sua soma vale 13 e o produto 40. Se fatorarmos esta 
expressão ficamos com: : ын 


(y-5.6-8 =0 


Este produto somente será zero se um dos fatores for zero, ou seja, y pode ser 5 ou 8. Isto 
resultará em respectivamente, X78 ou x = 5. Os números procurados sáo portanto, 5 e 8. 


Note que E a equação por este método nos levou ao início do problema. Entretanto, 
sien - d E d ошто método para resolver a equação, como por exemplo, usar a 
fórm A 28 e resolucáo da equacáo do segundo grau (conhecida no Brasil, erradamente, 
como “fórmula de Bhaskara”). 


Exemplo: (CN 58) 
Um grupo de rapazes ia comprar um rádio de R$ 280,00, com valor dividido em partes iguais. 
Como trés deles desistiram, a quota de cada um dos outros ficou aumentada em R$ 12,00. 


Quantos eram os rapazes?. 


Solugáo: 

Apesar de ser antigo, este tip 
concursos atuais. 

O número de rapazes é uma boa escolha para ser a incógnita 


o de problema é muito típico, e tem sido cobrado em inúmeros 
do problema. Vamos chamar 


este número de л. 


al valor, ou seja, 280/n. Ocorre que 
es ficou aumentado em R$ 12,00. 
o valor original somado a R$ 


Pelo que foi combinado, cada um pagaria uma parte de igu 
trés desistiram, entáo o valor de cada uma das partes restant 
Portanto os n — 3 que sobraram, teriam que pagar, cada um, 


12,00, e o valor total teria que ser igual a R$ 280: 
e-3 + 12) =280 
n 


Fazendo as contas ficamos com: 


(n-3)x (280 + 12n) = 280r 
(n —3)x (70 +3n)= 70n 


70n + 3i? — 210 — 9n = 70n 
Зи? -9n—210=0 
m -3n-70=0 


a solugáo da e 
do ao nervosismo 


outra coisa é a solugáo do 


А equação tem como soluções 
ntram x e marcam logo a 


» ao/sistema. 
Lembre-se que uma coisa é quação/ ° 


ou pressa, enco 


problema, Muitos alunos, devi sg QE СЕ 
resposta. Em questões us envolvem problema, a equação não € O objetivo final, mas uma 
° q q As soluções da equação são —7 e 10, mas devemos eliminar 

ão pode ser negativo. 


ferramenta para chegar à solução» 


à amero de rapazes, que па 
О valor negativo porque £ representa О nume P 


si au. À 
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A resposta é portanto, 10 rapazes. É altamente recomendável fazer uma verificar | 
solução, substituindo o valor encontrado no enunciado do problema, o 
eventualmente detectar erros de cálculo. 


ао desta 
que pode 


10 rapazes iam comprar um rádio de R$ 280,00 Ə cada um pagaria R$ 28,00 
Três desistiram, restaram 7. | 

Cada um terá que pagar mais R$ 12,00 Ə R$ 28,00 + R$ 12,00 R$ 40,00 

De fato, R$ 280,00 dividido por 7 = R$ 40,00 Ə OK! 

Este antigo problema tem caído em inúmeras provas atuais, com históri 


as € mme 
ligeiramente diferentes. 


rog 


Diminuir, subtrair 


Na lingua portuguesa, usam-se de modo impreciso verbos como subtrair e diminuir. Na 

= š 4 Р 55 Р » к 
resolução de problemas, quando indica-se “A é diminuído de В”, ou “A € subtraido de B”, 
qual é a conta correta, A — B ou B - A? 


Quase sempre a dúvida pode ser esclarecida pelo contexto, portanto uma expressão como “A 
salário é diminuído dos descontos” é claramente entendida como Salário — desconto, quando 
pelo português deveria ser dito nesse caso, “o desconto é subtraído do salário”, entretanto isto 


não é respeitado, sobretudo nas questões de matemática, estejam elas em exercícios de livro 
em provas e concursos. 


Note as descrições das palavras citadas no Dicionário Michaelis: 


diminuir 

di.mi.nu.ir 

(lat diminuere) vtd 1 Tornar menor em dimensões, quantidade, grau, Intensidade 
etc.; reduzir a menos; apoucar: Diminuir a despesa, os gastos, a 
velocidade.vint 2 Reduzir-se a menos, tornar-se menor: Meus ganhos 
diminuíram. vtd 3Fazer parecer menos ou menor: O interesse e a boa vontade 
diminuem as dificuldades. vtd 4 Abaixar, abater, deprimir: Isso não lhe diminui o 
mérito. vtie vint 5 Abater-se, decrescer, enfraquecer-se: Através de culturas sucessivas, 
esse micróbio vai diminuindo em virulência. A sua timidez não 
diminuíra. vtd 6 Deduzir, subtrair: Basta diminuir dez. Diminua 9 de 27. vtd 7Tornar 
menos duradouro; abreviar: Os excessos diminuem a mocidade. vint 8Abrandar-se, 
acalmar-se, afrouxar-se: A violência da borrasca diminuiu. vint 9Tender a desaparecer ou 
a extinguir-se: Notava-se que a febre diminuía.vtd 10 Gastar: Os vícios diminuem à 
eficiência. vpr 11 Estragar-se, perder-se: Diminuíam-se as oportunidades, sem serem 
aproveitadas. vint 12Emagrecer: Seu físico definhava, diminuía. vtd 13 Amortecer, 


abrandar: Diminuir o ruído. vtd 14 Adocar: Diminuir o amargor do café. Antôn(acepções 
1, 2, 3, 4, 6,7, 8, 9 e 10): aumentar. 


subtrair 
Sub.tra.ir 


(lat subtrahere) vtd 1 Tirar astuciosa ou frau 


pagamento do respectivo imposto,  subtraiu várias quantias.vtd 2 Furtar, 
surripiar: Subtrair uma carteira. O moleque subtraiu uma maçã ao quitandell^ 
vtd 3 Arrebatar, esconder, ocultar: "Antes folgam de subtrair incentivos à sensualidade P 
Manuel Bernardes). vtd 4 Arit Tirar um número chamado diminuidor, subtraendo р 
subtrativo, de outro chamadodiminuendo ou minuendo; diminuir: Subtrair uma par € 


j 5 
2 aos е lucros as despesas. vtd 5 Deduzir, tirar: Subtrair аши шаар 

anso. vpr 6 Escapar-se, esquivar-se, fugir, retirar-se: ir-se a incómodos 
dificuldades. Subtrair-se à o 2 s Teta ses эшан 


A : 556 
Кара bediéncia. Nào se s ía à defesa do inter? 
público. vtd 7 Fazer desaparece ubtraía à d 


i 0 
r; retirar: Subtraiam irito a recordaçã 
fracassos. vtd 8 Afastar, fazer esca оз do espia 
inevitabilidade da condenação. 


dulentamente: À declaração de rendas, para 


: : or à 
par, livrar: A misericórdia divina subtr ai o pe 
Antón (acepções 4 e 5): adicionar; (acepção 5): J 
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Nota-se que os чарен podem ger usados de vårias formas, mas no seu uso aritmético, о correto 
: como em "diminua 9 de 27" — o cálculo correto € 27 — 9. É indicada também a operação de 
о 


o subtraendo do minuendo (minuendo - subtraendo), o que mostra que a parcela que 


irar Ll & э, . 
a depois da preposição “de” é o minuendo. 
Iti š 


Também no dicionário Aurélio é exemplificado o uso como 
LI ” t .` — 

suas horas de descanso", indicando que a expressáo depois do 

parcela e a expressão anterior, é o subtraendo ou 9% parcel 

E 

A-B. 


“subtrai o tempo de estudo das 
“de” é o minuendo ou primeira 
a, portanto subtrai B de A significa 


O problema é que esta ordem nem sempre é respeitada, e deve prevalecer o contexto. Por 
exemplo, “para saber o lucro, subtrair o ganho das despesas” significa, pelo contexto, lucro = 


canho - despesas, apesar do portugués ser errado. Considere o seguinte problema de 
5 . . 
matemática: 


Qual número é igual ao do seu dobro, diminuído de 15? 


O contexto nào esclarece o que deve ser feito, entào usando a regra do portugués, o correto é: 


х= (15 - 2x) 
Зх = 15 
x75 


De fato, 5 é igual a 10 diminuído de 15 (15 — 10) 

O outro caminho, contrário à regra do portugués, é 
x=2x- 15 

x= 15 

Nessa interpretacáo, significa que 


1572.15 — 15 


Recomendamos o seguinte: obedeca a ordem sugerida pelo contexto, e quando o contexto 


não esclarece, use a regra do portugués correto: “A subtraído de B" é B — A, ou seja, o valor 
que é “subtraído” é o que levará o sinal “—” da subtração. 


Exercícios de revisão 
E71) Determine dois números, sabendo que a diferença deles é 8, e que um é o dobro do 
Outro. 


2) Achar um número tal que seu dobro mais sua metade seja igual ao seu triplo subtraido 
e 10. 


E73) Achar 9 nümero que, somado com sua metade, é igual a 72. 


E74) Dividir 220 em duas partes, de modo que 1/8 da primeira seja igual a 1/3 da segunda. 
E75) 


Uma fração ё equivalente a 2/5. Somando 2 ao numerador e subtraindo 7, ela passa a ter 
9 seu valor original. Determine esta fracáo. 


b. 
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E76) Qual é a Їтасао equivalente a 2/9 cuja soma dos termos é 44 ? 


A 


E77) Qual é o número cujo triplo excede em 30 sua metade? 


E78) Invertendo a ordem dos dígitos de um número de dois digitos, o novo valor será los 
dobro do original, subtraído de 1. Qual é este nümero? Bual ay 


E79) A soma de dois números é 36 e sua diferenga é 1/8 do número menor, aumentado q 
Encontre os números. de y 


ЕВ0) Se adicionarmos 1 ao numerador de uma fração, seu novo valor sera 1/2. 5 
adicionarmos 2 ao denominador, seu valor será 3/5. Encontre a fração. ix 


E81) Um certo nümero, quando dividido por um segundo número, dá quociente 7 e resto 4 
Se o triplo do primeiro número for dividido pelo dobro do segundo número, o quociente é Т 
е o resto ё 4. Encontre os nümeros. 


E82) José comprou 6 laranjas e 3 bananas por R$ 2,10, Maria comprou 3 laranjas e 8 maçãs 
por R$ 4,10, e Carla comprou 6 bananas e 2 maçãs por R$ 1,40. Qual é o preço de cada fruta? 


E83) Achar três números tais que, a soma do primeiro com o segundo seja igual a 35, a soma 
do primeiro com o terceiro seja 32, e a soma do segundo com o terceiro seja igual a 27, 


E84) Achar três números tais que, o primeiro aumentado da metade da soma dos outros dois 
seja 54, o segundo aumentado da metade da soma dos outros dois seja 41, e o terceiro 
aumentado da metade da soma dois outros dois seja 83. 


E85) A soma dos dois dígitos de um número é 11. Se forem invertidas as posições desses dois 
dígitos, o número resultante será 45 unidades menor. Qual é este número? 


E86) Um número de dois dígitos é igual a 7 vezes o valor da soma dos seus dígitos, O 
quadrado desta soma de dois dígitos é igual a 12/7 do número, Qual é este número? 


E87) Determine uma fração irredutível, sabendo que somando 6 ao denominador, ela se toma 
três vezes maior, e que subtraindo 2 do denominador, ela dobra de valor. 


E88) Uma loja de roupas vendeu 200 camisas, com preços de R$ 33,00 e R$ 18,00. O valor 
total das vendas foi de R$ 4.800,00. Quantas camisas de cada preço foram vendidas? 


E89) A soma de dois números é 104. O maior é um a menos que o dobro do número menor. 
Quais são esses números? 


E90) A diferença entre dois números é 15. A soma do dobro do número maior com o triplo 
do menor é 182. Encontre os números. 


ien 5 ЭРГЭЛТ 0 
E91) A soma de dois números é 900. Quando 4% do maior é adicionado com 7% do menor, 
resultado é 48. Encontre os nümeros. 
^ А ‚ seu 
E92) A soma de um número com o triplo do seu sucessor é igual ao quíntuplo do 
antecessor. Encontre este número. 
: : . 0 540 
E93) Num estacionamento existem 100 veículos, entre carros de 4 rodas, e motos. Ao tod 
360 rodas. Quantos sáo os carros e quantas sáo as motos? 
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хи Determine dois nümeros sabendo que sua soma é 14, e o menor deles, quando somado 


„т 20, fica reduzido à metade. 

com 4^ 

gos) Оо nume рашта š CoD por dois algarismos cuja soma é 12. Quando invertemos a 
эмс30 desses algarismos, o número resultante é 75% maior que o nümero original. Determine 
o nümero original 


p06) Dois namena un tais que, о primeiro, ao ser somado com 5, tem seu valor multiplicado 
r 10, e o segundo, ao ser somado com 5, tem seu valor dividido por 10. Determine a soma 
desses dois nümeros. 


E97) Foram construídos para uma decoração, 50 poligonos, entre quadrados e triángulos, 
intalizando 180 lados. Qual é o número de triângulos? 


E98) Um grupo de amigos consumiu em uma lanchonete, 4 sanduiches iguais e 7 refrigerantes, 
totalizando RS 41,00. Um casal de namorados comprou 2 sanduíches e dividiram o mesmo 
refrigerante, pagando R$ 13,00. Determine o preço que um outro grupo pagará por 3 
sanduíches e 5 refrigerantes. 


E99) Um filho nasceu quando seu pai tinha 30 anos. Determine suas idades atuais, sabendo 
que a soma é 72 anos. 


E100) (*) Um número de 3 digitos é igual a 25 vezes a soma dos seus digitos. Se os três digitos 
forem revertidos, a número resultante excede o número original de 198. O digito das dezenas 
é um a menos que a soma dos dígitos das unidades e das centenas. O dígito das dezenas do 


número dado é: 

(2 (B3 (O6 (D)7 (E)5 

El01) Trés torneiras iguais são capazes, cada uma delas, de encher um tanque em 60 minutos. 
Quanto tempo as três torneiras juntas levarão para encher este tanque? 

E102) A pode fazer um trabalho em 3 dias, B em 5 dias, e C em 6 dias. Quantos dias, A, B e 


- А ? : э 
С, trabalhando juntos, realizarão o mesmo trabalho: 


ndentes. A primeira tomeira enche o tanque em 10 


El03) Um tanque tem 3 tomeiras indepe d 
m 32 horas. Em quanto tempo o tanque será cheio, 


horas, a segunda em 24 horas, е a terceira e 
COm as trés torneiras abertas? 


carros cobra R$ 600,00 por semana e mais R$ 1,00 por 


E104 апе 
) Uma арёпсіа de aluguel de gasto de RS 1500,00 2 


quilômetro. Quantos quilômetros podem-se viajar com um 
(A)z0 (8)800 (суо (0) 1000 (E) 1100 
E105) Um automóvel foi vendido por R$ 24.000 após ter sofrido um desconto de 20%. Qual 
“Ta o preço original do veículo? 

(A) R$ 28.800,00 (B) RS 30.000,00 (C) R$ 19.200,00 (D) R$ 32.000,00 (E) R$ 34.000,00 


E106) U as filhos. O mais velo recebeu trés vezes o valor 
m ho 64.000 para seus 1165 i 
recebido ais шин. x m meio recebeu R$ 14.000 mais que 0 шав novo. Quanto 


inheiro recebeu o filho do meio? 
(A) R$ 10.000 (B) R$ 15.600 (C) R$ 19.600 (D) R$ 24.000 (E) R$ 30.000 


4 
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E107) Dois garotos, Carlos e Bernardo, estáo discutindo a respeito de dinheiro) — ^ 


Carlos: - Pode me emprestar R$ 10,00 ? A 

Bernardo: - Não. Já gastei parte dos R$ 10,00 que eu tinha. 

Carlos: - Quanto você gastou? 

Bernardo: - Exatamente 1/4 do que sobrou. 

Carlos: - Bom. Isso deixa você com exatamente de quanto eu preciso 


Quanto Bernardo tem? 


(A)R$7,50 —(B)R$250  (C)R$800 (D) R$2,00 (Е) R$ 6,00 


E108) Uma companhia telefónica tem dois planos, A e B. O plano A custa R$ 4,98 por ma 
mais 7 centavos por minuto. O plano B náo cobra taxa mensal, e cobra 13 centavos S 
minuto. Quantos minutos de chamadas fariam com que 08 planos A e B resultem no по 
custo mensal? mo 


E109) Um ciclista fez um trajeto de 4 horas, sendo que uma parte foi feita a uma velocidade de 
6 quilômetros por hora. A partir de um certo ponto do trajeto aumentou a velocidade para 10 
km/h. Se a distância total percorrida foi de 36 km, em quanto tempo o ciclista fez cada trecho 
do trajeto? 


E110) Como exercício, as irmãs Carla e Ana correm da sua casa até um parque. Carla corre a 
4 km/h e Ana corre a 6 km/h. Quando Ana chega ao parque, Carla ainda tem 2 km para 
terminar o percurso. Qual é a distância entre a casa das irmãs e o parque? 


(A)8km (B)6km (C)9km (D)5km  (E)4km 


E111) Joana comprou um anel em 2000 por R$ 200,00. Em 2005 o anel perdeu 10% do seu 
valor. Em 2010 o anel valia 30% mais que em 2005. Em 2015, o anel perdeu R$ 20,00 do seu 
valor de 5 anos antes. Qual era o preço do anel em 2015, arredondado para um número 
inteiro de reais? 


(AJR$210 (В)Вф214 — (C)R$224  (D)R$209 (Е) R$ 220 


E112) Havia 500 bolas vermelhas e azuis em uma jarra. 1% das bolas eram azuis. Algumas 
bolas vermelhas, mas não azuis, foram retiradas. Agora, 2% das bolas são azuis. Quantas bolas 
ainda estão na jarra? 


(А) 400 (В) 495 (С) 485 (0) 250 (Е) 245 


m de 916 km 4 


Е113) Um barco que viaja a 13 km/h em água parada pode fazer uma viage 
ntra a corrente 


favor da corrente no mesmo tempo que pode fazer uma viagem de 96 km co 
Encontre a velocidade da corrente. 


(A) 3,5 km/h (B) 4,5 km/h (C) 3 km/h (D) 5 km/h 

| 10 
El14) Tomás tem moedas de 1, 5 e 10 centavos em uma jarra. O número de moedas — ge 
centavos ё um a menos que o triplo do número de moedas de 1 centavo. O wei valor 
moedas de 5 centavos é o dobro do número das moedas de 1 е 10 centavos somac?” 
total das moedas na jarra é R$ 6,90. Encontre o número de moedas па jarra. 


(A) 79 (B) 69 (C) 117 (D) 107 (E) 138 
A 
E115) (*) Bernardo fez uma viagem de 120 km a uma velocidade média de х ig 


na ; feita à 
primeira parte da viagem foi feita a uma velocidade de 30 km/h. A segunda parte foi feita 
km/h. Quantos quilômetros foram percorridos na primeira parte da viagem? 


(40. (B96 (C45 (р) (Eoi 
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$116) Uma empresa de aluguel de carros cobra um ргесо básico diário de R$ 29,00 mais R$ 
03) por cada quilómetro percorrido. José alugou um carro por um dia e foram cobrados ao 
final R$ 165,50. Quantos quilómetros José percorreu com o carro alugado? 


(A) 900 (B) 210 (C) 424 (D) 350 (E) Mais de 500 km 


£117) А metade da soma de dois números ё 20 e o triplo da sua diferença é 18, Encontre 08 


números. 


E118) Seis cavalos e 7 vacas podem ser comprados por R$ 100.000,00, e 11 cavalos e 13 vacas 
podem ser comprados por R$ 184.400. Determine o preço de um cavalo e o de uma vaca. 

E119) Em um evento, participam 200 pessoas. O ingresso é R$ 10,00 para adultos e R3 5,00 
para crianças. A arrecadação total foi de R$ 1100,00. Qual é o número de crianças? 


E120) Um cofre tem 27 moedas de R$ 1,00 e de R$ 0,25. O valor total das moedas é R$ 21,00. 
Determine o número de moedas de cada valor. 


E121) Em uma caixa existem selos de 15 e de 18 centavos, O número de selos de 15 centavos 
é quatro unidades menor que o triplo do número de selos de 18 centavos. O valor total dos 
selos é R$ 1,29. Quantos selos de 15 centavos há na caixa? 


E122) (CN) No fim de quanto tempo aos juros produzidos por um certo capital serão iguais a 
38 do mesmo, se empregado à taxa de 15% ao ano? 


E123) (EPCAr) Quanto tempo se deve esperar para que um capital A, empregado à taxa de 
juros de 5% ao ano, duplique seu valor? 


E124) (CEFET) Um capital de R$ 6.300,00 foi dividido em duas partes. A primeira parte foi 
investida a uma taxa de 3% ao ano, durante quatro anos, e rendeu os mesmos juros que а 
segunda parte, que foi investida à taxa de 2,5% ao ano, por seis anos, Calcule o valor da parte 
maior. 


(А) R$ 3.000,00 (В) R$ 3.100,00 (С) R$ 2.900,00 (D) R$ 3.400,00 (Е) R$ 3.500,00 


E125) (CN) A diferença entre ов capitais de duas pessoas é R$ 20.000,00, Uma delas coloca o 
seu capital a 9% e a outra aplica-o na indústria, de modo que Ihe renda 45%, Sabendo-se que os 


rendimentos são iguais, achar 08 dois capitais. 


sendo а 2! o dobro da 1º, e a 3º o dobro da 2º, 


91" а > » 
E126) Um nümero foi dividido em três partes, : 
ria de | unidade. Calcule esse número. 


€ 0 número fosse duplicado, a 2* parte aumenta 
E127) Num depósito hå viaturas de 4 rodas e 6 rodas, ao todo são 40 viaturas e 190 rodas. 
Mantas viaturas há de cada espécie no depósito? 


uma outra. Em 9 anos, а 


E128) На | i oa era o dobro da idade de 
: à 18 anos, a idade de uma pess rim ne ada 


idade da primeira pessoa passou a ser 5/4 da idade da segunda. 
Pessoas atualmente? 


E129) Determinar um número de 3 algarismos compreendido entre 400 e 500, sabendo que a 
Soma dos seus algarismos é 9 e que O nümero com os dígitos invertidos é igual a 36/17 do 


ero original, 


р 
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130) Um pai diz a seu filho: hoje a sua idade é 2/7 da minha, e há 5 anos ор 1, T 


idade do pai e a do filho? "WB Qul, 


Е131) Roberto tem 24 anos e Paulo, 10 anos. No fim de quantos anos a idade de R 

O triplo da de Paulo? Oberto Será 
E132) Dois individuos tém respectivamente, 45 anos e 15 anos. Depois de quant 

idade do mais novo será igual a 1/4 da idade do mais velho? 9% anos а | 


E133) Duas torneiras juntas enchem um tanque em 4 horas. Uma delas sozinh 


ao ench | 
А : : e | 
horas. Em quantos minutos a outra, sozinha, encheria o tanque? | 


em 7 


Е134) Duas cidades A e B distam 200 km. Аз 8 horas parte de А para B um trem 
Duas horas mais tarte parte de B para A, um outro trem a 40 km/h. А que distánci 
A ocorrerá o encontro dos dois trens? 


a 30 kmh, 
a da cidade 


E135) Um mensageiro vai de A até B de bicicleta, com a velocidade de 10 km/h, e volta de B 

para A, a pé, com velocidade de 4 km/h. Calcule a distância AB sabendo-se que o tempo total 

de ida e volta foi 7 horas. | 
| 
| 
x 
| 
| 
| 


E136) A diferença entre um número de dois algarismos e outro escrito com os mesmos 
algarismos invertidos é 36. Calcule-os, sabendo que o algarismo das dezenas do 1? número ё 
igual ao inteiro consecutivo ao dobro do algarismo das unidades desse mesmo nümero. 


E137) Um número é composto de três algarismos, cuja soma é 18. O algarismo das unidades é 
o dobro do das centenas e o das dezenas é a soma do das unidades e das centenas. Qual é 
esse número? 


E138) Em uma bolsa há R$ 35,50, formados por notas de R$ 2,00 e moedas de R$ 0,50. 
Sabendo que a soma dos números de moedas e cédulas é 26, calcular o número total das 
moedas e de cédulas. 


E139) A soma das idades de A e B é 35 anos. Daqui a 5 anos, a idade de A será o dobro da 
de B. Calcular as idades de A e B. 


E140) A soma de dois nümeros é 13 e o primeiro mais a raiz quadrada do segundo é 7. 
Calcular esses nümeros. 


E141) Uma pilha de 40 tábuas tem 1,7 m de altura. Sabendo-se que as tábuas têm, umas 2cm 
e outras 5 cm de espessura, quantas são as de 2 cm? 
OBS.: Problema já pedido em concurso várias vezes 


pessoas. se 
mas se, 40 


Achar 0 


Е142) Certa quantia é dividida em partes iguais, entre determinado número de 
aumentarmos de 6 o número de pessoas, cada uma receberá R$ 3,00 a menos, ! 
contrário, o número de pessoas for reduzido de 2, cada uma receberá R$ 2,00 a mais. 
número de pessoas e a parte de cada uma. 
OBS.: Problema já pedido em concurso várias vezes 

: ue 
E143) (*) Uma bicicleta de R$ 280,00 foi comprada por um grupo de шинж: 
contribuiram com partes iguais. Como 3 desistiram, a quota de cada um dos res 
aumentada em R$ 12,00. Quantos eram os meninos? 
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à Um tonel contin! al itros de vinho puro. Retirou-se certa quantid 
gH | substituída por água. Em seguida retirouse da mistura, | 
q da de, sendo então substituída por água. A mistura fina 
p de água. Quantos litros foram trocados de cada vez? 


ade de vínho 
novamente, a mesma 
| resultou em 100 litros, contando 


valor absoluto da terca parte de um número é igual a 1 menos a 


£45) O ero. Qual é este nümero? 


sexta parte desse 
esmo núm 


"m 0) Qual nümero é igual ao valor absoluto do seu dobro, diminuído de 15? 


рий) Uma pessoa possui dois cavalos e uma sela, que vale R$ 1500,00. Colocando a sela no 
imeiro cavalo, este passa a valer o dobro do segundo, Colocando a sela no segundo cavalo, 
este passa 4 valer R$ 3000,00 a menos que o primeiro. Quanto vale cada cavalo? 


E148) A soma de dois números ё 14 e a soma dos seus quadrados é 100. Quais sáo esses 
púmeros? 


E149) O número 51 é decomposto em duas parcelas. A diferença entre as parcelas, dividida 
pela menor parcela, deixa quociente 4 e resto 3. Quais são essas parcelas? 


E150) 400 laranjas devem ser divididas igualmente por um certo número de meninos. Como 
vês desses meninos desistiram das laranjas, os restantes tiveram suas cotas aumentadas em 30 
laranjas. Quantos eram os meninos? 


El51) Dois ciclistas, A e B, percorrem uma pista circular de 1500 metros. A anda a uma 
velocidade de 15 voltas por hora, e B anda a uma velocidade de 20 voltas por hora. Em um 
dado momento, B está meia volta à frente de A. Qual é a distância, neste momento, entre A e 
о início da pista? 


Е152) Dividir o número 46 em duas partes, tais que 1/7 de uma parte mais 1/3 da outra parte 
seja igual a 10. 


1153) Encontrar dois números inteiros consecutivos tais que sua soma seja igual a 2/3 do 
Primeiro mais 117/88 do segundo. 


1154) Um tonel contém 120 1 de vinho de 180 1 de água. Urn segundo total contém 90 1 de 
vinho e 30 1 de água. Quantos litros devem ser usados de cada tonel, de tal forma que a 
“tura resultante tenha 70 1 de vinho e 70 1 de água? 


ub de Apa B a 40 km/h. O segundo viaja de B para A a 30 km/h. А que distáncia de A se 
? Encontro dos trens? 


Els 

та, Uma barra de 1320 g é formada por uma mistura de outro e prata. Sabendo que os 
Тез de оцго е prata па barra sáo iguais, o que cada grama de ouro custa 15 1/2 vezes que 
Та: , 

Баша de Prata, calcule os pesos de ouro e prata na barra. 


El57 : 
iui Um Menino disse ao seu colega: me dé 5 das suas balas, e ficaremos com quantidades 


хаар М respondeu: me dé 10 das suas balas e eu ficarei com O dobro das que vocé 
alas tem cada um? 


El5g 
10 он ец receber de A, R$ 10,00, ficarei com o dobro da quantia de гео se А der 
| ? › A e B ficarão com quantias iguais. Qual o valor que possui cada um? 
4 
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402 

-- O ALGEBRIS 

E159) A e B juntos têm R$ 100,00. Se a gastar a metade do seu dinheiro e p Bastar 1/3 ТА | 
do Seu | 


E160) Lupércio investe R$ 20.000,00 em dois bancos. Uma parte da aplicação paga зу 
parte é remunerada em 5% ao ano. No final de um ano, os rendimentos somaram RA SER 


Quais foram os valores investidos em cada banco? 80,00. 


E161) Lourdes tem R$ 7,40 em moedas em sua bolsa. 580 moedas de 10 e de 95 c 
totalizando 44 moedas. Quantas sáo as moedas de cada valor? Entavos, 


E162) Arnaldo investiu R$ 8.000 em duas contas, sendo uma parte com juros de 6% аб 
outra com juros de 9% ао ano. No fim de um ano, os juros totais recebidos foram is 


540,00. Qual foi o valor investido em cada conta? 


E163) Carlos recebeu R$ 128,00 de juros em um investimentos. Uma parte deste rendimento 
foi devido a uma aplicação de R$ 800,00 a uma certa taxa. Outra parte foi devido а um 
aplicação de R$ 1200,00, a uma taxa duas vezes maior que a primeira. Quais foram as taxas т 


cada uma das duas aplicações ? 


E164) 10 litros de uma solugáo de água salgada tem 10% de sal. Uma outra mistura tem 35 de 
sal. Quantos litros da segunda mistura devem ser adicionados à primeira para que resulte em 


água com 596 de sal? 


E165) Uma опса (oz) é uma unidade de peso inglesa, equivalente a cerca de 28,35 g. 20 ongas 
de uma liga de platina custa R$ 220 por опса, é misturada com uma outra liga que custa R$ 
400,00 por опса. Quantas oncas da liga de R$ 400,00 devem ser usadas para fazer uma nova 


liga, com custo de R$ 300,00 por опса? 


os de balas com custo de R$ 15,00 por quilo devem ser misturadas com 


E166) (*) Quantos quil 
com custo de R$ 9,00 


24 kg de jujubas com custo de R$ 7,50 por quilo, para fazer uma mistura 
por quilo? 


E167) Um químico vai produzir 50 ml de uma solugáo de ácido a 16%, misturando duas 
soluções de ácido, sendo uma de 13% e outra de 18%. Quantos ml de cada solucáo devem ser 


usados para obter o produto desejado? 


a soma é 21. O digito dos milhares 
etade do dígito das 


E168) Um nümero natural é composto de quatro dígitos cuj 
s dígitos 


é a metade da soma dos outros trés dígitos. O dígito das unidades é a m 
dezenas, e se do número citado subtrairmos 3906, é obtido um nümero com os mesmo 
do original, porém na ordem reversa. Qual é este nümero? 

as centenas ё 0 
obtém-se UM 


E169) Um número natural é composto de três dígitos cuja soma é 15. O dígito d 
úmero? 


dobro do dígito das unidades, e quando subtraímos 396 do número citado, 
número formado pelos dígitos do numero original, na ordem reversa. Qual é este n 


eu 
E170) (*) Três mulheres possuem juntas, R$ 360,00. Se a primeira der à segunda 1/7 do pt 
valor, e a terceira também der à segunda, 1/13 do seu valor, as trés ficaráo com quan 


Que valor possui cada uma? 


Е171) Uma heranga foi repartida entre 3 pessoas. A primeira recebeu x, a segunda гё 
mais que a primeira, e a terceira recebeu b a mais que a segunda. Exprimir 0 valo 


heranga em funcáo de a, b e x. 
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8172) Os trés dígitos de um número 580 tais que o digito das dezenas ultrapassa em 2 o dígito 
unidades, € O das centenas ultrapassa em 3 o digito das dezenas. Qual 6 a soma dos trés 

pem sendo x o dígito das unidades? 

1 , 


pi73) Encontrar dois nümeros tais que, somando o dobro do primeiro com o triplo do 
segundo, O resultado é 124, e que subtraindo a sétima parte do segundo da metade do 
primeiro, encontra-se 6. 

£174) Se h homens podem fazer um trabalho em d dias, entáo h + r homens podem fazer o 
trabalho em quantos dias? 


£175) O gerente de um pizzaria italiana em São Paulo percebe que, quando é cobrado o valor 
de R$ 14,80 pelo rodízio de pizzas, o nümero médio de fregueses é 180. Ao reduzir o preco 
ara R$ 12,40, ele nota que o número médio de fregueses tem um acréscimo de 120. 
Considerando que essa demanda seja linear, calcule о nümero médio de fregueses 
correspondente a uma redução no preço para R$ 10,00. 


(А) 420 (В) 520 (С) 600 (0) 750 (Е) 900 


Е176) Dois amigos, Nelson е Marcos, resolveram abrir uma empresa. Depois de certo tempo, 
eles resolveram dividir entre si o lucro de R$ 28.000,00. Nelson havia investido o valor de R$ 
9.000,00 durante um ano e 3 meses, enquanto Marcos investira R$ 15.000,00 durante um ano. 
Considerando a quantia e o tempo de investimento, determine a parte do lucro que cabe a 
Nelson. 


(A) R$12.000,00 (В) R$ 15.000,00 (C) R$ 16.000,00 (D) R$ 17.525,00 (E) R$ 18.000,00 


E177) Um grupo de amigos combinaram contribuir com partes iguais para fazer um jogo na 
loteria, numa aposta de R$ 108,00. Como 5 deles desistiram, a cota de cada um dos outros 
ficou aumentada de R$ 3,60. Quantos fizeram a aposta? 


()5 (B)8 (C)10 (D)15 (Е) МКА 


E178) Célio e Oliveira partem do ponto A, ao mesmo tempo, fazendo o mesmo percurso para 
а cidade de Santos, distante 72 km do ponto A. Célio, que anda 2 km/h a mais que Oliveira, 
chega a Santos 3 horas antes. Calcular, em km/h, a velocidade média de Célio. 


E179) Um trem parte da cidade А para a cidade B às 10 horas da manhá, com velocidade 
Constante de 40 km/h. Duas horas depois, portanto, ao meio dia, parte da cidade B para a 
cidade A, um ошто trem com velocidade constante de 60 km/h, Sabendo que as cidades A e 
B distam de 1200 km, calcular a que distáncia da cidade A, um trem passará pelo outro. 


E180) () Um fazendeiro tem provisões para alimentar 32 bois durante 25 dias. No fim de 4 
dias, o fazendeiro compra mais 10 bois. Quanto tempo durarão as provisões, se a ração de 
Cada boi não é aumentada? 


к Um rajá deixou n pérolas como herança para suas duas filhas, determinando que a 

E 80 se faria do seguinte modo: a filha mais velha retiraria 1 (uma) pérola e a seguir, 1/7 das 

mas tassem, Depois, a outra filha retiraria dentre as restantes, 2 pérolas, à seguir retiraria 

cal 1/7 das que restassem. Se ao final, cada filha recebeu o mesmo número de pérolas, 
cule o valor de n. 
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E182) Uma prancha de R$ 840,00 devia ser 
comprada por um grupo de rapazes que 
contribuiriam com partes iguais, Como trés 
deles desistiram, a quota de cada um dos outros 
ficou aumentada em R$ 36,00. Quantos rapazes 
compunham o grupo original? 


E183) Uma torneira enche um tanque em 3 | 
horas, e uma outra torneira enche o mesmo etitm me 
tanque em 6 horas. Em quanto tempo аз duas 

juntas encheráo o tanque? 


E184) Um garoto compra o lote de 3 laranjas ao preço de R$ 0,10. Se ele vende о lote de 5 
laranjas por R$ 0,20 e pretende lucrar R$ 1,00, deverá vender quantas laranjas? 


(A) 67 (В) 150 (C)200 (D)300 (Е) 350 


E185) CN 75 - А que taxa mensal deve ser colocado um capital durante certo tempo, para que 
o juro recebido seja o triplo do que receberá na taxa anual de 2%? 


(A) 2,5% (B)15* (C)3% (р)1% (Е) 0,5% (F) NRA 


E186) CN 76 - Um capital é empregado à taxa de 8% ao ano. No fim de quanto tempo os juros 
simples produzidos ficam iguais a 3/5 do capital? 


(A) 5 anos e 4 meses (В) 7 anos e 6 meses (C) 8 anos e 2 meses 
(D) 6 anos e 4 meses (Е) 7 anos e 3 meses 


E187) CN 78 - Se, ao efetuarmos o produto do nümero 13 por um nümero inteiro N de dois 
algarismos e, por engano, invertermos a ordem dois algarismos desse nümero N, o resultado 
poderá aumentar de: 


(A)130 (B)260 (C)65 (D)167 (E)234 


E188) CN 79 - Com uma produção diária constante, uma máquina produz 200 peças em D 
dias. Se a produção diária fosse de mais 15 peças, levaria menos 12 dias para produzir 200 
peças. O número D é um número: 


(A) múltiplo деб (В) primo (C) menor que 17 (D) maior que 24 (E) entre 17е 24 


E189) (*) CN 80 - Se, ao multiplicarmos o nümero inteiro e positivo N por outro número de 2 
algarismos, invertemos a ordem dos algarismos deste segundo número, O resultado Ёса 
aumentado de 207. A soma dos algarismos que constituem o número N dá: 


(A)5 (B)6 (C)7 (0)8 (E9 


E190) (*) CN 80 - Dois veículos partem juntos de um ponto À, em uma corrida de ida ё ын 
entre os pontos A e B. Sabendo que a distáncia entre A e B é 78 km e que 48 velocidades x 
veículos são 70 km/h e 1000 metros por minuto, concluímos que eles voltam à se encon" 
depois do tempo de: 


(A) 1h 30 min (B) lh 12 min (C) Ih 40 min (D) Ih 42 min (E) lh 36 min 
ol 


H ор u : EP 

E191) CN 80 - Um nümero natural de 6 algarismos сошеса, à esquerda, pelo ag. dos 
n ГЭГЭЭ “ria ay Ч епс 

Levando-se este algarismo 1, para o último lugar, à direita, conservando à sequen" 


: í . nitivo € 
demais algarismos, o novo número € o triplo do número primitivo. O número primitivo 


(A) 100.006 (В) múltiplo de 11 (C) múltiplo de 4 (D) múltiplo de 180.000 (E) 


5 


Р f 
divisivel P? 


x 


> 
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CN 82 - Um terreno deve ser dividido em 
ais por certo número de herdeiros. Se 

sem trés herdeiros a mais, cada lote 
Ни а de 20 m?, e se houvessem quatro 
[ees а menos, cada lote aumentaria de 50 
he О número de metros quadrados da área do 


сар 


8192) 
jotes 18" 


terreno todo é: 


i 1600 (B) 1400 (С) 1200 (D) 1100 (E) 900 


Alunos do CN 
£193 CN 86 - Duas pessoas constituíram uma sociedade: a primeira entrou com um capital de 
R$ 5.000,00 e a segunda com R$ 6.000,00. Um ano depois, admitiram um terceiro sócio, que 
entrou com um capital de R$ 10.000,00. Decorridos 18 meses desde o início da sociedade, a 
firma teve um lucro de R$ 12.900,00. A parte do lucro que caberá ao terceiro sócio é, em 
reals: 


(A) 1.000 (В) 2.000 (C)3.000 (D) 4.000 (Е) 5.000 


Е194) (*) CN 87 - Dois capitais são empregados а uma mesma taxa de 3% ao ano. A soma dos 
capitais é igual a R$ 50.000,00. Cada capital produz R$ 600,00 de juros. O primeiro 
permaneceu empregado 4 meses mais que o segundo. O segundo capital foi empregado 
durante 


(А) 6 meses (В) 8 meses (С) 10 meses (D)2anos (E) 3 anos 


Е195) (*) CN 89 - Uma pessoa tomou um capital C a uma taxa mensal numericamente igual ao 
número de meses que levará para saldar o empréstimo. Tal pessoa aplica o capital C a uma 
taxa de 24% ao més. Para que tenha um lucro máximo na operação, deverá fazer o 
empréstimo e a aplicação durante um número de meses igual a: 


(46 (В)12 (C)18 (0)24 (E)36 


E196) CN 75 - Um composto A leva 20% de álcool e 80% de gasolina e um composto B leva 
30% de álcool e 70% de gasolina. Quantos litros devemos tomar do composto A para, 
completando com o composto B preparar 5 litros de um composto com 22% de álcool e 78% 
de gasolina? OBS.: Questáo similar caiu no CN 2009. 


(2 (B3 (C)25 (D)35 (E4 (DNRA. 

E197) CN 76 - O número 38 é dividido em duas parcelas. A maior parcela dividida pela 
menor dá quociente 4 e resto 3. Achar o produto dessas duas partes. 

(А) 40 (B)136 (C)217 (D)105 (Е) 380 

E198) CN 77 - Os nümeros х, у e 2 sáo diretamente proporcionais а 3, 9 e 15, respectivamente. 
abendo que o produto desses 3 números é xyz = 960, a soma será: 

(A) 45 (B)48 (C)36 (0)72 (Е) 24 

E199) 


md CN 78 - Depois de transformarmos o sistema abaixo em um do 1? grau, os valores de 
ulo diferentes de x e y têm para módulo da diferença: 


3 
U =" — ух? + y! 216 
X ud 2 3 
Xy + yx? – у? 232 


^4! (s (суз (руз (52 
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F200) Um barco capaz de navegar a 12 km/h em água parada, navega А 


em u 
correnteza flui a 3 km/h. Qual e a velocidade média de uma viagem de ida e volta E O сы 
1 km N 


abaixo e retornar ao ponto de partida? No 


Е201) Uma agência de aluguel de carros cobra R$ 500,00 por semana e mais R$ 05 
quilómetro. Em uma viagem de 1 semana, quantos quilómetros podem ser Percorrido Por 
R$ 1200,00? i 


E202) Depois de um desconto de 20%, um automóvel foi vendido por R$ 24.000,00. Qua] 
ргесо original? Seno 


E203) Um homem distribuiu R$ 64.000,00 para seus trés filhos. O filho mais velho recebe 
vezes o valor recebido pelo mais novo. O filho do meio recebeu R$ 14.000,00 Чэн чи 2 
recebeu o mais novo. Quanto dinheiro o filho do meio recebeu? qe 


(A) R$ 10.000,00 (В) R$ 15.000,00 (С) R$ 19.600,00 (D) R$ 24.000,00 (E) R$ 30.0000 | 


E204) O professor Xeréu propôs aos seus alunos o seguinte desafio: 

Tome um número inteiro qualquer, multiplique por 3, some 49 e divida o resultado por 7 
Subtraia 7 do quociente, divida o novo resultado por 3. Diga a sua resposta e eu direi qual a 
o seu número original. O aluno Juquinha, ao invés de começar com um número, partiu de 
uma expressão algébrica, e ao final das contas, chegou ao resultado 2a + b, e o professor ainda 
assim conseguiu determinar a expressão original, que era: 


(ay HE в) 2212 (C) Ма--75-98/3 р) 2832 (E) 14a-- 7b 


E205) Meu filho é 5 vezes mais velho que minha filha, e minha esposa é 5 vezes mais velha 
que meu filho. Eu sou duas vezes mais velho que minha esposa, e minha avó, que é tào velha 
quanto todos nós juntos, tem 81 anos. Qual é a minha idade? 


(A)1 (B)5 (C)25 (0)35 (Е) 50 


E206) Dois veículos iniciam suas trajetórias, um em direção ao outro, em uma estrada reta, à | 
55 cada. Qual será a distáncia entre eles, 5 minutos depois que eles se cruzam m 


estrada? 
(А) 4,5 кп (В) 5 km (С) 9,2 кп (0) 10 къ (E) 22 km 


E207) A distáncia percorrida por um automóvel é proporcional ao tempo gasto viajando. Qual 
dos gráficos abaixo melhor representa essa distáncia d(t) que o carro percorrem em função do 
tempo? 


e. NRA 950 
E208) Dois ciclistas estão competindo em uma corrida de 12 km, em uma pista circuli юм?! 
. , * 
m. Eles começam a corrida ao mesmo tempo. Um deles anda a 24 km/h e O outro à z par? 
: ps : t 
Quando o mais rápido completa a corrida, quantas voltas ainda terá 0 mais le” 
percorrer? 
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reas estados А B e C tém juntos 5 

000) Três estac > E j , uma populacáo d | 

p? metade da população do estado B e o dobro a ua > 
estado C. Qual ёа 


i 55 

(M 9.750.000 (B) 5.500.000 (С) 11.000.000 (D) 22.000.000 (E) Não há dados suficientes 
310) Um nümero de 3 digitos aumenta seu valor em 9 unid o 
mos das unidades e dezenas, e aumenta em 90 uni e Ps E as posições 
s das centenas € dezenas. Em quanto o número aumentará ; posições 
dígitos das unidades e das centenas? та se invertermos ge 


barco anda 24 quilômetros rio acima e volta os 24 quilômetros rio abaixo em um 
com 


E211) Um 


M : й O 
total de 5 horas. Se a velocidade rio acima é 4 km/m menor que a velocidade rio abaixo 
qual velocidade, em km/h, o barco navega rio abaixo? i 


ув (B)96 (C) 11,6 (D)I2 (E)136 


8912) Um retángulo é repartido em 4 retángulos 
com as áreas indicadas na figura ao lado. 150 180 


menores, 
Encontre a área do retángulo desconhecido. 


алаг EEE 


a ordem dos algarismos é invertida, 


número é 12. Se 
Qual é o número 


E213) A soma dos dois algarismos de um 
ginal, menos a soma dos dígitos. 


o novo número será O dobro do número ori 
original? 

Carlos pode completar 1/3 da mesma 
eles podem realizar esta tarefa em 6 
Carlos juntaram-se à Pedro no 
al dia os três juntos finalizaram 


E214) João pode completar 2/3 de uma tarefa em 6 dias; 
tarefa em 5 dias. Se Carlos e Pedro trabalharem juntos, 
dias. Pedro começou à trabalhar na tarefa segunda-feira; João e 
dia seguinte para completarem “unto com Pedro. Em qu 


a tarefa? 
(A) Quarta-feira (В) Quinta-feira 


Sábado (E) Domingo 


E215) (*) João, Carlos e Maria começaram à resolver uma lista de problemas de matemática 
juntos, sendo que cada um precisava resolver todos 08 problemas. Cada um trabalha a uma 
taxa constante. João reso dia e terminou a lista 3 dias depois de Carlos. 
| ou a lista dois dias antes de 


Maria resolveu 3 problemas à mais q ada di», e termin 
Carlos. Quantos dias levou Maria par lista: 
(js (15 (oig (0) 10099 

o todo, 75% de 


o de 14 kg O trabalho contém à : 
amente, 60% e 80% de bronze. Quantos quilos 


(C) Sexta-feira (D) 


a terminar à 


in Um artista criou uma estátua com pe 

Piden Ele usou duas ligas que contém, respectiv 
a liga de 60% foram usados? 

NAS KE 

(A) 10,5 кұ (B)35kg (С) 443 56 р) 0,45 kg M4 " 


a as equações e encontre x € у. Qual é o valor do 
e 


E217) Dados que 25.167 = 32 е 27Y-9*, resolv 


Produto x.y? 
(jo (в) 150191 (C)14 (D^ (E) 15/12 
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E218) Lupércio, um estudante de química, precisa de uma solução de ácido acético a 10% 7 A 
um experimento químico. Ele percebe que só tem soluções disponiveis a E e 20%, Elo Ei 
sintetizar uma solugáo a 10%, combinando as solugóes de 5% e de 20%. Quantos Тан 
solução de 5% devem ser adicionados a 8 litros da solução de 20% para obter uma solução d 


ácido acético a 10%? 


(А) 16,51, (B)32L (С) 161, (D)85L (E)24L 


E219) Em 3 anos João terá a metade da idade atual de sua mãe, О avô de João tem 48 
dobro da idade da mãe de João. Qual é a idade de João? 


(А) 18 (В)9 (C)6 (р)12 (E)8 (Е) МКА 


nos, Q 


E220) (*) Maria, Joana e Carla podem andar a 6 km/h. Elas possuem uma motocicleta que 
anda a 90 km/h, mas pode acomodar apenas duas pessoas (e nào pode dirigir a si mesma), 
Seja £ o tempo em horas levado para as três chegarem a um ponto a 135 km de distância, 
Ignorando o tempo levado para dar a partida, embarcar e desembarcar, o que é correto sobre 
o menor valor possível para £ 


(A)t<39 (B)39st«41 (С) 41<1<4,3 (D)43St«45 (E)45st 


E221) Quantos litros de água devem ser adicionados a 0,25 L de ácido sulfürico puro para 
obter uma solução de 10% de ácido? 


E222) Joana é dois anos mais velha que Flávia. 10 anos atrás, a soma de suas idades era 36, A 
idade de Joana dentro de 6 anos será: 


(А) 35 (B)15 (С) 29 (р) 23 (Е) МКА 


E223) Quantos ml de uma solugáo de ácido a 30% devem ser adicionados a 20 ml de uma 
solucáo de ácido a 60% para obter uma solugáo de ácido a 50%? 


(A)20 (B)10 (C)208 (0)60 (E)30 


E224) Um carro percorre 120 km no mesmo tempo em que outro percorre 80 km. Se a 
velocidade do primeiro carro é 20 km/h maior que a velocidade do segundo carro, encontre a 
velocidade do primeiro carro. 


E225) Uma solução A contém 40% de água e 60% de ácido. Uma solução B contém 80% de 
água e 20% de ácido. Quantos litros da solução A devem ser misturados com 5 litros da 
solução B para fazer uma nova solução com 50% de água e 50% de ácido? 


1 ` ñ 
E226) Um tanque tem duas torneiras, sendo que uma o enche em 6 horas, e a outra em 5 
horas. Em quanto tempo o tanque será cheio com as duas torneiras abertas? 


E227) Se a soma de trés inteiros consecutivos 6 174, qual é o menor dos trés inteiros? 


E228) Jonas vai fazer uma viagem de automóvel, entre duas cidades que distam de 120 km, em 
duas horas. Nos primeiros 60 km, Jonas dirige a 50 km/h. A que velocidade deve dirigir 0 
restante do percurso para com seguir chegar no destino com duas horas de viagem, como 
planejado? 


E229) Colégio Naval 2015 


Dado o sistema 6: 
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9x - ay = 6 
{ =x + 2у =c 


nas variáveis х е y, pode-se afirmar que: 


A) Existe a € ]6/5, 2 tal que o sistema 5 nào admite solução para qualquer número real C. 


p) Existe a € ]13/10, 3/2[ tal que o sistema S nào admite solucáo para qualquer nümero real C. 


C) Se a = 4/3 e C = 9, o sistema S nào admite solução. 
D) Se a + 4/3 e C = -9, o sistema S admite infinitas soluções. 
E Sea=4B ес= -9, o sistema S admite infinitas soluções. 


E230) Colégio Naval 2015 


Qual a medida da maior altura de um triángulo de lados 3, 4, 5? 


(А) 12/5 (B3 (C4 (D)5 (E) 208. 


E231) Colégio Naval 2015 


Na multiplicação de um número К por 70, por esquecimento, nào se colocou o zero à direita, 
encontrando-se, com isso, um resultado 32823 unidades menor. Sendo assim, o valor para à 


soma dos algarismos de k é 


A) par. 

B) uma poténcia de 5. 

C) múltiplo de 7. 

D) um quadrado perfeito. 
E) divisivel por 3. 


CONTINUA NO VOLUME 2: 240 QUESTOES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El)100e21 — E2)103e12 — E3)25e295 ВА) 15 e61 E5) 7/18 

E6) 2/3 E7) -3/-18 EB) 45 E9) 75 e 57 

E10) 8 de 0,05 e 26 de 0,50 E11) A tem 60 e B tem 10 anos 

E12) A tem 25 e B tem 5 E13) 18 anos E14) -35 anos (ocorreu há 35 anos atrás) 
E15) o pai tem 36 anos e o filho tem 12 anos E16) 25 anos 

E17) A tem 30 e B tem 15 E18) 67 e 13 anos E19) 28 anos 
E2)45anos  E21)5h E22) 2,4 h E23) I0fl] h E24) 30 h 


E25) 60/47 dias E96)12mim E2)409h Е28) 185 h 

E29) Jaime: 3h, Sebastião: Gh ЕЗ0) 16h E31) 48h E32) 5h 
E33) 15h Es4197h — E35)12h E36) 15 d 

E37) 10 d. Sugestáo: Fazer үү = 60 e trabalhar com nümeros inteiros 

E38) 15, 10 e 6. 4 E39) 6 h e 12 h ` E40) A = 21 min e B = 15 min 


Хар 


j 
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EA1) 3:30 h E42) 2h 56 min 40 s mE E43) 240 km 1544) T A 
EA5) 3 km/h E46) 2 h E47) (D) E48) (D) КГ ШҮ] 
E50) (E) 1125 km E51) (C) E59) 18 1. АГ 

E54) 333 L E55) 40 mL de A e 60 ml de В. E56) 90 L da pura e 60 L da бн. 


E57) 40 L da 1º e 20 L da 2* E58) 101, 


OBS.: Considerar a evaporacáo como uma solução de volume negativo e salinidade 0%, 


E59) 33,33 L 
OBS.: Água pura é o mesmo que uma solução com concentração de 0% da substância dissolvida 
| ШТ 
1 ' 


E60) 2 kg a 30% e 8 kg a 20% E61) (C) 162) 2.500,00 а 10% e 6,500,00 à 199, 
E63) A primeira parte a 4,5% a.a. (ao ano) e a segunda а 6,5% a.a 


E64) R$ 850,75 E65) R$ 235,20 EGG) 1% am. 07) R$20.000 E68) R$ 10,000 


E69) R$ 1.500 E70)12%a.a.  E71)8e16,0u-8e-l6. 879) 20 
E73) 48 E74) 160 e 60 Е75) 10/25 :76) 8/36 E77) 12 
E78) 37 


OBS. E37: Como temos uma equação e duas incógnitas (os algarismos), temos que testar valores, Caso 
tipico de problemas que misturam conceitos de aritmética e álgebra, 


E79)20e16 E80) -12/-22  E81)1*-60e2'-8 


E82) Laranja = R$ 0,30, Banana = R$ 0,10 e Maçã = R$ 0,40 
E83) 1? - 20, 9° = 15, 3° = 12 E84) 1º = 19, 2% = —7 , 3 = 77 F85) 83 


ЕВб) 84 E87) E88) 80 de R$ 33,00 e 120 de R$ 18,00 

E89)35 69 Е90) 30,4 e 45,4 E91)500e400 E92) 8 E93) 80 carros, 20 motos 
E94) 54e -40 — E95) 48 E96) -5 E97) 20 E98) R$ 30,00 

E99) 51e 21 E100) (D) Е101) 20 min — E102) 10/7 E103) 96/13 h 

E104) (C) E105) (B) E106) (D) E107) (C) E108) 83 

E109) 1* parte em 1 h e 2º parte em 3 h E110) (B) E111) (B) 

E112) (E) E113) (E) E114) (C) E115) (E) E116) (D) 


El17)23e 17 E118) Cavalo a R$ 9.200,00 e vaca a R$ 6.400,00 — E119) 180 
E120) 19 de R$ 1,00 e 8 e R$ 0,25 E121) 5 E122) 2,5 anos 


E123)20anos Е124) (E) E125) 5 mil e 25 mil E126) 7/2 
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а —— 
C E128) 27 e 36 


£131) Nunca mais será, isto já ocorreu há 3 
1132) Idem, isto já ocorreu há 5 anos atrás 


1138) 15 cédulas e 11 moedas 
p140) 1 solução: primeiro = 4 e segundo = Y 


2* solução: primeiro = 9 e segundo = 
Quando é usada a expressáo “raiz quadrada”, 


considera-se apenas a raiz positiva. Cabe ao form 
é correto usar "pegadinhas" com tópicos polémicos. 


E141) 10 Е142) 10 pessoas, R$ 8,00 


Е145) 200-6 E146) 5 ou -15 E147) 1º = 10.500 e 9° 


El49) 43 e 8 Е150) no início, 8 


El53) 87 e88 — E154) 100 L do 1? e 40 L do 9° 
E156) 80g de ouro e 1240g de prata 


E158) A tem R$ 25,00 e B tem R$ 5,00 


El 29) 423 o El 30 


E139) A tem 25 e B tem 10 


4, considerando a raíz quadrad 


; é tão válido considerar somente 
também válido considerar a positiva e a Negativa, com 2 soluções. Já qu 
ulador da questão esp 


A КНН 


"TES 411 
) 35 e 10 


апоз atrás, 


E133) 28/3 E134) 120 km 


E137) 396 


anos 


a negativa 

a positiva, quanto € 
ando se usa o símbolo do radical, 
ecificar melhor o que se pede, náo 


E143) 10 E144) 20 L 


7 6.000 E148) 6 e 8 

E152) 1" = 28 e 2" = 18 
E155) 180 km 

E157) o 1? tem 20 e o 2? tem 30 


E159) A tem R$ 70,00 e B tem R$ 30,00 


E160) 1* parte = R$ 11.000,00 e 2* parte = R$ 9.000,00 


E161) 24 de R$ 0,10 e 20 de R$ 0,25 


E162) 1º parte = R$ 6.000,00 e 2* parte = R$ 2.000,00 


E163) 4% е 8% no prazo envolvido 


E165) 16 E166) 6 kg 


E169) 834 


E164) 25 L 


E167) 20 mL a 13%, 30 mL a 18% E168) 7563 


OBS.: Como já foi explicado, *subtraímos 369 do número citado” significa “número citado – 369” 


E170) 140, 90 e 130 


E173) 20e 20, nesta ordem E174) dh(h + r) 
1176) (A) E177) (C) E178) 8 km/h 
FIBI) 36 E189) 10 E183) 2h 

FI86) (B) E187) (E) E188) (B) 

E191) (B) 


E192) (C) E193) (C) 


E171) 3x + 2a + b 


E172) 3x +7 
E175) (A) 
E179) 528km E180) 16 
E184) (B) E185) (E) 
E189) (A) E190) (B) 


E194) (B) E195) (B) 
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E196) (E) E197) (C) 1198) (C) E199) (E) тауп RITA 
E2010) 1400 E202) R$ 30.000,00 1203) (С) E204) (E) i 
E205) (E) E206) (C) 1:207) (B) E208) (D) E209) (B) 

E210) 198 E211) (D) 3212) (B) 

Sugestão no E212: Os lados são proporcionais às medidas das áreas 

E213) 48 E214) (C) E215) (D) E216) (B) E217) (B) 

E218) (C) E219) (B) E220) (C) E221) 2,25 E222) (A) 

E223) (B) E224) 60 km/h — E225) 15 E226)30h/ll ^ E227)57 

E228) 75 kmh — E229) (C) e (E) (anulada) E230) (C) E231) (A) 


Resolucóes de exercícios selecionados 


El) A soma de dois nümeros é 124, e se o maior for dividido pelo menor, o quociente é 4 e 
E LÀ > (2 9 
resto é 4. Encontre os números. 


Divisor = x 

Dividendo = quociente . divisor + resto 

Dividendo = 4x + 4 

(4x +4) +x=124 2 5x+4=124 .. 5x = 190 .. x = 24, e y = 4x + 4 = 100 
R: 24 e 100 


E5) Uma fração torna-se igual a 1/2 se adicionamos 2 ao seu numerador, e torna-se igual a 18 
se 3 é adicionado ao denominador. Encontre a fração. 


Seja a fração хуу, com x e y inteiros. O problema dá: 
(x + 2)/y = 1/2 e x/(y+3) = 1/3, que resultam em: 

2(х +2) =y .. y=2x+4 

BIx=y+3..y=3x-3 

Igualando os dois valores encontrados para y: 
2x+4=3x-3..x=7 

Segue-se que y = 2х7 +4 .. y = 18 


R: a fracao é 7/18 


E8) A soma dos dois dígitos de um número natural é 9, e se adicionarmos 9 ao número, 0 
dígitos do número vào ser trocados. Encontre o número. 


Seja o número ab, que vale 10a + b. O problema dá que “ab” + 9 = “ba”, ou seja 
l0a+b+9=10b+a .. 9а+9 = 9Ь .. a+1=b 

Resolvendo o sistema com a + 1 =b e a +b = 9, encontramos a = 4 e b = 5. 

R: 45 


° de 
E15) Um filho tem 1/3 da idade do seu pai. Há quatro anos atrás, ele tinha apenas 1/4 da ida 


do pai. Qual é a idade de cada um hoje? 


O pai tem o triplo da idade do filho, sejam as idades P=3x e F=x respectivamente. 
На 4 anos atrás as idades eram P=3x-4 e F=x-4. 
O problema dá que há 4 anos, 3x - 4 = 4(x - 4) с, x = 19. 
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s; idades atuais são P-36 e F-12. 


я: 36е 12 


ғ) Um pai tem o шрїо da idade do seu filho, e sua filha ë 3 anos mais nova que o irmáo. Se 
4 soma de todas as idades há 3 anos atrás era 63 anos, encontre a idade atual do pai. 

As idades anais são: 

Filha: x Filho: x+3 Ра: 3(x +3) = 3x +9 

На 3 anos: (x — 3) + x + (3x + 6) = 63 ~. x=12 

A idade amal do pai é 3(x + 3) = 45 anos. 


В: 45 anos 


E21) Uma cisterna possui trés torneiras. A primeira é capaz de encher o tanque em 12 horas, a 


segunda em 20 horas, e as trés juntas enchem o tanque em 6 horas. Quanto tempo a terceira 
tomeira sozinha levará para encher a cisterna? 


Podemos aplicar diretamente a fórmula das torneiras porque todas operam juntas. 

1/12 + 1/20 + 1/Т = 1/6 (multiplicar por 60T, que é o MMC dos denominadores) 

5T + 3T + 60 = 20T (T é o tempo que a 3º torneira leva para encher o tanque sozinha) 
(0-4121 =. T=5 


R: 5 horas 


E22) Um tanque tem 3 torneiras, sendo que duas podem enchélo por completo em 3 e 4 
horas, respectivamente, e uma terceira que o esvazia em 6 horas. Em quanto tempo o tanque 
será cheio com as três torneiras operando simultaneamente? 


As torneiras operam simultaneamente, então a fórmula das torneiras pode ser usada, porém a 
torneira que esvazia leva um sinal negativo: 

IT = 1/3 + 1/4- 1/6 -. T=2,4h 

R:24h 


E29) Sebastião demora 3 horas a mais que Jaime para cortar a grama de um grande campo. 
Juntos eles cortam toda a grama em 2 horas. Quanto tempo cada um deles, trabalhando 


sozinho, leva para cortar toda a grama? 


x? + Зх = 9(x + 3) + 2x 

Х-х-0-0 

Fatorando: (x + 2)(х = 3) = 0 Э x = -2 ou x = 3 (x não pode ser negativo !) 

x=3 

Jaime demora 3 horas, Sebastiño demora 6 horas 

De fato, 1/3 + 1/6 = Y 

R: Jaime: 3h, Sebastião: Gh 

E31) No problema anterior, a primeira torneira fica aberta sozinha na metade do tempo, 
depois € fechada e abre-se а segunda torneira, sozinha, na outra metade do tempo. 


А vazão da primeira torneira 6 C/4, da segunda é C/6. Cada uma operou sozinha durante um 
tempo x/2, A capacidade total 6 a soma das capacidades. 
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=C ~. x=48h (C irá cancelar) à: 


E34) Um tanque possui duas torneiras, capazes de enchélo em 8 e 6 horas, respect, 


: : Сү; 
Inicialmente é aberta somente a primeira torneira, e depois que o tanque está 50% cheio ` 
se a segunda torneira, que opera junto com a primeira. Quanto tempo зегд necessário > 
encher o restante do tanque? Para 
As vazões são respectivamente C/8 e C/6, sendo C a capacidade do tanque, 

A primeira torneira trabalhará durante 4 horas para encher a metade do tanque, Para ench 
outra metade (capacidade C/2), a vazão total será a soma das vazões das torneiras, CA + E : 
O tempo necessário será capacidade/vazào, ou seja: Ш 
C 12 : E 
— 42. 12, lembrando que Tempo = Capacidade / Vazão. 
y^ «C 7 
8 6 
R: 12/7 h 


E35) A e B trabalhando juntos aram um campo em 10 horas. A e C fazem o mesmo trabalho 


em 12 horas, e А sozinho faz o mesmo trabalho em 20 horas. Em quanto tempo BeC juntos 
faráo o mesmo trabalho? 


Pessoas trabalhando juntas funcionam matematicamente como torneiras que enchem tanques 
em conjunto. О que corresponde à vazáo das torneiras, é o rendimento, de cada pessoa, Por 
exemplo, o rendimento de A, гд, é igual ao trabalho total W dividido pelo tempo Ta, que a 
pessoa A necessita para fazer o trabalho sozinha. Os rendimentos se somam quando pessoas 
trabalham juntas. No nosso problema temo гд = W/20, ra + rg = W/10, era + ro = W/12. O 
trabalho W cancelará e temos З equações para determinar гд, гв e гс. Para dar a resposta 


temos que somar rg e rc. Sem perda de generalidade podemos usar W=1, sabendo que os 
rendimentos estaráo referenciados a um trabalho unitário. 


TA = 1/20 

ГА + rp = 1/10 > rg = 1/20 

Ta +ІС = 1/12 > rc = 1/12 — 1/20 = 1/30 

O problema requer o cálculo de rg + rc = 1/20 + 1/30 = 1/12 
Se гв = 1/12, B necessita de 12 horas para fazer o trabalho. 


R: 12h 


E41) Dois trens em partem de um mesmo tempo, na mesma direção mas em linhas diferentes, 
horários diferentes e velocidades diferentes. O primeiro trem parte às 2 horas com velocidade 


de 80 km/h. Às 2:30 parte um segundo trem, na mesma direção, com velocidade de 120 km/h. 
A que horas o segundo trem ultrapassará o primeiro? 


Quando o segundo trem partir (1/2 hora depois do 19), o 12 já terá andado 40 km (8km/h АС, 
h). O segundo trem é 40 km/h mais rápido que o 1°. O tempo para que o 2º trem alcance 0 
é espaco/velocidade, levando encontra as variações, ou seja, 40 km / 40 km/h = 1 hora. 
trem será alcançado 1 hora depois, ou seja, às 3:30 h. 


R: 3:30 h 
meiro tre” 


E42) Repetir о ргоЫета anterior, nas mesmas соп 


diçõ t às 2:40 o pri 
faz uma parada de 20 minutos. igoes, exceto que 


Nesse caso é melhor pensar em gráficos, do tipo espaco X tempo. No problema 4 
trem parte em {=0 


А arti 
(considere a contagem de tempo em t-0, correspondentes à pu 


p 
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primeiro trem, ao invés de 2 horas). A figura | 
(rens. 


415 


No primeiro gráfico, relativo ao problema anterior, mostrado 
retas indicadas com (1) e (2) mostram os movime 


posição 0, no instante 0, e seguiu uma trajetória com velocidade constante (representada por 
uma reta), à razão de 80 km/h, que é o mesmo que 40 km a cada 30 min. O trem 2 indicado 
yela reta (2), partiu da posição O no instante (530) min, e moveu-se com velocidade constante 
de 120 km/2. No instante t*90, ou seja, depois de mais uma hora de viagem, o trem 2 estará no 
quilómetro 120, tendo levado até lá, 1 hora de viagem. O trem 1, após essa mesma hora 
adicional, estará também no km 120, pois terá andado mais 80 km em uma hora. 


à esquerda na figura abaixo, as 
ntos dos dois trens. O trem (1) partiu da 


120 


53,33 


40 40 


30 60 90 30 40 60 


Ё preciso fazer o desenho dos gráficos para ter uma ideia do que ocorre com a розїсао relativa 
dos trens. O problema indica que em t = 40 min, o trem (1) para por 20 minutos, ou seja, fica 
parado de (240 min até t = 60 min. No instante t=40, no qual o trem (1) para, é possível 
verificar que o trem (2) ainda não o alcançou, pois (1) estará em 80 x 2/3 h = 53,33 km, 
enquanto o trem (2) terá andado apenas 120 x (1/6 h) = 20 km. O gráfico da direita mostra essa 
situação em t = 40. O mais importante do problema, é preciso verificar qual é o instante em 
que o trem (2) passa pelo km 53,33. Se for antes de 60 s, significa que o trem (1) continuará 
parado mais um pouco depois que o trem (2) o ultrapassa. й 

O tempo que o trem (2) leva para chegar ao km 53,33 € 53,33 km / 2 km/min = 26,6 min (aqui 
à velocidade foi convertida para 2 km/min, para que o tempo todo seja dado em minutos). 
Concluímos entáo que quando o trem (2) passar pelo km 53,33m teráo passado 26,6 minutos 
depoís da sua partida, ou seja, isto ocorrerá antes do instante t=60 (30 minutos de percurso 
Para (2), que € o instante no qual o trem (1) volta a andar. O instante em que o trem (2) 
ultrapassa o trem (1) € 30 min + 26,6 min = 56,6 minutos, após as 2:00 horas, ou seja, 2h 56 
min e 40 в, aproximadamente. 

R: 2h 56 min 40 s 


FA6) Dots trens partem no mesmo instante, um da cidade A em direcáo à cidade B, a 80 km/h, 
* Outro da cidade В para a cidade A, a 70 km/h. A distáncia entre as cidades é 300 km. Em 
quanto lempo os trens se encontraráo? 

ВО: 7009 300 (о 

KR: 2 horas 
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ON 
50) Carla dirige da cidade A para а cidade B a 45 km/h. is FA e ign permaneceu pa 
10 horas, e entáo retornou para A a 75 km/h, Se о tempo i ! са vag m, da saída de A аӊ | 
chegada a A foi de 50 horas, qual é а distância entre as duas cidades: 
(А) 1190 km — (B) 1179 km (€) 75km (0) 160 km (Œ) 1125 km 
їе Carla ficou parada па cidade В, o trajeto de ida e voha 
(ida e volta), O tempo € dado por espaco/velocidade. O 
es, a вет determinada. As velocidades foram de 45 Чин 


Descontando o tempo de 10 horas qt 
demorou 40 horas. Em cada trajeto 
espaco € d, a distáncia entre аз cidades 
na ida e 75 km/h na volta. Ficamos entáo com: 
4/45 + 4/74 = 40, que resolvida dá d = 1125 km. 

R: (E) 1125 km 

ита solugáo de ácido acético a 10% 
verífica que só tem disponíveis, soluções a 5% e a 20%. Ele decide 


o as duas soluções disponíveis. Quantos litros da solução a 5% 
s da solução a 20% para obter uma solução a 10% de ácido 


E51) Luís é um estudante de química que precisa produzir 
para um experimento. Ele 
fazer a solucáo a 10% misturand 
devem ser misturados a 8 litro 
acético? 


(A)IG5L — (B32L  (C)!6L —(D)85L 
Montando a tabela: 


Ácido > [ x5 [| em | 
Volume > [x [8 
Os volumes são x litros da solução a 5% (x a ser determinado) e 8 litros da solução a 20%. As 
quantidades de ácido são determinadas multiplicando o volume pela concentração 
(porcentagem). O volume da mistura tem (x + 8) lítros, e sua quantidade de ácido é (x + 
8).10%. A quantidade de ácido é igual à soma das quantidades de ácido nas duas misturas 


originais. 
0,05x + 8 x 0,2 = (x + 8) х 0,1 
0,05x + 1,6 = 0,1x + 0,8 ~. 0,8 = 0,05x 


R: (C) 16 L 


(E) 24 L 


г. x = 16 litros 


E57) Uma tinta contém 2196 de corante verde уа! ser misturada com outra tinta que contém 
15% do mesmo corante. Quantos litros devem ser usados de cada uma, para formar 60 1 de 


uma tínta com 1% de corante verde? 


Montando a tabela: 

Corante > [02h | Ol5y | хуур | 

pues [x 4 

A solução resultante contém uma quantidade de corante igual a 0,21x + 0,15y, que é igual à 
0,19(x + y). 

х+у=60 .. y*60-x 

0,21x + 0,15 y = 60 x 0,19 (multiplicando por 100 e simplificando a equação por 3, fica:) 

7х + 5y = 20 х 19 = 380 

7x + 5(60 — x) = 380 ~. 7x - 5x = 380 – 300 ~. 2х = 80 ~. х= 40e y = 60. 


R: 40 L da primeira solução e 20 L da segunda 
$100.000.00. 


E61) Um indivíduo fez dois empréstimos bancários que somavam o valor total de 
uma taxa de 


O prímeiro empréstimo foí feito com uma taxa de 10% ao ano, e o segundo com 
6% ao ano. Depois de um ano, o individ i : 7 to foi 2 
P . uo quitou o valor total, de R$ 107.600,00. Quan 


parte do empréstimo original a 10% anuaís? 
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() 90,000 (B) 30.000 (C) 40.000 (D) 50.000 (E) 60.000 I 


Usaremos a unidade R$, mas poderíamos usar como unidade, os milhares de reais. Iremos 
também lovar em pu hin OS Juros, que totalizaram RS 7.600 unidades. Os dois 
empréstimos serão calculados сше x e 100.000 — x. O primeiro empréstimo teve juros de 10% 
em um ano, e o segundo, de 6% no mesmo periodo. O valor total de juros é a soma dos juros 
em cada empréstimo, . 

x 0,177 (100.000 = х).0,06 = 7.600. Multipliquemos tudo por 100 para eliminar as casas decimais: 
Ox + 600.000 — бх = 760.000 

4х “160000 2, x 7 40.000 (o primeiro empréstimo), e y 60.000 


R: (C) 


163) José recebeu um total de R$ 900,00 em um ano com seus investimentos. Se R$ 7.000,00 


^ 
ас : a carta tava a ( "t : : 
foi investido a uma certa taxa, e R$ 9.000,00 foi investido com uma taxa 2% maior, encontre as 
duas taxas de investimento, 


Se considerarmos x a porcentagem, com 1 = 100%, usamos para as taxas, respectivamente x е 
x * 0,02. Já se considerarmos x um nümero па faixa de 0 a 100, as taxas 540 x/100 e (x * 
9/100. Usaremos a primeira opção. 

7000.x + 9000.(x+0,02) = 900 ~. x = 0,045 (ou seja, 4,5%) e a segunda taxa é 0,065 (6,5%). 


R: A primeira parte a 4,5% a.a. (ao ano) e a segunda a 6,5% a.a 


E68) (CN) Certa quantia foi colocada a juros, à taxa de 5% ao ano, durante 3 anos. Esse 
montante foi entáo aplicado a juros de 6% ao ano, durante mais 5 anos. O novo montante é de 
R$ 14.950,00. Qual foi o capital inicial? 

Em um ano, a uma taxa anual de 5%, um capital C crescerá para 1,05C. Em 3 anos com a 
mesma taxa, o crescimento será o triplo, ou seja C tornar-se-á 1,15. Este valor total foi usado 
em uma nova aplicagáo (a anterior terminou), com juros de 6% em 5 anos, o que fará o capital 
investido ser multiplicado por 1,3. C foi multiplicado, levando em consta as duas aplicacóes, 
por 1,15 x 1,3 = 1,495. Como este valor finalizou em R$ 14.950,00, o capital C aplicado 


inicialmente foi de R$ 10.000,00. 
К: R$ 10.000,00 


E70) Uma pessoa empregou todo o seu capital da seguinte maneira: metade a 4% ao ano; um 
tergo foi a 10% ao ano e a parte restante a uma taxa, tal que o seu rendimento total no fim de 
um ano, foi de 7 1/3 *6 do capital. Qual é essa taxa? 

al C como sendo 1, pois este valor irá cancelar, mas optamos por 
deixar C indicado para cancelamento posterior. As duas primeiras partes de C que foram 
divididas para as três aplicações foram C/2 e CR. Calculando, a terceira parte será C/6. 

À primeira parte, depois de um ano, aplicada a 4% a.a, ficará multiplicada por 1,04. A segunda 
ficará multiplicada por 1,10, e a terceira ficará multiplicada pelo fator T, que quando 
calculado, permitirá o cálculo da taxa. 

Dado o rendimento, em função do capital, teremos que calcular por quanto este foi 
multiplicado, Este valor multiplicativo é 107 + 1/3 %, ou seja, foi multiplicado por 


), 4 ' 
Podemos considerar o capit 


1 
72 
m =] 4225 Podemos então montar a equação para cálculo do aumento total do valor: 
300 
T” 4-5, 11 „© хТ-Сх ( zx . Simplificando por C e multiplicando todos por 300: 
3 ` 6 Є 300 
15 


sien. 10+ 50T = 399 2, T = 1,12 
= 1,2, a taxa anual correspondente ё 12% 


; : `; А i 
ro ! un 
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R: 12% a.a. 
Sugestão: Depois de terminar o cálculo, partir de um capital de R$ 300,00 e aplicar a a, 


em partes (1/2, 1/3 e 1/6) e as taxas (4%, 10% e 12%) e calcular o capital final, para iin 
I tu 


a taxa resultante foi realmente 7,333% a.a. 
E100) Um número de 3 dígitos é igual a 25 vezes a soma dos seus digitos. Se os trás q: 


forem revertidos, a nümero resultante excede o número original de 198. O digito das булан 
é um a menos que a soma dos dígitos das unidades e das centenas. O digito das dezenas "i 
0 


número dado б: 

(A)2 (з (C)6 (D)7 (85 

com valor 100a + 10Ь + c. О problema dá que este valor é 25(a +b +, 
então o número é múltiplo de 5, só pode terminar em 0 ou 5, portanto с=0 ou с-5, ; 
Invertendo os dígitos o novo número excede o original de 198, entáo: 

100a + 10b + c + 198 = 100c + 10b +a "a7 c — 2. 

Sendo assim c náo pode ser 0, pois a é um dígito, náo pode valer -2. 

A única opção portanto é c = 5 e a = 3. O número é da forma 3 5. 

O problema deu ainda que o dígito das dezenas é a + c - 1, então este dígito é 7. O número é 


375, e seu dígito das dezenas é 7. 


R: (D) 


Seja o número "abc", 


elocidade média de 50 km/h. À primeira 


E115) Bernardo fez uma viagem de 120 km a uma v 
A segunda parte foi feita a 60 km. 


parte da viagem foi feita a uma velocidade de 30 km/h. 
Quantos quilômetros foram percorridos na primeira parte da viagem? 


(A) 40 (B) 96 (C) 45 (D) 30 (E) 24 

ocidade média) = 120/50 = 2,4 h 

- x. O trajeto de 120 km é igual à soma dos 
e o segundo com (2,4 - x) horas 2 


O tempo total de viagem é dado por espaço/(vel 
Chamamos as durações dos trajetos de x e 2,4 
trajetos nos dois trechos, o primeiro com X horas a 30 km/h 


60 km/h. 
120 = 30.x + 60.(9,4 — x) 2. 120 = 30x + 144 - 60x г, 30x = 24 ~. x=0,8h 


O percurso na primeira parte foi de 0,8 x 30 = 24 km 
Usamos todos os intervalos de tempo na mesma unidade (horas), todas as distâncias na mesma 
unidade (km) e todas as velocidades na mesma velocidade (km/h). 


R: (E) 
soas é R$ 20.000,00. Uma delas coloca O seu 


E125) A diferenga entre os capitais de duas pes 
do que Ihe renda 45%. Sabendo-se que 0 


capital a 9% e a outra aplica-o na indústria, de mo 
rendimentos são iguais, achar os dois capitais. 

Os dois capitais devem ser chamados de x e x + 20, porém é precis 
valores. O capital maior (x + 20) deve ser o aplicado a 9%, e o menor, 
encontraríamos x negativo. Ou seja, o capital maior é aquele que foi aplicado 
e vice-versa. Note que o problema não indicou o tempo de aplicação, mas es 
desnecessária, pois este valor cancelará. Igualando os rendimentos, já com O tem 


o prestar atenção no 
a 45%, caso contráno, 
a juros menores 
ta informação ° 
po cancela 0, 


ficamos com: 

Capital 1 х Taxa 1 = Capital 2 x Taxa 2 

9(x + 20) = 45x г, x + 20 = ox ^ x= 5 
] i 5 5 mil com e 

De talo, sendo os capitais говро зшен 5 mil e 25 mil, uma aplicação sobre ? 5 mil. 

de 45% durante um tempo, dará o mesmo rendimento que uma ошга de 9% 

considerando o mesmo período (5 x 45 = 25 x 9) 


R: 5 mil e 25 mil 
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43) Uma bicicleta de R$ 280,00 foi comprada 
El artes iguais. Como 3 desistiram, a quota de 
e Quantos eram os meninos? 


419 
Por um grupo de meninos que contribuíram 
cada um dos restantes foi aumentada em R$ 


parte de cada um, com x participantes: 280/x 
parte de cada um, com x — 3 participantes: 280/(x — 3) 
Como 3 desistiram, а parte de cada um ficou maior, no caso, em R$ 12,00: 


280 290.5 


x-3 3 

080x - 280(x — 3) = 12x(x — 3) 

980.3 = 12x(x — 3) г. 280 = 4x(x - 3) -. 70 = x(x -3) 2 x2- 3x - 70-0 

px 10)(x + 7) = 0. Como x tem que ser positivo, então x = 10 (10 meninos) 

Conferindo, antes cada um pagaria 280/10 = 28, depois passou para 280/7 = 40, ou sejam 12 
reais a mais. 


R: 10 


E144) Um tonel continha 100 litros de vinho puro. Retirou-se certa quantidade de vinho que 
foi substituída por água. Em seguida retirou-se da mistura, novamente, a mesma quantidade, 
sendo então substituída por água. A mistura final resultou em 100 litros, contando 36 litros de 
água. Quantos litros foram trocados de cada vez? 


Primeiro é preciso notar que quando é retirada uma quantidade constante de uma mistura 
com volume dado, e substituída por água, o efeito resultante é multiplicar a substância 
principal (a que está misturada com água) por um fator constante. Por exemplo, se temos um 
tonal de vinho puro, com 100 L, e retiramos 10 L da mistura (no caso, inicialmente só vinho) e 
adicionamos quantidade equivalente de água, o efeito resultante é multiplicar a quantidade de 
vinho por 0,9, com aumento de água para manter o volume total constante. Na primeira etapa, 
isto ressaltará em uma mistura de 100 L com 90% de vinho e o restante de água. À fazermos a 
operação da segunda vez, os 10 L de mistura retirados terão 9 L de vinho e 1 L de água, para 
então ser adicionada água pura. A mistura passará a contar então com 81 L de vinho e 19 L de 
água, ou seja, a quantidade de vinho puro foi novamente multiplicada por 0,9. Assim por 
diante, a cada passo, a quantidade de vinho puro continuará sendo multiplicada por 0,9 a cada 
etapa. 


No caso do problema, este fator multiplicativo deve ser encontrado, vamos chama-lo de F 
(valor entre 0 e 1). Na primeira etapa, a quantidade de vinho incluído na mistura passou a ser 
100F (eram 100 1, iniciais). Na segunda etapa, passou a 100F?. , valor que o problema deu 
como sendo 64 L (já que 36 eram formados por água, que é sempre adicionada à mistura). 
emos então: 

102-64 F = (,8 

Isto indica que a cada passo, são retirados 20% da mistura 
К: 20], 


(20L) e substituídos por água. 


E146) u dobro, diminuído de 15? 


Qual número é igual ao valor absoluto do se 


Já foi expli 
subte explicado que em casos como este, quando о c 


l5 ação, deve ser usada a regra do portugués, ou seja, “al 
т algo" 


ontexto não esclarece a ordem da 
go subtraido de 15 é o mesmo que 


Problema & que fica uma düvida entre 


5115-9 
N= Nle 
15- [ом 


u Sei 
Ja, ао armar a expressáo, consideramos 
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O número = | seu dobro], diminuido de 15, ou 
O número = | seu dobro, diminuido de 15 | 


A sutileza que deve ser empregada é a virgula, que serve como separador, ou seja, o valor 
Š 5 estão n: 
absoluto e o dobro estão em uma parte da oração, e o diminuído de 15 estão na outra parte 
: E Tn n £ Д ? 
portanto a expressáo correta é que o valor absoluto nào se aplica ao 15, mas sim, ao dobro, 


N 7 15- |2N| 

Duplas interpretação não deve constar de problemas de matemática, O correto € o formulador 
da questão usar termos que não deixem dúvida quanto as expressões a serem usadas, 
Levando em conta o valor absoluto, temos que abrir em dois casos: 

a) N positivo 

N=15-2N .3N-215 0. N=5 

b) N negativo 

N=15-(2N).. N=15+2N 0. N=-15 

R: 5 ou -15 


E166) Quantos quilos de balas com custo de R$ 15,00 por quilo devem ser misturadas com 24 
kg de jujubas com custo de R$ 7,50 por quilo, para fazer uma mistura com custo de R$ 9,00 
por quilo? 

Usando a tabela ensinada: 

R$ 15,00/kg $ 7,50/k 


ч 


Mistura 


Valor > 
Quantidade > 


O valor M mistura pode ser calculada de duas formas: 

Linhas: Somando as linhas anteriores, temos o valor = 15x + 180 

Colunas: Calculando o valor levando em conta o peso (x + 24) e o peso por kg (R$ 9,00/kg) 
15x + 180 = 9(x + 24) г, 15x + 180 = 9x + 216 .. бх = 36 .. x=6 


R: 6 kg 


E170) Trés mulheres possuem juntas, R$ 360,00. Se a primeira der à segunda 1/7 do seu valor, 
e a terceira também der à segunda, 1/13 do seu valor, as três ficarão com quantias iguais. Que 
valor possui cada uma? 

Note que o total é 360, entáo as trés ficaráo no final com 120 cada. 


A 1? deu 1/7 do valor e ficou com 6/7, que vale 120. Entáo 1/7 vale 20, o valor 6 140. 
A 3* deu 1/13 do valor e ficou com 12/13, que vale 120. Entáo 1/13 vale 20, o valor 6 130. 
A 2º tinha 120 - os valores recebidos = 120 — 20 — 10 = 90. 


R: 140, 90 e 130 


E180) Um fazendeiro tem provisões para alimentar 32 bois durante 25 dias. No fim de 4 dias, O 


fazendeiro compra mais 10 bois. Quanto tempo durarão as provisões, se a ração de cada boi 
não é aumentada? 


Vamos criar uma unidade auxiliar, “BD”, como sendo а quantidade de provisões suficiente 
para alimentar um boi durante um dia. O fazendeiro tem portanto, 32x25 = 800 BD 

Com 32 bois, gastará 32 BD por dia, durante 4 dias serão 198 BD, restando portanto 

800 BD - 128 BD = 672 BD 


Como comprou mais 10 bois, a partir de então serão 492 bois por dia para alimentar 
O número de dias é 672 / 42 = 16 dias цагын 


R: 16 


Р” 
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— ë dtiplicarmos o número inteiro e positivo N у... 421 
e) Se, a0 pe < тна I € positivo N por outro número de 9 algarismo 
vertemos à gu 5 : segundo número, o resultado fica a rie: qni : S 
A soma dos algarismos que constituem o número N dá: а aumentado de 2177. 


^s (86 (O7 DE (59 
“ab”) = N(10a + b) 

alculado N.(“ba”) = N(10b + a) 

umentado de 207, então N(10b + a) – N(10a + b) = 207 


$ calculado ХА 
por engano, € 5 
О número fica a 


< Р? o T w i 
ХФ -99)- 207 = N.9.(b - a). Simplificando por 9 fica: 
Ni | | ). Si 22 
ын e н dígitos, м diferent então só pode ser expresso em produto como | X 23, 
Como b e a são dígitos, sua diferença b - a não pode ser igual a 22, Então b - a vale | e N 
vale 23. Sua soma de algarismos é 2 + 3 = 5 
8:5(3) 


E190) Dois veículos partem juntos de um ponto A, em uma corrída de ida e volta entre os 
ntos A e B. Sabendo que a distáncia entre A e B é 78 km e que as velocidades dos veículos 

sio 70 km/h e 1000 metros por minuto, concluímos que eles voltam a se encontrar depoís do 

tempo de: 

(A) 1h 30 min (В) lh 12 min (C) 1h 40 min (D) lh 42 mín (Е) Ih 2 mín 

As velocidades dos veículos sáo 70 km/h e 60 km/h (1000 m por minuto). O veículo тай veloz 

leva um tempo 78 km / 70 km/h para chegar ao ponto B, entáo retoma. Na volta, o veículo 

mais veloz encontrará o mais lento, como na figura abaíxo: 


А 78 km B 
l 60t I 70(-78/70) | 


veículo terá andado бїл, do início até o ponto 
desde B em direção a A, um outro trecho 
km/h. O termo 78/70 € o tempo que o 
ma desses dois trechos é igual a 


Contanto o tempo t desde a partida, o primeiro 
de encontro. O segundo veículo terá andado, 
durante o tempo (t — 78/70), a uma velocidade de 70 
` ma mais rápido levou para fazer o trecho de À atë B. À so 
í š 

00+ 70(t 78/70) = 78 km (AB) 

3 - 78 = 78 -. 130t = 156 ~. 10t = 12 - 


R: (В) 

E194) CN 87 - Dois capitais são empregados ma taxa y A 20 bus d in 22 
capitais é igual a R$ 50.000,00. Cada capital produz R$ 600,00 de s 5 р iiri 
Permaneceu empregado 4 meses mais que o segundo. О segun босар pen 
durante 


š 6 meses (B)8meses (C) 10 meses 
Senhar um diagrama que esclarega O que oco 


2 t= 1,2h (1 h e 12 min)) 


a uma mes 


(D) 2 anos (E) 3 anos 

rre no problema ë sempre importante: 

e 50.000 reais foi dividido em 

ambas aplicadas a 3% a.a.m que 
0,25% = 1/400 ao més. 


O capital d 
duas partes, 


/ 


meses a mais. 


podemos indicar x e y em funcáo de n, 


Sang . , 
número q fórmula j = c.i.t (considerando 100% como 1), 
* meses da primeira aplicação: 


b. 
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I" parte; 600 = Х.(1/400) 1-2, x = 240.000/n ЕЕ 

2% parte: 600 = y.(1/400) (n +4) 2, y  240.000/(n + 4) 

А soma desses dois valores € 50,000 2, x + у = 50.000 

240.000 " 240.000 = 50.000 .. 24 4M. = 5. Eliminando os denominadores ficamos com: 
п ni4 `7 п n+4 | 


24n + 96 + 24n = 5[n(n + 4)| +, 48n +96 = 5n? + 20n 2. 5n2 — 28n - 96 = 0 


Рага resolver a equação é preciso fatorar o trinómio, o cálculo pela fórmula da e 
grau (сар, 13) ë trabalhoso, alternativamente podemos fatorar o trinómio e igual 
à zero, Temos que determinar os dois números cuja diferenga e 28 e cujo produ 
mais fácil quando dividimos a soma ou a diferenca por um número, e dividimos o produto 
pelo seu quadrado, Fazendo D = 28 e P = 5.96, podemos dividir a diferença рог4ео produto 
pelo seu quadrado, 16, ficando com D'=7 e P'—5.6, fica fácil ver que produto 30 e diferenca 7, 
оз números são 10 e 3, Multiplicando de volta por 4, ficamos com 40 e 12, de fato esses 
nümeros tém diferenca 28 e produto 5.96. O termo do 1? grau deve ser então desmembrado 
(lembre da fatoração ensinada no cap. 5) como: 

5n? - 40n + 12n - 96 = 0 - 9n.(n - 8) + 12.(n - 8 =0 ~. (5n + 12)n - 8) = 0 
Sendo n o nümero de meses, só pode ser 8 


De fato, CLE AP 


8 8+4 
R: (B) 8 meses 


quação do 9º 
ar seus fatores 
to € 5x96. Fica 


E195) Uma pessoa tomou um capital C a uma taxa mensal numericamente igual ao nümero de 


meses que levará para saldar o empréstimo. Tal pessoa aplica o capital C a uma taxa de 94% 
ao més. Para que tenha um lucro máximo na o 
aplicação durante um número de meses igual a: 


(A)6 (B)12 (C)18 (D)24 (E)36 


А taxa deve ser considerada como um valor de 0 a 100, para que possa ser numericamente 
igual ao número de meses, entretanto devemos dividir o valor por 100 na fórmula. O capital C 
foi tomado emprestado por x meses, a uma taxa de x/100. O valor foi aplicado a uma taxa de 
24/100 pelo mesmo período de x meses. A diferenga entre o valor dos juros da aplicagáo e o 
valor dos juros do empréstimo tem que ser o maior possível. 


C.(x/100).x - С.(24/100) х maior possível. Como C/100 é constante, nos resta maximizar o 


valor de 24x – х2. Isto ficará mais fácil depois que estudarmos máximos e mínimos do 


trinómio do 2? grau, mas por hora podemos fazer a mesma coisa completando os quadrados: 
24x — x? = 144 — (x - 12), Esta expressáo terá seu valor máximo quando (x — 12) valer zero, 
ou seja, x = 12. 


R: (B) 


peracáo, deverá fazer o empréstimo e a 


E215) Joáo, Carlos e Maria comecaram a resolver 
juntos, sendo que cada um precisava resolver todos 
taxa constante. ]ойо resolveu 12 problemas por dia e terminou a lista 3 dias depois de Carlos. 
Maria resolveu 3 problemas a mais que Carlos a cada dia, e terminou a lista dois dias antes de 
Carlos. Quantos dias levou Maria para terminar a lista? 
(А) 18 (В) 15 (C)12 (0) 10 (E) 9 


Joáo: 12 por dia (x dias) + 12 + 12 19 (3 dias), total de problemas: P = 12x + 36 
Carlos: A cada dias (x dias) resolver 12 + 36/x, quando terminou Joào levou * 3 dias 
Maria: À cada um dos (x - 2) dias, resolveu 3 a mais que Carlos = 12 + 36/x + 3 


uma lista de problemas de matemática 
os problemas. Cada um trabalha a uma 


Problemas resolvidos por Maria: 


(x - 2) dias x (15 + 36/x) problemas a cada dia, o que ё igual ao nümero de problemas 


p 
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х : 915 + 36/x) = 12x +36 | 
х-207 l а= 

sy + 12 10-7 24/x = 4x + 12 

y 24k - 1070 39 х? - 10x-24=03 (x - 19)(X + 2) = 0 > x = 12 


“ 


Maria levou X — 2 dias = 10 dias 


R: (D) 


£220) (*) Maria, Joana e Carla podem andar a 6 km/h. Elas possuem uma motocicleta que 
anda a 90 km/h, mas pode acomodar apenas duas pessoas (e não pode dirigir a sí mesma). 
Seja Ёо tempo em horas levado para as três chegarem a um ponto a 135 km de distância. 
Ignorando o tempo levado para dar a partida, embarcar e desembarcar, o que é correto sobre 
o menor valor possível para É 


(4) 539 (В) 3,9 56441 (С)415:«43 (D)43St<45 (E) 455t 

Inicialmente, duas vào até o final do trajeto usando a moto, o tempo para checar ao final será 
135km / 90 km/h 7 1,5 hora. 

Enquanto isso, a terceira caminhou 1,5 hora a 6 km/h, andando 9 km. 

Agora, uma delas volta com a moto até encontrar aquela que já andou 9 k. São 126 km 
faltando, a velocidade relativa entre esta terceira e a moto será 90 + 6 = 96 km/h. O tempo para 
o encontro será 126 km/96 km/h = 1,3125 h. Agora as duas voltam juntas de moto, levando o 
mesmo tempo. O tempo total será t = 1,5 + 1,3125 + 1,3125 = 4,125 h 


R: (C) 


229) Colégio Naval 2015 
Dado o sistema S: 
2x - ay = 6 
{ -3x + 2у = с 
nas variáveis х e y, pode-se afirmar que: 
A) Existe a € ]6/5, 2| tal que o sistema S náo admite solucáo para qualquer número real C. 
B) Existe a € ]13/10, 3/2| tal que o sistema S não admite solução para qualquer número real C. 
C) Se a = 4/3 e C = 9, o sistema S não admite solução. 
D) Se a É 4/3 e C = -9, o sistema S admite infinitas solucóes. 
E) Se a = 4/3 e C = -9, o sistema S admite infinitas soluções. 


Solução: 
Os casos descritos nos cinco 
indeterminado. Sistemas impossíveis е inde 


itens acima dizem respeito а um sistema impossível ou 
terminados têm uma coisa em comum: 


A B C 

—== +— > Impossível 

а B' С Р 

A 

em a 2 Э Indeterminado 
4 BC 


Para que o sistema seja impossível ou indeterminado devemos portanto obrigar a relação А/А” 


= B/B”: 


2 -а 
— = —, 1 = = 1,333... 
q 2 ou seja, a = 4/3 


Esta condicáo obrigará o sistema a Ser indeterminado ou impossível. O que vai decidir entre 


indeterminado ou impossível é o valor de C: 
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2 2235 6 2 indeterminado > 2C = -18 > C = -9 

-3 2 c 

2 "hui Am 63 impossível Y 2C 7 -18 > C Z -9 

-3 2 c 


Resumindo, para a = 4/3 o sistema será indeterminado (C = -9) ou impossível (C # -9) 
Entáo vamos às respostas: 

A) FALSO, o sistema só é impossível para C 7-0, e não para qualquer C. 

B) FALSO, o sistema só é impossível para C 7 -9, e não para qualquer C. 

C) VERDADEIRO, com a = 4/3 e este valor para C, o sistema é impossível. 

D) FALSO, com a É 4/3 o sistema é determinado. 

E) VERDADEIRO, com a = 4/3 e C = -9, o sistema é indeterminado, tem infinitas soluções. 


Duas opções são verdadeiras, a questão foi anulada. 
Resposta: (C) e (E) 


230) Colégio Naval 2015 

Qual a medida da maior altura de um triângulo de lados 3, 4, 5? 

(А) 12/5 (B)3 (С)4 (D)5 (E) 20%. 

Solução: 

Este é um dos mais “famosos” triângulos, que deve ser conhecido por todos os estudantes: 
trata-se do triângulo pitagórico básico, que é o triângulo retângulo com lados expressos por 
números inteiros, com os menores valores possíveis. Os catetos são 3 е 4, ea hipotenusa é 5. 
Sua área é igual à metade do produto dos catetos, ou seja, 3x4/2 = 6 

A maior altura é aquela relativa ao menor lado, já que o produto de cada lado pela altura 
correspondente é constante. O menor lado é o cateto 3, e a altura correspondente é o cateto 4. 


Resposta: (С) 


231) Colégio Naval 2015 

Na multiplicação de um número k por 70, por esquecimento, não se colocou o zero à direita, 
encontrando-se, com isso, um resultado 32823 unidades menor. Sendo assim, o valor para à 
soma dos algarismos de k é 


A) par. 

B) uma potência de 5. 

C) múltiplo de 7. 

D) um quadrado perfeito. 

E) divisível por 3. 

Solução: 

Multiplicação normal: 70k 

Multiplicação com erro: 7k, esquecendo о zero à direita ficamos com um número 10 vezes 
menor. 

A diferença portanto € 70k = 7k = 63k, que o problema dá como 32823 
> k = 32823/63 = 512, a soma dos algarismos de k é 8, um número par. 


Resposta: (A), 


i 

| 
E 
4 
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Conjuntos e tópicos sobre 
ANALISE 


Análise e álgebra 


Podemos dividir a matemática do ensino fundamental: Aritmética, Geometría, Álgebra e 
Análise, 


A Aritmética € o conteúdo ensinado nos primeiros anos do ensino fundamental. Trata sobre 
números inteiros, operacóes matemáticas, múltiplos e divisores, fatoracáo numérica, números 
primos, MMC, MDC, frações, números decimais. 


А Geometría € ensinada em todo o ensino fundamental. Nos primeiros anos, limita-se a 
apresentar os nomes das figuras geométricas, depois conceitos de paralelismo, ángulos, e 
finalmente relações métricas. Esta última parte requer bons conhecimentos de álgebra. 


A Álgebra ë ensinada na segunda parte do ensino fundamental, e é o objetivo principal deste 
livro, Existe ainda uma quarta parte da matemática do ensino fundamental, que é intimamente 
ligada à Álgebra: a Análise. Esta parte da matemática trata sobre conjuntos, números reais e 
funções, principalmente. Seu conteúdo está intimamente ligado à Algebra, por isso esta é uma 
boa ocasião para apresentar um capítulo com seus principais conceitos. Tais conceitos são 
ferramentas para desenvolver certos tópicos da Algebra. Por exemplo, duas equações em x e y 
podem ser representadas como retas no plano xy, chamado de plano cartesiano. O ponto de 
encontro das duas retas indica a solução do sistema. Quando as retas são coincidentes, o 
sistema é indeterminado, е quando as retas são paralelas, o sistema é impossível. 


Vários tópicos de Análise são cobrados em 
vários concursos, О Colégio Naval, por 
*xemplo, cobra com frequéncia questóes sobre 
conjuntos. A EPCAr cobra eventualmente 
questões sobre conjuntos, e sempre duas ou trés 
questóes sobre funções. Vamos apresentar neste 
Capítulo, noções sobre análise quer permitirão 
“m melhor entendimento da álgebra. 


em 
22 


Alunos da EPCAr 


im. 4 
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RM УМ бу, 
О nümero zero STA 


O número 0 é motivo de polémica no que diz respeito à sua classificação, Praticar 

os autores de matemática dos ensinos médio e fundamental consideram o () pos фр 
numero natural. А maioria dos autores do ensino superior consideram que o s Ф тей, 
número natural mas sim, um número inteiro. Isto náo faz diferenca ALLEM 


, | 

ё 2727” | 

| 

desenvolvimento d ática. ё a ч alpina , | 
ento da matemática, é só uma questão de nomes. Convencion: HO | 

| 

| 

| 

| 


1-54 que 778) 
4 на”? 
pode usar qualquer uma das abordagens, desde que seja indicada qual a conver do “до 
ЖЕЛ 


Em geral isto fica claro nos livros, e no início das provas de concursos, Este livro, азр e 

maioria dos que abordam a matemática para ensino fundamental, considera o gere ion : | 
numero natural. Recomendamos que esta convenção seja seguida também em ain haga | 
menos que exista indicação contrária no início dos cadernos de provas, Isto é importante DÊ | 
muitas provas apresentam questões que exigem esta informação na sua solução, ОР | 


£ 
байд, 


jai vezes Usa-se a expressão “N = conjunto dos números inteiros não negativos” рап 
eixar claro que o zero está incluído, sem entrar em conflito com um “conjunto N sem y Zen, 


0,1,2 


Os nümeros 0, 1 e 2 devem ser considerados com atenção, pois possuem algumas 
particularidades não existentes em outros números. Já foi visto que o O pode ser considerado 
como número natural ou não, é pura questão de convenção. Mesmo quando o 0 não é 
considerado número natural, é ainda assim considerado número inteiro. Na classificação des 
números entre primos e compostos, o 0 atende à definição de número composto. Já 9 2 é um 
número primo, aliás, ё o único número primo e par ao mesmo tempo. O número 1 não é 
primo nem composto. 


Conjuntos 


A teoria dos conjuntos é necessária para o entendimento de toda a matemática a partir do 6* 
ano. Neste capítulo faremos uma introdução sobre o assunto. 


O conjunto dos números naturais 


Conjunto é uma coleção de elementos. Um dos primeiros conjuntos com o qual lidamos é sem 
dúvida o conjunto dos números naturais, representado por N. Este é um conjunto infinito. 


N = (0, 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, ....) 


O conjunto N pode ser representado em uma reta numerada ou reta numérica. Os números 
sáo dispostos em uma sequéncia crescente. Quanto mais à direita nessa reta, maior € O 


número. 


о 1 2 з 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 -v 
Reta numérica que representa o conjunto dos пітегоѕ naturais 


O conjunto dos nümeros racionais positivos 


O conjunto Q* é o conjunto dos nümeros racionais positivos. Este conjunto te 
números naturais e mais todas as frações positivas. Assim como o conjunto N, o co 
também € infinito, porém é um tipo de infinito muito mais denso. Por exemplo, 


m todos p 
njunto - 
entre доё 


БЭР” | 
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^ s naturais, O e 1, existem infinitos nr m "e 
im les número d 5 números racionais positivos. Apenas para 


exemplos de conjuntos 


podemos ter conjuntos de qualquer tipo de objeto: 
0 


08: 
qe dos dias da semana | 
- (domingo, segunda-feira, terca-feira, quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira, sábado] 
T Conjunto dos quatro planetas шаш próximos do Sol = (Mercürio, Vénus, Terra, Marte) 
¿ Conjunto das notas musicais = (dó, ré, mi, fá, sol, lá, si) 
d) Conjunto das frutas de uma cesta = (banana, laranja, maçã, pêra, abacate) 
e) Conjunto dos parafusos de um motor = (parafuso-1, parafuso-2, parafuso-3, ..., parafuso-n] 


Exemplos: 

Conjunto dos alunos de uma escola 
Conjunto dos torcedores de um time 
Conjunto das moedas de um cofre 
Conjunto dos automóveis de uma rua 
Conjunto das ruas de uma cidade 


Pertinéncia 


Quando um elemento está dentro de um conjunto, dizemos que este elemento pertence ao 
conjunto. O símbolo matemático para a pertinência ё є. 


Exemplos: 

3eN 

bola € (bola, boneca, bicicleta, carro) 

José e NJ, onde NJ é o conjunto dos nomes que começam com a letra | 


35 e Q+ 

Quando um elemento náo pertence a um conjunto, usamos O símbolo £. 
Exemplo; 5£(1,2,3) 

Conjunto vazio 


Njunto v 


Conjunto v 
Sej 


azio é aquele conjunto que não tem elemento algum. Não existe diferença entre um 


Ч azio de laranjas e um conjunto vazio de planetas. Ambos sáo a mesma coisa, ou 
? Vazio ë único. 


Re 
Pres 
ато о conjunto vazio pelo símbolo Ø ou (]. 


El) Es 


al... Creva 


de tal forma que esses dois 
“rismos 5 


9 conjunto dos numerais pares de 2 algarismos, 
ejam iguais. 


Ч z 
3) u; 2 5 e errado nas seguintes notações de conjuntos: 
цас b) (1, 2, 3, 3, 4) 


h. > 
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E3) Dados dois conjuntos A e B, dizemos que a união de conjuntos, Indicada por AUB, ë o 

| ) - 1 Г, ) ` 4 ' 
conjunto que reúne todos os elementos de A e de B, Se A 7 (1,2,4,5,0,7] e B (1, 3, 5,7, 
91, determine AUB. 


E4) Dados dois conjuntos A e B, dizemos que a interseção de conjuntos, indicada por ANB, ё 
o conjunto que tem todos os elementos que рейепсет а А e B ao mesmo tempo. Se A = (1 
2.3.4,5,6 7 e B= (1,3, 5,8, 9], determine AOB. 


, 


. ` tad 
E5) Entre as trés formas abaixo, qual é a errada para representar o conjunto vazio! 


0,(1,(0) 


E6) Escreva o conjunto formado pelos sucessores dos números primos maiores que 10 e 
menores que 30. 


Representacáo por enumeracáo 


Existem várias formas para definir um conjunto, Uma forma usual ë escrever os elementos em 
uma lista, separados por virgulas, e entre chaves ( |. 


Normalmente os elementos de um conjunto são do mesmo tipo, mas nada impede que 
criemos conjuntos de elementos de tipos diferentes. 


Exemplo: 


(parafuso, maçã, 2, areia, Saturno, José, moeda, 3/5, café, 8, relógio) 
Nem sempre conjuntos de tipos diferentes como o do exemplo acima têm utilidade. 


Exemplo: 
А= (1,2,3, {1,9), 4, 5) 


О conjunto А acima tem cinco nümeros naturais (1, 2, 3, 4, 5) e um conjunto com 08 
elementos 1 e 2. Como vemos, nada impede que um conjunto seja elemento de outro. 


Exemplo: 
A = (N, Q+) = conjunto dos dois conjuntos numéricos citados até agora neste capítulo. 


Representacáo por diagrama 


Este método é equivalente a listar os elementos entre chaves. A diferença é que ao invés de 
usar chaves, é desenhado um diagrama com os elementos indicados através de simbolos. 


A B 


Nos dois exemplos acima, temos um conjunto А com cinco bombinhas e um conjunto B con 
os nümeros naturais impares menores que 10, Este método de representacio é usado рага 
ensinar conjuntos para criancas pequenas. Existe um outro método muito ütil e usado em 
estudos mais maduros: o diagrama de Venn. 
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À B A maioria das questões que caem em 
concursos como Colégio Naval, EPCAr e 
similares, pode ser resolvida com a ajuda 
de um diagrama de Venn. 


i ar um i ¡ x : 4 
Este diagram epresenta um ou mais conjuntos e a sua relação através de balões. O diagrama 
i tra que е š ; 
acima mostra que existem elementos que pertencem simultaneamente ao conjunto А e ao 


conjunto B. Nào é feito o desenho dos elementos. Conside a-se que a área interna ao conjunto 


representa os seus elementos, nào importa quais sejam. Por exemplo, podemos usar o 


diagrama de Venn para representar os conjuntos numéricos N e Q+. Todo número natural € 


também um nümero racional positivo, entào é correto dizer que o conjunto N está contido no 
conjunto Q+, como mostra o diagrama abaixo. 


Qt 


Representacáo por propriedade 


Este é o método mais formal para definir um conjunto. Considere por exemplo o conjunto: 
P = { 5, 6, 7, 8, 9, 10.11, 12, 13,....} 
Ёо conjunto dos nümeros naturais maiores que 4. Pode ser escrito da seguinte forma: 


P=(x|xeNex>4) 


Lése: Pé o conjunto dos elementos х tais que x pertence ao conjunto dos números naturais e 
хё maior que 4. 


Outro exemplo: R = (10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) = (x| xeN e 9«x«17) 


Conjunto unitário 


Um conjunto unitário é um conjunto que tem um só elemento. Existem infinitos conjuntos 
unitários. 


Exemplos: 
{3} 
{laranja} 
(Sol) 
(Drake) 
(Josh) 


4 


Scanned by CamScanner 


430 | | O ALGEBRISTA 


Conjuntos equivalentes 


Dois conjuntos sáo ditos equivalentes ou iguais quando S ^ ac 08 mesmos 
? zz 
elementos. Se dois conjuntos A e B sáo equivalentes, escrevemos : 


° . є « 
а)А = {1,2,3}eB= {1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3) | 
b) A = conjunto dos números naturais múltiplos de 3; B = conjunto dos nümeros naturais que 
deixam resto 0 ao serem divididos por 3 


Exercícios 


E7) Enumere os seguintes conjuntos, colocando os elementos entre chaves e separados por 
virgulas: 

а) | х | x é nümero natural e x é par | 

b)ixix2220) 

c) (х | x é número natural e x é múltiplo de 3) 

d) ( x | x é número natural e x > 50) 

e) (х | x é um dia da semana) 

f (x | x é um número natural e x < 20) 

g Ux | x é um número natural e x deixa resto O ao ser dividido por 7) 


E8) Verifique quais dos conjuntos abaixo são iguais ao conjunto vazio 
а) (х | xe{1, 2, 3} e xe(4, 5, 6) | 

b) (х | xeN e x.2=7) 

с) | х | xeN e x.x = 20) 

d) (х | хєё! 


e) [ x | x é o nome de um més e x começa com a letra T) 


Subconjunto 


Um subconjunto é um conjunto formado por alguns elementos de um outro conjunto. 


Exemplo: 
А-11,2,3, 4, 5, 6) 
B=(1,2,5) 


Neste exemplo dizemos que B é subconjunto de A, 

pois todo elemento de B também é elemento de A. 

Isso é o mesmo que dizer que “B está contido em A 
A”, e é escrito como: 


ВсА 


Dizer que B está contido em A é o mesmo que dizer 
que A contém B. Nesse caso usamos o símbolo >. 


Diagrama de Venn para B c A 


Exemplo: 
{1, 2, 3, 4, 5, 7} 2912, 3,5] 


É muito comum representar as relações entre conjuntos através de diagramas de Venn. 
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s.: 1) O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto 
OBS: 2) Qualquer conjunto é subconjunto de si mesmo. | 


Qu seja, qualquer que seja o conjunto A, temos: 
gcA 
ACA 


Para indicar que um conjunto nào está contido em outro, usamos o simbolo Z. 


Exemplo: 
{1,2,5} Z 0,5, 6, 7} 


Pertence ou está contido? 
É muito fácil ver, por exemplo, que 2 e (1, 2, 3). 
É fácil entender também que (1, 2) c (1, 2, 3, 4). 


Entretanto tudo pode ficar complicado quando 540 apresentados conjuntos de conjuntos. Por 
exemplo, será que é óbvio que (1,2) € (1,2, (12) } ou (1,2) C (1,2 (12) 1? 


Nesse caso especial, o conjunto A = { 1, 2, (1,2) } tem 3 elementos: 1, 2 e o conjunto (1,2). 
Entáo como A tem os elementos 1 e 2, é correto afirmar que (1, 2) c A. Além disso, o 
conjunto A também tem o elemento (1, 2), entáo é correto afirmar que (1, 2) e A. 


Para evitar confusáo, sobretudo quando sáo envolvidos conjuntos de conjuntos, faca o 
seguinte: 


4) Para verificar se X c A: Elimine as chaves de X e as chaves de A. Os elementos da lista de 
X, separados por vírgulas, têm que aparecer exatamente da mesma forma, na lista dos 


elementos de A, separados por vírgulas. No nosso caso 


(1,2) c (1,2, (1,2) )? 

Comparemos 1, 2 com 1, 2, (1,2). Os elementos 1 e 2 da primeira lista estào exatamente da 
mesma forma na segunda lista. Entáo é correto que 

1,21 c (1,2, (19) }. 


К Para verificar se X e A: X tem que ser um elemento (um conjunto também pode ser 
“emento). Nesse caso, elimine as chaves de À e verifique se X aparece na lista de elementos 


e 
А separados por vírgulas. No nosso caso 


(1, 2) € ( 1, 2, {1,2} |? 
“minando as chaves somente do segundo conjunto, ficamos com 


Lezo, (12) 


Vemos que o primeiro elemento, que é (1, 2), está na lista obtida a partir do segundo 
"Junto, com a eliminagáo das chaves: 1, 2, (1,2). Entáo concluímos que 


d 


I Scanned by CamScanner 


A E 


(1,2) e { 1, 2, (1,2) ) 


urdo como 4 C A, nem precisa pensar. O nún 
| л 


OBS.: Quando vocé encontrar um abs | k 
é um conjunto, portanto não pode ser subconjunto de conjunto algum. "não 
Conjunto universo 
é um conjunto que contém todos os conjuntos, ou seja, para ЭР 
Quer 


Conjunto universo 

conjunto A, ACU. É uma noção difícil de en аз vezes estam 

interessados não no maior conjunto universo existente, mas em uma parte do unive 2 
Tso, 


Dependendo da aplicação, podemos considerar o conjunto universo como: 


tender, por ser abstrata. Muit 


- O conjunto dos números naturais 

- O conjunto dos números racionais positivos 
- O conjunto dos números pares 

- O conjunto dos múltiplos de 5 

- O conjunto dos habitantes de uma cidade 

- O conjunto das cidades de um país 

- O conjunto dos números naturais de 0 a 10 


Exemplo: 

Considere A o conjunto dos alunos de uma turma que gostam de futebol, e B o conjunto dos 

alunos da mesma turma que gostam de basquete. Nesse caso podemos considerar como 
da turma. Existem alunos que náo fazem parte de A 


conjunto universo, o conjunto dos alunos 
nem de B (náo gostam de futebol nem de basquete), e alunos que fazem parte de A e de B 


(gostam de ambos os esportes). Podemos entáo representar esses dois conjuntos, e mais 0 
universo, em um diagrama de Venn. 


O conjunto universo U é o retángulo da figura 
B ao lado, que representa a turma inteira. Á parte 


comum entre A e B representa 08 alunos que 
A parte 


que náo 


A 


estáo ao mesmo tempo em A e em B. 
externa a A e B sáo os elementos de U 
pertencem a Á nem a B. 


U 


Exercícios 
E9) Sendo A = (1, 2, 3, 4, 5, 6), indique se as sentenças são verdadeiras ou falsas 
a) Ø cA f) {2,3} c A ЮАсА | 
b @ e A g)7€E A i) N c Q+ 
c)2€ A h4cA m) {0} є Ø 
d)3 € A ) (4) CA n6cA 
e) (2,3) € A j A > (4,5, 6) 0)(2,3) € A 


Е10) Enumere os seguintes conjuntos: 

a) Conjunto das letras da palavra PARAGUAI 
b) Conjunto das letras da palavra PERTINENTE 
c) Conjunto das letras da palavra TENNESSEE 


Scanned by CamScanner 


P" 


capítulo 11 = Conjuntos e tópicos sobre análise 433 


gi) Se ^ = (1, 2, 3, 4), determine todos оз subconjuntos B c A tais que 2 € B 


E12) Verifique quais dos conjuntos abaixo são unitários 


a) (x € N | x*5720 ) 

b) (x € N | x é primo e par | 

д [x € N | x é múltiplo de 50 e 120 e 1000 « x « 1500 | 
d {xE N | x é múltiplo de 10 e x é menor que 10 | 
\{xeN]|x<2ex náo é primo | 


e) 
f (хє N|x<lexé composto | 


£13) Enumere 05 seguintes conjuntos infinitos, colocando os elementos entre chaves, separados 
por vírgulas. 

a) Conjunto dos nümeros naturais pares 

b) Conjunto dos números naturais múltiplos de 3 

c) Conjunto dos números naturais múltiplos de 5 

d) Conjunto dos números naturais múltiplos de 3 e 5 ao mesmo tempo 

e) Conjunto dos números naturais que são múltiplos de 3 mas não são múltiplos de 5 

f) Conjunto dos números naturais que são quadrados perfeitos 

8) Conjunto dos números naturais que deixam resto 2 ao serem divididos por 5 

h) Conjunto dos números naturais formados apenas pelos algarismos 2, 3 e 5 

i) Conjunto dos números naturais que multiplicados por 0 dão resultado 0 

j) Conjunto dos números naturais que deixam resto 2 ao serem divididos por 12 ou por 20 


El4) Verifique se o conjunto A está contido no conjunto B 

a) A = {3,6,9} еВ-11,2,3,4,5,6,7,8,9 | 

b) A= {1,2,5,6} eB*(2,3,4,5,6,7, 8) 

с) A = conjunto dos números naturais pares, B = N 

d) A = conjunto dos números naturais múltiplos de 4, B = conjunto dos números naturais pares 


e) A= conjunto dos números naturais majores que 50, B = conjunto dos números naturais 


maiores que 40 
NA» Conjunto dos números primos, В = Conjunto dos números naturais impares 


gJA=@ B= [1, 2, 3) 
hA=(D),B=(1,2,3) 
A=(1,23)eB=(1,2,3) 
JA=(1,22,3,33)eB=(1,2,3) 


Operacóes com conjuntos 
Assim como fazemos com os números, operações aritméticas como adição, subtração, 
multiplicação, divisão, potenciação e outras, fazemos também operações com conjuntos. As 


“Perações que vamos estudar aqui são as mais comuns: 


° União 


° Interseção 
° Diferença 
* Complementar 


Uni : 
nião de conjuntos 

I União de dois conjuntos A e B (escreve-se A U B) é uma operação que resulta em um 
"ceiro conjunto que tem todos os elementos de А e todos os elementos de B. 


4 
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Se А = [1, 2,3, 4, 5, 6) e B = (5, 6, 7, 8), então 
A U B= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 


Note que todos os elementos de A estáo em AU B. Todos os elementos de B também estão 
em A U B. Os elementos 5 e 6 estáo em A e em B, logo estaráo na uniáo, porém sáo contados 
uma só vez, já que um conjunto náo pode ter elementos repetidos. 


Os diagramas abaixo mostram exemplos da união de conjuntos. 


A figura mostra o caso mais comum, no qual 
existem elementos que pertencem somente а 
A, elementos que pertencem somente a B, e 
elementos que pertencem a À e B 

simultaneamente. 


Neste exemplo o conjunto união tem duas 
partes que não se encontram, pois não 
existem elementos que pertencem a À e B ao 
mesmo tempo. Nesse caso dizemos que os 
conjuntos A e B são DISJUNTOS. 


Nesse caso o conjunto B está contido no 
conjunto А, ou seja, В C A. Quando isto 
ocorre, o conjunto А U B é o próprio 
conjunto А. 

Se B c A então AUB=A 


Nesse caso o conjunto B contém o conjunto 
A, A está contido em B, o que é a mesma 
coisa. Quando isto ocorre, o conjunto A U B 
é o próprio conjunto B. 

Se ACB então AUB- B 


Intersecáo de conjuntos 


A interseção dos conjuntos À e B, escrita A N B, é uma operação que resulta em um conjunto 
com os elementos que pertencem a À e B simultaneamente. 


Exemplo: 
Se A = (1,2, 3, 4, 5, 6} e B = (5, 6, 7, 8), então 


A n B = {5,6} 


Os diagramas abaixo mostram exemplos da interseçáo de conjuntos. 
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А hgura mostra о caso mais comum, no qual 


B 
A | existem elementos que pertencem somente a 
| А, elementos que pertencem somente a D, e 
| elementos que pertencem a А e B 
| simultaneamente. 


ANB=g Neste exemplo não existem elementos que 


A B 

pertencem ao mesmo tempo a A e a B. Nesse 
| caso dizemos que os conjuntos À e B sào 

DISJUNTOS. 
AnQB-9 

A Nesse caso o conjunto B està contido no 
conjunto A, ou seja, B c A. Quando isto 
ocorre, o conjunto À N B é o próprio 
conjunto B. 
SeBcAentio ANB=B 

B 


Nesse caso o conjunto B contém o conjunto 
A, A está contido em B, o que é a mesma 
coisa. Quando isto ocorre, o conjunto AN B 
é o próprio conjunto А. 
SeAcBentioANB=A 


Diferenca de conjuntos 

Esta é outra орегасао com conjuntos que tem grande utilidade. Dados dois conjuntos A e B, a 
diferenca de conjuntos, indicada como A - B, é o conjunto dos elementos que pertencem a А 
e náo pertencem a B. Para definir B — A, basta trocar os papéis de À e B, ou seja, é o conjunto 


dos elementos que pertencem a B mas náo pertencem a А. 


Exemplo: 

Se A = (1, 2, 3, 4, 5, 6) e B = (5, б, 7, 8), então 
A-B = (1, 2, 3, 4) 

B-A- (7, 8) 


A diferença de conjuntos também pode ser representada em diagramas de Venn: 


A figura mostra o caso mais comum, no qual 
existem elementos que pertencem somente a 
A, elementos que pertencem somente a В, e 

elementos que pertencem a А e B 


simultaneamente. A figura indica os 
conjuntos À - B e B - A. 
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No caso de conjuntos disjuntos (AB 
temos: 
A-B=A 
B-A=B 


Nesse caso o conjunto B está contido nó 
conjunto А, ou seja, B c A. 

A figura mostra À - B na área hachurada, 
Além disso, temos nesse caso, B — д = Ø. 


Complementar 


Esta é outra operação com conjuntos, tão importante quanto a união, a interseção e a 
diferenca, que acabamos de apresentar. Entretanto, na uniáo, interseção e diferença, os 
conjuntos A e B podem ser quaisquer. No complementar, é preciso que um conjunto seja 
subconjunto do outro, como na figura abaixo. 


Dado que A é subconjunto de B, ou seja, A c B, 
definimos o complementar de A em relag3o a B como 
o conjunto dos elementos que pertencem a B mas náo 
pertencem a A, ou seja, B-A, ou intuitivamente, quanto 
falta para o conjunto A para que se iguale a B. Note 

que o complementar é na verdade uma diferença de 

conjuntos, mas restrita ao caso em que o conjunto A é 
subconjunto de B. 


Escrevemos: 


Á 
Es ou CBA 


O diagrama abaixo mostra o complementar de A em relação a B. 


O O 
Exemplo: 


Considere B = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8) e A = (8, 4, 5} 
Então СА = (1,2, 6, 7, 8) 


Pp 
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5) Determine AUB, AMB, A-B e B-A para os i ¡ : 
Эл 4 5, 6, 7) de (2. 46 8) р seguintes conjuntos: 
b) A={1, 3, 5, 7, 9) e B-(0, 2, 4, 6, 8) 

c) A=[0, 3, 6, 9, 12, 15, 18] e B=(0, 9, 18) 
d) A=conjunto das 26 letras do alfabeto, B=(a, е, i, o, u} 
e) A-(3, 4, 5], B=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 


E16) Para cada caso, determine o complementar de А em relação a B 
a) A-(0, 1,2) e В={0, 1, 2, 3, 4, 5) 

b) A=(1/2, 1/3) e B=(1/2, 1/3, 1/5, 1/7) 

c) A= (2, 3, 5, 7} e B=[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) 

d) А-(1, 2, 3) e B=(2, 3, 4, 5, 6) 


Diagrama de Venn para 3 conjuntos 


Vimos que o diagrama de Venn é uma forma para representar conjuntos e as suas operações. 
No caso de dois conjuntos, a forma geral de representação é a mostrada abaixo. Nela estamos 
levando em conta a possibilidade de existirem elementos que pertencem a A e B ao mesmo 
tempo. 


A B 


А partir daí podemos indicar a união, interseção e diferenca entre os conjuntos. 
А T B A 4 B A а 
AUB АПВ 
О diagrama de Venn também pode ser usado para a A 


Tepresentação de trés conjuntos ao mesmo tempo, 
como na figura ao lado. 


4 
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О diagrama representa os trés conjuntos citados, A, B e C, e ainda: 


Elementos que pertencem simultaneamente a А e B 

Elementos que pertencem simultaneamente a B e C 

Elementos que pertencem simultaneamente a А e C 

Elementos que pertencem simultaneamente a A, B e C 
Elementos que pertencem a А mas nào pertencem a B nem a C 
Elementos que pertencem a B mas náo pertencem а. A nem a C 
Elementos que pertencem a C mas náo pertencem a Anem a B 


Exemplo: 
Dado o diagrama de Venn abaixo, indique quais 840 as operacoes com conjuntos que 
resultam nos conjuntos marcados na figura: 


A As regióes indicadas no diagrama 
correspondem a: 


1+2+3+4+5+6+7 


Diferenca simétrica 


A diferença simétrica é uma operação entre dois conjuntos dada por: 


A AB = (A - B)U (B-A) 


A A B = (A-B)U(B-A) 


A dif as etri Ё а : 
ilerença simétrica também pode ser definida por outra fórmula, que dá o mesmo resultado: 


AAB=(AUB)-(AnNB) 


Problemas que envolvem a difer : 
envolvem чо deos a simétrica náo sáo mais dificeis que problemas que 
, rsecáo e diferenca de conjuntos. O importante é que o aluno precisa 


> 
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ão, caso contrário não conseguirá resoly 
ч “ 


439 


.,pitulo 
r uma questáo fácil por falta de 


era ( 

sont ын Yt 

шесе! 
А! 


ero de elementos 


. problema muito cor & o cale 1 
(m tipo de robleme ч гн num € o cálculo do nümero de elementos de "m 
a de Venn e muito ütil па resolucáo desse tipo de problema tos de um conjunto, O 


peras 
la operação. 


ни" 


Nun 
conhecidos 08 
_ 56 alunos praticam futebol; 


_ 42 alunos praticam basquete; 
_ 95 alunos praticam futebol e basquete. 


Nessas condicóes, а quantidade de alunos que não pratica nenhum dos dois esportes é igual a: 


as 7 (025 DB (B2 


Solução: 
А primeira coisa a fazer é construir o diagrama de Venn para esses conjuntos. 
B = Basqueto Para náo errar esse tipo de problema é 
preciso atengáo ao detalhe: X elementos 


pertencem a А, ou somente а A? No caso, 
Só basquote 6 dito que 56 alunos praticam futebol, e 
z B-A náo que praticam somente futebol. Entáo o 

nümero de elementos de A é 56. Da 
mesma forma, 42 alunos praticam 
basquete, então о número de elementos de 


Um dos esportes 
=AUB U = A turma inteira p ë 42. 


Estão incluídos nos dois casos, alunos que praticam ambos os esportes, que são 25. Agora 

calculamos: 

Al ! А , 
Unos que praticam somente futebol = 56 - 25 = 31 

Unos que praticam somente basquete = 42 = 25 = 17 


Número total de alunos = 100 


de к agora indicar o número de 
indicado de cada parte dos conjuntos 
conjunto no diagrama. A união dos dois 
Os, ou seja, todos que praticam 
ambos) ер (futebol ou basquete ou 
Como a em 31425417 = 73 elementos. 
Praticam turma tem 100 alunos, os que não 
27 esporte algum somam 100 - 73 = - 


еро, (В) 27 
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- . ' зєпїаг diagramas, us; | 
Podemos até mesmo resolver esses problemas sem desenhar лыг » Usando formula, 
apropriadas. O número de elementos de um conjunto A é i іса‹ EUR n(A) ou МА), 
Temos então a seguinte relação relativa à união e à interseção de conjuntos, 


n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A A B) 
No exemplo que acabamos de apresentar, ficamos com: 
n(A U B) = 56 + 42-25 = 73 


A fórmula que acabamos de apresentar permite calcular o número de elementos da união de 
dois conjuntos, conhecendo o número de elementos dos dois conjuntos e o número de 
elementos da interseção. Também permite calcular o número de elementos da interseção, 
quando temos o número de elementos da união e o número de elementos de cada conjunto, 
Ainda assim, recomendamos que você dê preferência a resolver esses problemas usando 
diagrama de Venn, por ser de visualização mais fácil. 


Exemplo (CN): 
Dados os conjuntos A, B e C, tais que: 
n(BuC)-20, n(AnB)=5, n(AnC)=4, 
n(ANBNC)=1 e n(AUBUC)=22 , o valor de 
n[A - (BAC)] é 


(А) 10 (B9 (C8 (0)7 (E6 


Alunos do Colégio Naval 


Usando esses dados, construímos um diagrama de Venn para 3 conjuntos. É sempre mais fácil 
começar pelo número de elementos da interseção dos trés conjuntos, e a partir daí determinar 
as demais partes do diagrama. 


A A 


Precisamos agora calcular o nümero de elementos que pertencem a A e nào pertencem 2 В 
nem а C. Basta calcular n(AUBUC) e subtrair n(BUC) = 99 _ 90 = 92 


4 


Scanned by CamScanner 


capítulo 11 - Conjuntos e tópicos sobre análise 441 


A A 


АҶВПС) 


Nav 


Não temos dados para calcular as trés demais regiões do diagrama, mas já temos informações 
suficientes para resolver o problema. O conjunto pedido, A – (BAC), está indicado na figura 
acima. Seu número de elementos é 44243 = 9 


Resposta: (B) 9 


Nümero de subconjutnos 


Um outro problema interessante é determinar o nümero de subconjuntos possíveis de um 
conjunto dado. Por exemplo, se tivermos um conjunto А = (|, 2, 3), podemos formar os 
seguintes subconjuntos: 


Ø (vazio) 
{1} 

{2} 

{3} 
(1,2) 

(1, 3) 
(2,3) 

(1, 2, 3) 


Entre os subconjuntos de A, sempre constaráo o próprio A e o conjunto vazio. Temos que 
adicionar então os subconjuntos possíveis com 1 elemento, com 2 elementos, e assim por 
diante. Podemos calcular facilmente o número de subconjuntos de um conjunto dado usando 


a seguinte fórmula. 


É dado um conjunto A, finito, com n elementos. O número de subconjuntos de A é igual a 
дп 


No nosso exemplo, o conjunto А = (|, 2, 3) tem 3 elementos. Então o número de 
subconjuntos de A é 23 = 8, 


А demonstracáo desta fórmula é fácil. Para formar um subconjunto, temos que decidir, para 
cada um dos n elementos existentes, se este Гага parte o nào de um subconjunto a ser formado. 
Para cada um dos n elementos, temos duas decisões possíveis: pertence ou não pertence. 
Como são n elementos, o número de escolhas será 2 X 2X2 ... X 2, com n fatores, ou seja, 22, 


Se for pedido o número de subconjuntos náo vazios, temos que descontar 1 desse total, que é 
? Vazio. Portanto, o número de subconjuntos nào vazios de um conjunto com п elementos é 


4 
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Exemplo (CM): 


O nümero de subconjuntos do conjunto X formado pelas letras da palavra CASA е: 


(А) б (B7 (C)8 (0)15 (E)16 


Solucáo: 

X = (C, A, S] (a letra A é contada só uma vez porque um conjunto não tem repetições) 
n(X) = 3 

Número de subconjuntos = 23 = 8 


Resposta: (C) 8 


Conjunto das partes 


Já vimos como calcular о nümero de subconjuntos possíveis de um conjunto А dado. Se 
formarmos um conjunto com todos esses conjuntos, teremos o chamado conjunto das partes 
de A. Indicamos este conjunto como P(A). Já vimos um exemplo com А = (1, 2, 3), e 
formamos os seguintes subconjuntos: 


© (vazio) 

(1) 

(2) 

(3) 

(1, 2] 

(1, 3) 

(2, 8) 

(1, 2, 3) 

Entáo podemos determinar o conjunto Р(А). 


P(A) = ( Ø, (1), (2), (3), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1,2, 3) ) 

Note que os elementos de P(A) sáo conjuntos, ou seja, todos os subconjuntos de A. 
Note ainda que para qualquer conjunto A, temos: 

Ø e P(A) e A e P(A) 

Ou seja, o conjunto vazio e o conjunto A sempre serão elementos de P(A). 

A fórmula do número de subconjuntos pode ser escrita da seguinte forma: 

n(P(A)) = 2508) 


| А) ё 
ou seja, о número de elementos do conjunto das partes (conjunto dos subconjuntos de A) 
igual a 2 elevado ao número de elementos de A. 


Exemplo: 
P(X) : o conjunto das partes de um conjunto X qualquer. Sendo A - (0, 1, 2,3) e B | 
5), coloque V para as sentenças verdadeiras e F para as falsas. | 


= (2, 8, 
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LC) A c P(A) 
2( ) Ам )с Р(В) 
&( ] C; UB =B 
lugáo: 
jm (0, 1, 2, 3) 
В = (2, 3, 5) 


PA) = 19, 10), (13, (2), (3), (0,1), (02), (0,3), (1,2), (1,3), (2,3), (0,1,2), 10,149), 
(0,2,3), {1,2,3}, (1,2,3,4) ) (16 elementos = 21) 
P(B) = [ 2, 12], (3), 15), (2,3), (2,5), (3,5), 12,9,5| ] 


1, É falsa, pois o correto é A € P(A), e nào A c P(A) 
9, Falsa 
3, Falsa. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. 


E A, 
4. Falsa. A expressão C p 56 faz sentido quando A é subconjunto de D. 


Resposta: FFFF 


Exercícios 

E17) Determine P(A) 
а) A-(0, 1, 2) 

b) A-(10, 20, 30) 

c) A=(2, 4) 

d) A= (a, b, c) 

e) A= ( Ø, (2]]) 

f) A = (1, 2, 3, 4) 


E18) Calcule o número de elementos de P(A) 

a) A = (10, 20, 30, 40) 

b) A = (Rio de Janeiro, São Paulo, Minas Gerais, Espírito Santo ) 

cA = (1, 3, 5, 7, 9) 

dA-(xeN | x é primo e 10 < x < 30} 

e) A = ( xeN | MDC (x, 120) = 30 e x < 300) 

f A = Conjunto dos múltiplos de 20 maiores que 100 e menores que 200 


El9) Sendo U = (0, 1, 2, 3, ...., 20), А = conjunto dos números naturais múltiplos de 3 
menores que 21 e B = conjunto dos números naturais mültiplos de 5 menores que 21, 
represente em um diagrama de Venn os conjuntos A e B e destaque suas partes A-B, B-A e 
AnB 


Intervalos 
Intervalos 580 subconjuntos dos nümeros reais com as seguintes propriedades: 
1) Existem dois números reais a e b, sendo que a<b, chamados de extremos do intervalo. 


2) Para qualquer x real, tal que x>a e x<b (ou seja, x está compreendido entre a e b), x 
Pertence ao intervalo. 


ь. 4 
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Exemplo: | | | —- 
um id o intervalo I = (1, 2). Este intervalo é o conjunto de todos ё 
compreendidos entre 1 e 2. 


Um intervalo pode ser representado graficamente na reta dos reais. Por exemplo, q ч 
| 'epr t na figura abaixo: tul 
(1,2) 6 representado como g 


-33 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


"xistem intervalos abertos e intervalos fechados. Um intervalo 
extremo. Um extremo de intervalo é indicado com uma bola br. 
extremo, e com uma bola preta, quando for fechado. No exem 
em 1 e aberto em 2, ou seja, 1 e 2 não pertencem ao intervalo. 
(1, 2). Em notação de conjunto, indicamos este intervalo como: 


é fechado quando inclui y 
anca, quando for aberto Ne 
plo acima, o interval 


: 9 é aberto 
Indicamos este intervalo como 


(1,2) = {хед | 1 <х < 2) 


О intervalo abaixo ё fechado em -l e 3, 


Indicamos este intervalo como [-1, 3]. Na notação de 
conjunto, temos: 


[1, 3] = (x eR |-15x<3) 


Um intervalo pode ser aberto em um extremo е fechado em ошто. 


(a 6] = (хек [a«xs5) 


[a b) (xeR | asx«b) 


Um intervalo pode também se estender até o infinito, positivo ou negativo: 


Га, co) ou fa, +00) = (xeR | x2a) 


No caso do infinito positivo, o sina] «4» é opcional. 


Obviamente, no ou 


tro extremo, 
intervalo ё se 


finitos * 
Mpre considerado 


in 
; s nos 
9 Intervalo pode ser aberto ou fechado, ma 


aberto, 
O conjunto dos números reais també 


00). 
m pode ser representado como cil 


D E 
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О intervalo aberto pode ter seus extremos indicados com parénteses, como em (a, b), ou entáo 
com colchetes voltados para fora, como ]a, b[. Quando os colchetes 580 voltados para dentro, 
como em [а, b], o intervalo é fechado, ou seja, inclui os extremos. 
operacóes com intervalos 


Como os intervalos sáo conjuntos, suportam operacóes usuais de conjuntos, como uniáo, 
interseção, etc. Isto é muitas vezes necessário na resolução de inequações. Graficamente, 
operamos como se fossem diagramas de Venn, exceto que tratam de segmentos de reta, ao 
invés de áreas. 


União de intervalos: Fazemos a união de intervalos tomando as regiões que pertencem a um 
ou ao outro intervalo. 


Exemplo: 
[2, 5] Y (4, 8) = [2, 8) 


+——— HH 
12345678910 
+————K 
12345678910 


—— E E 
12345678910 


Intersecáo de intervalos: Tomamos os elementos que estáo simultaneamente nos dois 
intervalos envolvidos. 


Exemplo: 


——— 
2,5 A (4, 8) = (4 5] 12345678910 
+————n 
12345678910 


+++ + 
12345678910 


Exemplo (CN) 


Todos os valores de x que satisfazem a expressáo 
(А) C198, -1) U (53,4) (В) C3 -1) Y 6/59. (O) (-10/3, -1) U (5/3, 3) 
(D) (-10/3, -2) U (5/3, 4) (E) (5/3; 4) 


—15 < 3x2 — 2x — 20 < 20, são os do intervalo: 
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Solução: 

Este ё um típico problema que envolve operações com intervalos. O problema é na verdade 

um sistema de inequações do 2* grau (capítulo 17), que requer operações com intervalos para 
descrever a resposta. O problema apresenta na verdade duas inequações do 2° grau. É preciso 


resolver ambas, e fazer a interseção das soluções (note que a < x < b € o mesmo que dizer a < 
x E x < b). 


-15 « 3x? - 2x - 20 

3х2 – 2х-5> 0 

3x? + 3x - 5х – 5 > 0 (fatoração de ax? + bx + c com а#1, cap 5). 
3x(x + 1) - 5(x + 1) > 0 

(3x - 5)(х +1) >0 


A expressão será maior que zero quando os fatores tiverem sinais iguais: 


a)3x-5>0ex+1>0 
x>3Bex>-l 
aqui é preciso fazer a interseção dos intervalos (5/3, эс) e (-1, 22) 


— T O 


1 Vê-se claramente que 


(58, 2) CL, 0) = (5/8, ©) 
5/3 


a E _ : : EA 


5/3 


Foi feita a intersecáo dos intervalos porque queremos que a expressao seja positiva, e para isto, 
os dois fatores tém que ter o mesmo sinal, nesse caso, consideramos o caso em que o primeiro 


fator é positivo E o segundo fator é positivo, e este conectivo “E” ё implementado através da 
interseção. 


b) No segundo caso temos que considerar os dois fatores NEGATIVOS, pois isto também 
resulta no resultado positivo. 

3x-5<0ex+1<0 

х<5Зех<-1 


Fazemos então a interseção entre esses dois intervalos: 
(—95, 5/3) ^ (—00, -1) 


Nesse caso temos 


-1 
(725, 5/3) A (—,-1) = (оо, -1) 


5/3 


5/3 
Esses dois casos (a) e (b) resultam em dois intervalos que devem ser unidos, pois 540 


resultantes de duas expressóes unidas por um conectivo OU (ambos sáo positivos OU ambos 
são negativos). Fazemos então a união dos intervalos resultados dos casos (a) e (b): 
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(53, æ) U (7-9. -1) 


птгэ0---------Олсшшшошо :їттшл 
-1 5/3 


Até aqui resolvemos a metade do problema. Temos que fazer a mesma coisa para a segunda 
inequação do enunciado, ou seja, 3x? — 2x — 20 < 20, e então fazer a interseção com o 
resultado encontrado na primeira parte. 


3x? - 2x - 20 « 20 

3x2? -2x-40<0 

3x? - 12x + 10x — 40 < 0 (fatoração de ax? + bx + c com а#1, cap 5). 
3x(x - 4) + 10(x — 4) <0 

(3x + 10)(x - 4) 50 

Para que o produto seja negativo, os fatores devem ter sinais opostos. 


а) (3х + 10) > 0e (x-4)<0 
Isto ocorrerá quando x > -10/3 e x < 4. Fazendo а interseção ficamos сот -10/3 < х < 4, ou 
seja, o intervalo solução é (-10/3, 4). 


b) (3x + 10 < Ое (x — 4) > 0 
Esta opção tem como solução o conjunto vazio. 


Fazendo a união das soluções dos itens (а) e (b), ficamos com (-10/3, 4). 


Encontramos então as soluções das duas inequações do enunciado: 


-15 «3х2-9х-20 > (5/3, co) U (—oo, —1) 
3x2 - 2x — 20 < 20 > (-10/3, 4) 


Para satisfazer simultaneamente as duas inequações, temos que fazer a INTERSECAO das 
soluções: 


[(5/3, оо) U (—00, -1)] A [(-10/3, 4) 
É recomendável fazer operações desse tipo com intervalos, sempre de forma gráfica: 


Fazendo a interseção dos intervalos (ao 


 —m—rnm lado), encontramos dois intervalos 
-1 5/3 abertos: (-10/3, -1) e (5/3, 4). 


Preste muita atenção, os valores na reta 
numérica devem aparecer em ordem 
crescente, caso contrário o resultado 
ficará errado. 


— — og — — On—À—  —— Resposta: (А). 
0/3 -1 93 ^ 


O problema apresentado pode ter parecido complexo. De fato, fizemos questáo de mostrar as 
várias operacóes envolvendo intervalos, e a identificação de quando usamos união e quando 


P. 


4 


Scanned by CamScanner 


448 _ O ALGEBRISTA 


usamos interseção. Outro motivo é que as inequações ainda serão ensinadas neste livro (сар 12 
e cap 17), por isso pode ter se tornado um pouco mais complexo. Deve ser lembrado ainda 
que questões do Colégio Naval, mesmo antigas (esta foi de 1980), são quase sempre bastante 
desafiadoras, muitas vezes são mais dificeis que questões de concursos mais atuais. 


Máximos e mínimos de intervalos 


Um intervalo fechado é um conjunto que tem um elemento de valor máximo e um elemento 


de valor mínimo. Por exemplo, o maior número do intervalo [4, 7] é o 7, e o menor deles é o 
4. 


Um efeito interessante ocorre com os intervalos abertos, e este efeito tem sido explorado com 
provas de concursos. 


Pergunta 1: Qual é o maior, e qual é o menor número inteiro x tal que 10 “х < 20? 
Sendo nümeros inteiros compreendidos nesta faixa, os valores possíveis para x sáo os inteiros 
entre 11 e 19, entào o menor deles é 11 e o maior deles 6 19. 


Pergunta 2: Qual é o menor nümero racional compreendido entre 0 e 1, exclusive? 
Pergunta 3: Qual é o maior e qual é o nümero real compreendido no intervalo (0, 3) 


А resposta da pergunta 2 e da pergunta 3 é a mesma: пйо existe. Intervalos abertos com 
nümeros racionais, irracionais ou reais nào tém um nümero específico que seja o máximo, 


nem o mínimo. Isto ocorre porque esses conjuntos são densos, possuem infinitos valores que se 
aglomeram em torno de qualquer ponto. 


Se fosse possivel aplicar um "zoom" nas proximidades do nümero zero, estando à sua direita 
todos os nümeros reais do intervalo (0, 1), e se existisse um nümero k, menor de todos, 
"vizinho" do zero, chegaríamos a um absurdo: 


0 К 


О referido nümero К nào existem pois k/2, ou qualquer ошга Їгасао própria de k, seria menor 
ainda que k, e ainda assim maior que zero. 


0 É К 


Se dado um nümero k qualquer é sempre possível obter a sua metade, então esta metade 
também é maior que zero. Na verdade por mais próximo de zero que um nümero real, 
racional ou irracional sejam sempre existiráo infinitos nümeros ainda menores. O mesmo vale 


para as vizinhangas de qualquer outro número dado. A concepcáo indicada nas duas figuras 
acima não existe. Não existe um número “vizinho” de zero ou de qualquer outro nümero. Esta 


concepcáo de “vizinho” só existe para números naturais, inteiros, ou frações de naturais € 
inteiros com uma proporcáo conhecida (por exemplo, em intervalos de 0,000001 entre eles), 
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s quando consideramos os conjuntos Re А 
Q Rel, por mais "infinitesimal" que seja um 


ma - " 
* do inte 1 i i i 


inte 


Médias 

Muitas questóes de concursos, sobretudo as do Colégio Naval e OBM 1 

desigualdade as médias. Existem ainda muitas questões que a 1 " p 21 р al . 
médias. Médias 880 valores calculados em função de uma Бүрэн la в 2) 
ue podem ser usados como representantes, em vários tipos de cálculos tom i 

representar 08 nümeros da colecáo. 28 


o: João obteve i ! 1 
Exemplo J A 2 no quatro bimestres do ano, as seguintes notas na matéria de 
portugues: 7,4; 8,3; 9,0 e 8,5. Qual foi a sua média na matéria? 


Solucáo: Devemos somar as 4 notas e dividir o total por 4. 


Média = (7,4 + 8,3 + 9,0 + 8,5)/4 = 33,2/4 = 8,3 


Intuitivamente estamos acostumados a calcular esse tipo de média, mas vamos agora fazer uma 


apresentacáo mais formal. 


Média aritmética 
A média aritmética entre n valores é 
resultado por n. 


calculada somando esses valores, e depois dividindo o 


Ма= + X, + X, +... + X, 
n 


Muitas vezes estamos interessados na média entre apenas dois valores. Nesse caso, a fórmula 


se reduz à semi-soma dos valores: 


шаг 
2 


Ма 


Média geométrica 
também conhecida como média proporcion 


tica. É definida apenas para valores 
quadrada do produto desses dois valores: 


al, é uma outra média que 


A média geométrica. 
8 4 positivos. No caso de dois 


aparece bastante na matemá 
valores, é simplesmente a raiz 


Mg = үху.х, 


No caso de trés valores, também partimo 


Mg =3/x,.x,.X, 


Para calcular a média geométrica 


Mg =3/x,.X,...X, 


s do produto, porém usamos a raiz cübica. 


de n valores extraímos 2 raiz n-ésima do produto dos valores: 


4 
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Média harmônica 


A média harmônica de n valores, sendo n22, é igual ao inverso da média aritmética dos 
inversos desses valores: s 


Маг 2311-22-22 
1551 tek MC 
n 


Desigualdade das médias 


Para quaisquer conjuntos de n valores positivos, suas médias aritmética, geométrica e 
harmónica estáo relacionadas pela seguinte desigualdade: 


Ма 2. Mg > Mh 


Além disso, essas médias 580 iguais, se e somente se, os números envolvidos sáo iguais. 


Muitos problemas de desigualdades que aparecem em provas do Colégio Naval e em 
Olimpíadas de Matemática, sáo baseados na desigualdade das médias. 


Exemplo (CN) 
Se h, ge а são, respectivamente, as médias harmónica, geométrica e aritmética entre dois 
números, então: 


(A)ah-2g (B)sh-g (C)ah-2g? (D)ah-g! (E)ah-2Jg 
Solução: 8 
Tratase de um problema simples, mas que exige o conhecimento das fórmulas das médias 


citadas. Para quem tem este conhecimento, é uma *questáo dada". 
q q 


Considerando os nümeros x e y, temos: z 


a= (х+у)/2; л J> e 


I 2 _ 2> ' 
ETT 1.1 ку 
x+1/y)/2 1,1 
x y y 


De posso dessas expressóes, podemos testar cada uma delas, para checar a validade. 


Nas cinco opções, temos que calcular o termo a.h, então: 


ал - Xt) 2ху =x y 
2 x+y 


Entretanto, como g =./xy , temos que a.h = g?. | 


Resposta: (D) y 


— 
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Exemplo: CN 2010 - Sejam p e q nümeros reais tais que 1! l . Qual o valor 


— + — = — 


p 4 NT 010 


mínimo do produto pq? 
(A) 8040 (В) 4020 (С) 2010 (р) 1005 (Е) 105 


Solugáo: 
Observe que existem envolvidos uma soma, um produto e um minimo. É preciso que o aluno 
seja bastante observador para que enxergue aqui, um problema de desigualdade de médias, 


envolvendo os números 1/р e 1/q. Dividindo a igualdade dada por 2, encontramos no primeiro 
membro, a média aritmética desses nümeros: 


{1 1 | 
=-] — +- |=—— 
pa o L 2/2010 


Como Ma é sempre maior que Mg, e Mg é a raiz quadrada do produto dos números, ficamos 
com: 


| l 


= |—.— . Elevando ao quadrado, ficamos com: 


1 
Ma =——— > Mg = 
242010 4 p q 


3 2 4. , Ou seja, pq 2 8040. 


8040 pq 
Portanto, o valor minimo da expressão pq será igual a 8040. 


Média ponderada 


A média ponderada é um caso especial da média aritmética, no qual os valores possuem 
pesos. Ao invés de simplesmente somar оз números e dividir por n, somamos os produtos dos 
números pelos respectivos pesos. A média aritmética pode ser considerada como um caso 
particular de média ponderada, na qual todos os pesos são iguais a l. 


Мэн XD, + Xp +. + x, p, 

Dy + Py +... + p, 
Exemplo: Juquinha tirou nos trés primeiros bimestres, as notas 70, 3,0 e 5,0 па matéria 
Filosofia. Em seu colégio, precisa de nota 6,0 para passar, e os pesos dos bimestres sáo 1, 2, 3e 


4. Qual nota precisa obter no 47 bimestre para ser aprovado? 


Solução: Seja n a nota que irá obter no 4º bimestre. Sua nota anual nesta matéria é dada como 
à média ponderada das notas dos bimestres: 


M= 1,0x1+3,0x2+5,0x3+nx4 , tem que ser maior ou igual a 6. 


1+2+3+4 
Sendo assim, como o denominador é 10 (soma dos pesos), о numerador tem que ser maior ou 
igual a 60. Fazendo as contas ficamos, no numerador, com: 


7,0 + 6,0 + 150 + 4n > 60 
28*4n2 60 - 4n > 60 — 98 ~. 4п 2 32 -.n28 


PI 
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—— 


Ч : 1 ai última prova, caso contrári TM 

Sendo assim, ё bom que Juquinha tire 8,0 ou mais na ültima p , ПО estará 

“frito”, 
. . ñ “е » ` Cha” A 

O uso de pesos maiores nas provas mais próximas do final do ano Е chá para 

os alunos que estudaram pouco no início do ano e estudaram шэн п U Pu Эр ano. Se fosse 

usada a média aritmética simples, Juquinha teria que obter га i olh Эрч entáo 
3 а: od 3 a Доол 

precisaria de 9,0 па ültima prova, e não de 8,0. Em geral mais à ро: 5 5 € chá são 

observados em vários colégios, como apresentar provas mais fáceis no fim do ano, e a 

eliminacáo da nota mais baixa. 


Plano cartesiano 


JÀ 6 por nós conhecida a chamada reta numérica, onde puppe “авшиг Os pontos 
pertencentes aos conjuntos numéricos, seja este conjunto N, Z, Q, I ou R. 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 , 


Muito mais comum que representar números nesta reta, é a necessidade de representar pares 
de números. Por exemplo, podemos ter a necessidade de representar um certo valor (por 
exemplo, o ргесо de um produto) em função do tempo. Т ais informações são tipicamente 
representadas em um gráfico bidimensional, como na figura abaixo. 


6% 


8.15f- 


0 3000 4000 5000 [2707] 700 [Т [777] 10000 


: ; А ё uma 
Usamos рага tal um sistema de eixos coordenados, ou eixos cartesianos. O nome é pos 

i ç ë ë vé 
homenagem ao matemático, fisico e filósofo francés René Descartes (1596 — 1650). Atra 
desse sistema de eixos podemos representar a relacáo entre duas grandezas quaisquer. 


Muitas vezes lidamos com dados experimentais, obtidos de medidas reais. Ficamos entáo | 
uma tabela de valores. Representados em um gráfico no plano cartesiano, esses valores Е 
representados por pontos. Muitas vezes esses рошов sáo ligados por segmentos de sn ° 
dar uma ideia de acabamento. Outras vezes Procuramos traçar uma reta que aprox 
relaçao entre esses valores. E o caso da figura abaixo, à esquerda. 
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0 1000 2000 3000 4000 5000 


-1 0 1 2 3 4 


Outras vezes, os valores envolvidos são relacionados por uma equacáo, uma fórmula que 


indica qual é o valor de y, para cada valor de x. A curva obtida teria no caso, infinitos pontos. 
É o caso da figura acima, na parte direita. 


As questóes envolvendo gráficos como o da esquerda na figura acima sáo voltadas para 
estatísticas. Podem pedir por exemplo, as quantidades totalizadas em um determinado período, 
a comparação entre as quantidades de dois períodos diferentes, a determinação de valor 
médio, máximo ou mínimo, etc. Já os gráficos baseados em equações, como o da parte direita 
da figura acima, podem pedir a determinação das raízes (valores que anulam a função), 
máximos e mínimos, pontos de descontinuidade, etc. 


Em cada par ordenado, a primeira coordenada corresponde ao eixo x, chamado de eixo das 
abscissas. A segunda coordenada corresponde ao eixo y, chamado de eixo das ordenadas. 
O cruzamento desses dois eixos é chamado de origem, e tem coordenadas (0, 0). 


Entretanto, muitas vezes por comodidade pode-se atribuir outras coordenadas para a origem. 


Por exemplo, em um levantamento relativo ao século XXI, pode-se colocar a origem no ano 
2001. 


Relações e funções 


As relações e funções nada mais são que conjuntos de pares ordenados, ou seja, uma relação 
que associa valores de x a valores de y - obviamente podem ser usadas outras letras. Esses 
valores não precisam ser necessariamente números reais. Podem ser números racionais, 
naturais, inteiros, etc. Podem também ser outro tipo de objeto. 


Por exemplo, considere um conjunto P de 5 pessoas, e a relação S definida da seguinte forma: 


S: P > p 
(х,у) € R se e somente se, x ё mais velho que y. 


Falta ainda a informação sobre as idades das pessoas de P. Suponha que sejam: 
João, 148 anos Carlos, 14,9 anos Maria, 15,1 anos Paulo, 15,5 anos Ivo, 15,9 anos 


lvo é mais velho que todos os demais, então os seguintes pares pertencem a 5: 
(Ivo, João), (Ivo, Carlos), (Ivo, Maria), (Ivo, Paulo). 


Da mesma forma, Paulo é mais velho que João, Carlos e Maria, logo os seguintes pares 
Pertencem a 5: 


(Paulo, João), (Paulo, Carlos) e (Paulo, Maria). 


Л 
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Da mesma forma, os seguintes pares também pertencem a S: 
(Maria, João), (Maria, Carlos) e (Carlos, João). 


Portanto S é o seguinte conjunto: 
S= ((Ivo, João), (Ivo, Carlos), (Ivo, Maria), (Ivo, Paulo), (Paulo, Joào), (Paulo, Carlos) e (Paulo, 
Maria), (Maria, João), (Maria, Carlos), (Carlos, João)). 


Uma relação desse tipo, não numérico, também pode ser representada em um sistema de 
eixos. A diferença é que os eixos não representam retas de números reais, mas sim, conjuntos 
de pessoas: 


A relação S é formada pelos 
10 pontos indicados no gráfico. 
P é o conjunto com as 5 
pessoas citadas. Como a 
relação é de P em P, significa 
que x são elementos de p, e y, 
também são elementos de P. 
Neste exemplo, os eixos não 
são a reta real, mas sim, o 
conjunto P, com 5 elementos. 


O quadriculado é desenhado 
para facilitar a visualização e a 
construção do gráfico. 


Uma função também é um tipo de relação, porém com uma particularidade que será 
apresentada a seguir. Logo, toda função é uma relação, mas nem toda relação é uma função. 


Diagrama de setas 


Já vimos duas formas de representar uma relação. A primeira consiste em enumerar todos os 
pares ordenados que a formam. Por exemplo, 


S = ((Ivo, João), (Ivo, Carlos), (Ivo, Maria), (Ivo, Paulo), (Paulo, João), (Paulo, Carlos) e (Paulo, 
Maria), (Maria, João), (Maria, Carlos), (Carlos, João)). 


A segunda forma é usar um gráfico cartesiano onde o eixo horizontal representa a primeira 
coordenada, e o eixo vertical representa a segunda coordenada, como no gráfico apresentado 
acima. 


Finalmente temos uma terceira forma de representar uma relação, que é usando um diagrama 
de setas. Na figura abaixo, temos uma relação de X em Y, ou seja, os seus pares ordenados (x, 


y) são tais que xeX e ye Y. 


As setas são usadas para indicar quais valores de x estão relacionados com quais valores de y. 
Por exemplo, a relação indicada abaixo, com diagrama de setas, pode ser representada por 
enumeração como: 


(ху, уз), (Хо, ут), (Хо, Уо), (хэ ya) (xo У4)) 
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Note que em uma relação, um mesmo valor de x pode estar relacionado a mais de um valor 
de y. Neste exemplo, temos os pares (xy, Y 1) € (Ху, yo). Esta ë a diferença entre uma relação e 


uma função. Na fungáo, cada valor de х 50 pode ter associado e ele, um único valor de y. 
Sendo assim, O diagrama abaixo nào representa uma funcáo, mas uma relação. 


X Y 


— 
E 


>< 
| 2 


Note ainda que o ponto уз está associado (ou seja, existem setas partindo de pontos х 
diferentes, chegando a ele: (хү, уз) e (хз, уз). Esta duplicidade na chegada das setas é 
permitida, tanto na relação quanto na função. 


Produto Cartesiano 


O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é uma relação tal que todos os elementos de A 
estáo ligados a todos os elementos de B, ou seja, *todo mundo está ligado com todo mundo". 
Representando a operação de produto cartesiano pelo símbolo “x”. 


Ex: {1,2} X fa, b, c) = ((1, a), (1, b), (1, c), (2, а, (2, b), (2, 9] 
Se A tem m elementos e B tem n elementos, АХВ tem т.п elementos. 


Suponha A = (1, 2, 3, 4) e B = (1, 2, 3, 4, 5). Entáo A x B vale: 


{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), 
(3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5) 


A tem 4 elementos, B tem 5 elementos, A x B tem 4x 5 = 20 elementos. 


4 
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Funçáo 


A funcáo ë uma relaçáo que tem uma característica especial: Cada valor de х corresponde д 
um único valor de y. Por exemplo, o gráfico de produto cartesiano que acabamos de 
apresentar não é uma função, pois para cada valor de x, temos 5 valores de у. Este produto 
cartesiano é uma relação, mas não uma função. Um produto cartesiano A х B só pode ser uma 
função quando o conjunto B é unitário. 


Os dois gráficos da figura abaixo representam funções. O da esquerda é um gráfico de dados 
estatísticos, por exemplo, valores ao longo do tempo. Os pontos do eixo x representam meses, 
e os valores em y são medidas mensais, por exemplo, vendas. Em geral nesse tipo de gráfico 
de pontos, é feita a ligação desses pontos, para dar maior clareza. 


23.7 


111311111113111311148 


O segundo gráfico é uma função matemática, que possui uma fórmula. Esse é o tipo de gráfico 
de maior interesse na álgebra. 


Os dois gráficos da figura acima representam funcóes, já que cada valor de x tem um único 
valor de y correspondente. Por exemplo, o valor medido no primeiro gráfico, em fevereiro de 
2012 é um ünico valor: 23,7. Мао faz sentido um dado ter dois valores diferentes em um ünico 


més. No segundo gráfico, o valor da função para x=2 é y-4. Dado o valor de x, y está 
automaticamente determinado. 


Note que o contrário pode perfeitamente ocorrer: ter um dado valor de y ocorrendo para dois 
ou mais valores de x, ou seja, valores de x que resultam no mesmo y. 


Domínio, contradomínio, imagem 


Toda função tem a ela associados, três conjuntos importantes: 
Domínio: O conjunto de todos os valores de x 

Imagem: O conjunto de todos os valores de y 
Contra-domínio: O conjunto de todos os valores que y pode assumir 


Exemplo: /(х)-4/х 
Na especificacáo mais detalhada de uma funcáo, é preciso que sejam indicados o domínio € 0 


contra-domínio. Quase sempre, por simplicidade, essas informações são omitidas, e é suposto 
que tais conjuntos são os maiores possíveis, dentro dos reais. 


Sendo assim, o domínio é o maior subconjunto possível dos números reais. No caso, este 


maior subconjunto possível é R*, já que x não pode ser negativo na fórmula de f(x) 
Escrevemos então: 


Scanned by CamScanner 


capítulo 11 - Conjuntos e tópicos sobre análise 457 


(f = R” ou seja, o domínio de f é o conjunto dos reais não negativos (positivos e o 0). 


pom 


; -domínio, se nã і . 
o contra do , о for citado, pode ser considerado o mais abrangente subconjunto 


É 


de R, OU seja, o próprio conjunto R. 
A imagem € А | do contra-dominio, que contém todos os valores de y, ou seja, 08 
valores que a func etivamente assume. Á raiz quadrada de x será no mínimo zero (quando 


Aximo infinito, à i 
х=й), е no máximo in nito, à medida em que x assume valores de zero a infinito. Escrevemos 


então: 


Para evitar dúvidas, o enunciado do problema poderia especificar o domínio e o contra- 


domínio, usando a notação: 


ER PR 
/(х) = Ух 


› dominio e o contra-domínio, como па 


almente especifica « 
a fórmula da fungáo e pede que o 


Algumas vezes o problema re 
O problema dá apenas 


notacáo acima. Outras vezes, 
domínio seja identificado. 


Exemplo: Determine o domínio da função f(x) = 1/x. 


Determinar o domínio de uma função 
consiste em partir de R e excluir 08 
valores proibidos algebricamente, como 
radicais negativos (com índice par, é 
claro) е  denominadores nulos, 
Principalmente. 


No caso deste exemplo, a operação 
Proibida é a divisão por zero. Então, O 
domínio é R — (0), ou seja, R”. De fato, 
à função 1/x não é definida para x70. 
Observe que para valores de Х muito 
Próximos de zero, a função tende para 
infinito. 


Gráfico de f(x) = 1/x 


4 
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Funcáo linear e funcáo afim 


Essas funções, muitas vezes também chamadas de funções do primeiro grau (apesar desta 
nomenclatura ser imprecisa), são as comuns € mais simples na matemática. A função linear 
mostra a ге!асйо entre duas grandezas que sáo diretamente proporcionais. Por exemplo, um 
trabalhador que recebe R$ 30,00 por hora de trabalho, e que trabalhe x horas, receberá o 
valor de 30.x reais por essas horas trabalhadas. Nesse caso, se y é 0 valor a ser recebido e x é 
o nümero de horas trabalhadas, temos: 


y = 30x 
Podemos dizer que o valor recebido y é uma função linear do nümero de horas trabalhadas x. 


A constante de proporcionalidade é 30, ou seja, o valor a ser recebido por cada hora 
trabalhada. 


210 Uma funcáo linear tem como gráfico, uma 
reta passando pela origem. Tais gráficos tém 
180 o aspecto da figura ao lado, quando as 
quantidades envolvidas sáo positivas. 
150 
O gráfico ao lado necessita de um pequeno 
120 reajuste. Náo faz sentido contabilizar, por 
exemplo, 3,47 horas trabalhadas. Se о 
90 nümero de horas trabalhadas for um inteiro, 
a gráfico deverá mostrar apenas os pontos 
60 relativos a nümero inteiros de horas, assim 
como o valor recebido. 
30 


12 3 4 5 6 7 


Faz sentido um gráfico contínuo como este quando os valores de x e y puderem assumir 
valores reais. Por exemplo, considere x o número de horas viajadas, a uma velocidade de 30 
km/h. Fará sentido portanto, um trajeto com duração x = 3,47 horas, por exemplo, e à 
distáncia percorrida poderá assumir valores reais, e não só inteiros múltiplos de 30. 


Note ainda que os eixos x e y, para facilitar a representação, podem usar escalas diferentes, 
como neste caso. 


A funcáo айт é muito parecida com a funcáo linear. A diferença é que a função afim não 
precisa necessariamente passar pela origem. Pode ter um parâmetro adicional, constante: 


y=ax+b 
Podemos citar como exemplo de função afim, o valor de uma corrida de táxi. Este valor é à 


soma de uma constante (chamada de “bandeirada”) e um valor proporcional à distância 
percorrida. 
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Note que o valor b da 
funcáo, nada mais é que 
o valor de y quando x = 
0, ou seja, o ponto onde 
a funcáo corta o eixo y. 


sistemas de equações e interseção de gráficos 


um sistema de equações nada mais é que encontrar os pontos de interseção dos 


Resolver 
gráficos das suas equações. 
o o sistema formado 


Considere por exempl 
cujos gráficos são 


pelas duas equações, 
indicados ao lado: 


y=2x+ 2 
у=-х+ 10 
ar os gráficos para 
mas é interessante 
o a interseção dos 


Náo é necessário trac 
solucionar О sistema, 
visualizar a solugáo com 


gráficos. 


. е = o x em y. 
Os dois gráficos envolvidos são retas, pois 580 funções do js grau de á 


y*2x 49 
У=-х +10 


М +9= жЕ 
Х-8 
x= 8/3 TN 
y = 22/3. | 
i as soluções do 
diretamente relacionadas com 


Note 5 
que as posições relativas das retas estão 


Sistema. 
Retas 
etas concorrentes: Solução única ` | 
Retas Paralelas: Sistema impossive infinitas soluções. 
coincidentes: Sistema indeterminado 
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Exemplo: 
Dé o ponto de interseção das retas y + 5x + 24 = Ü e y + x + 4 = 0. 


Solução: 

Basta resolver o sistema 
-5х-24=-х-4 
5x+24=x>+4 


4x 7 -20 
х=-5 
у=-х-4=-1. 


A solução do sistema é o ponto de interseção das retas. 


Resposta (-5, -1) 


Exercícios de revisão 
E20) Um conjunto À possui 256 subconjuntos. Quantos elementos têm o conjunto A? 


E21) Utilizando diagramas de Venn, verifique se as afirmações são falsas ou verdadeiras para 
quaisquer conjuntos À e B 


а) АсА f) AC(ANB) k) (A-B)NB = Ø 

b) DEA 9) (AUB)CA i) (A-B)U(AnB)U(B-A) = AUB 
c) дєА h) (A^B)CA m) (AMBJU(B-A) = B 

d) AC(AUB) i) (ANB)JCB 

e) BC(AUB) j) (A-B) cA 


E22) Se A = (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15), encontre B = ( а.Бєл | acA e bea) 


— 3 ntos 
E23) Qual 6 o пйтего de subconjuntos nào vazios que podem ser formados com 08 eleme 


do conjunto A = (1, 2, 3, 4, 5, 6)? 

А 411105 
E24) Qual € o número de subconjuntos náo vazios do conjunto formado pelos múlop 
naturais de 6 menores que 30? 


E25) Sendo A = (1, 2, 3, 4, 5, 6) e B = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), determine CsA 
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$97) (USP-SP) Depois de n dias de férias, um estudante observa que: 


choveu 7 vezes, de manhá 0u á tarde; 
Ч quando chove de manhã não chove à tarde; 
«| houve 5 tardes sem chuva; 
d) houve 6 manhãs sem chuva. 


podemos afirmar então que n é igual a: 
у7 8)8 (O9 (D)10 (Bu 


E28) Indique quais afirmações abaixo são verdadeiras e quais são falsas: 
a) Se x€N e ye N, então xtyeN 

b) Se xeN e уЄМ, entáo x-y eN 

o) Se xeN e yen, então x.yeN 

d) Se xeN e yeN, entáo x/yeN 


E29) Em uma turma de 50 alunos, 30 léem a revista A, 20 léem a revista B e 10 náo léem 
revista alguma. Quantos alunos léem ambas as revistas? 


E30) Sejam a e b números tais que os conjuntos (5, 6, 7) e (5, a, b) são iguais. Quais sao os 
valores possíveis de a e b? 


E31) Seja A = @ e B = (1). Calcule AUB. 

E32) Seja A= {Ø} e B = (1). Calcule AUB. 

E33) Se B = ((1, 2), (2), (3)), é correto afirmar que (2, 3) é subconjunto de B? 

E34) Se o gráfico da equação 5x + Ky = 9 passa pelo ponto (3, –1), qual é o valor de K? 


E35) (*) A média aritmética de 40 números é 75. Dez números foram eliminados do conjunto, 
deixando 30 números com média 85. Qual é a média dos 10 números eliminados? 


(А) 80 (B)65 (C)45 (0)50 (E)60 
E36) Qual dos seguintes pontos não pertence ao gráfico da função de equação 3x + y = 6º 
^)(,0) (B) (1,3) (с) (0,6) (0) 9) (Œ) C1,3) 


E37 je = a B é: 
)5е A = (х, y | х-Зу-10)) e B = ((x y) | 2x - y = 5}, então ANB ё 


A y, 2) (в) (4,3) (©) ((3,1)) (D)(G -D) (E) (01, -3)) 
E39 e 
9) Se h(x) =x) x2 + + 1, determine h(-a) 


E39 *\ o 
1 ) Se f(x) = -2x? + x + 10, calcule ЦҮ(Ц-2)) 
К : 
) (7) Se f(x) = ax2 _ bx — 4, (2) = 6 e 1-1) = 12, então a vale: 
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462 AAA 
БАІ) Se f(x) = (1 ~ x)/(1 + x), determine f(f(x)) 

E42) Sejam m e n números reais positivos. Definimos as trés quantidades: 
A-(m-*n)2; G = (mmn) 12. Н = 2mn/(m + n). 

Qual das seguintes relagóes 6 sempre verdadeira? 


(À) ASGsH (BGsHsA (С)Н505А (D) Н < А < С (E) impossível determinar 
ЕАЗ) (*) Resolver [x+ 1-2] -4 


E44) (CM) Durante a realização da Feira de Providência, no Rio Centro, Rio de Janeiro, um 
grupo de estudantes realiza uma pesquisa com os visitantes desejando avaliar, no que se refere 
à culinária, a interculturalidade no Brasil. Entre os entrevistados, 12 dizem apreciar somente a 
culinária árabe, 13 apreciam somente a culinária japonesa, 28 preferem a culinária árabe e s 
japonesa, 32 preferem a culinária japonesa a e portuguesa, e 20 apreciam os trés tipos. 
Considerando que 10 pessoas disseram que não apreciam nenhuma das três, 50 não optaram 
pela culinária portuguesa e 40 não optaram pela japonesa, assinale a alternativa que apresenta 
o número de entrevistados. 


(А) 207 (В) 200 (С) 157 (D)127 (E) 100 

E45) A diferença entre a média aritmética e a média proporcional de 4 e 36 é: 

(6 (B8 (O10 (i2 (E)14 

F46) Dados dois conjuntos não vazios А e B, se ocorrer АВ = A, podemos afirmar que: 


(A) А<В (B) Isto nunca pode acontecer (С) B é um conjunto unitário 
(D) B é subconjunto de А (E) A é um subconjunto de B 


EA7) Sendo А = (xeN | x <2) e B = (xeZ) | 13 <x < 11/5), 
o produto cartesiano À x B possui quantos elementos? 


(А) 10 (B)4 (C)2 (0)6 (E)8 


F48) Nas sentenças seguintes, marque com C as corretas e com E as erradas, e marque a 
opção correta. 
) (1) e (1, 2, 3} 

7 € (2, (0, 7}, 8) 


(2,3) > (2, 3, 8) 


) 
) 
)9 e (9, 9) 
) 
(А) ЕЕЕСС (В) ЕЕССЕ (C)ECECE (D)CCECE (E) ECCEE 


ЕА9) A razão entre a média harmônica e o inverso da média aritmética de dois números é 
igual a: 
(A) Soma dos dois números 


(C) Quociente dos dois números 
(E) NRA 


(B) Produto dos dois números 
(D) Média geométrica dos dois números 


Scanned by CamScanner 


o 11 - Conjuntos e tópicos sobre análise 463 


( `M) Depois de N dias de feras, uma estudante observou que: 


сарї! 
A 

v (°) 
o 7 vezes de manhã ou à tarde, 

` ГЫ 

с lo chovia de manhã, não chovia à tarde, 

ux 

Qu : 

Houve ? 

Houve е : 

Calcule N 


tardes sem chuva, 
ханиах sem chuva 


50 () UFRJ 2008 - Um buquê contém flores, entre as quais rosas vermelhas. Se retirarmos 
todas as llores de cor vermelha, restarão 14 ores, Se retiramos todas as rosas, restaráo 17 
panda Y 


loves, Se retirarmos todas as flores que não são vermelhas, restarão 19 flores e, se retirarmos 
oes. 


todas as rosas vermelhas, restarão 26 flores. Determine o número de flores desse buquê e o 


número de rosas que não são vermelhas, 


552) Encontre f(k — 1), sendo f(x) = 4x? - 2x + 1 
(A) 42 10k +3 (B) -10k? * 4k ^7. (C) 4K2- 10k * 7. (D)4k2+2k+3 (E) 4k? - 2k 


E53) Qual é o dominio da função (y) = poz ? 
| xl 
)» 


E54) Qual é a imagem da função f(x) = x? | 


E55) Um aluno obteve notas 68, 82, 87 e 89, nas quatro primeiras provas, de um total de 5. O 
média final será calculada por média aritmética simples. Qual a faixa de valores deve ser 
obtida para a ültima nota, para que a média final fique menor que 90, porém maior ou igual a 
80? 


E56) Se y é diretamente proporcional a x, e y = 46 quando x vale 23. , qual valor terá х 
10 


quando у = 42? 


А 2 (В) х= 21 (C)x-20 (D) 12. (Е) x = -23 
I 


E57) A e B sào conjuntos náo vazios. 1/3 de todos os elementos de A 580 também elementos 
de B, e 1/4 dos elementos de B sáo também elementos de A. Se A tem um total de 6 


elementos, quantos elementos estão em AUB? 
()6 (B)14 (C)12 (D)10 (E)!6 


E58) Dada a função f(x) x2 — 3x + 3, calcule [£(5 + h) - t(5)|/h 
^)! (08457812 (C)7*h (D)7h*h? (E) 28+h+h? 


E59) Calcule Ц-2) + f(2), sabendo que f(x) é uma função definida por: 
Urs para x < | 
2x + 4, para x > 1 


098 Br (gio (D)-2 (5-6 


E60) р т 
| Encontre 9 domínio da função f(x)» х1 = 
(A) [1, 2| ( n 


B) 1,2] (C)[1,2 (р) (1,2) (E) (-00,+00) 


— — 
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ALGER 
E61) Calcule f(-1) + f(1) dada a função f(x) definida por: AUSTA 
4-х ,Sex«l 
x+1,sex21 


(A) indefinido (В)1 (C)2 (D)3 (E) V2 
E 
-1 


E62) Encontre o domínio da função /(х)- 
x 


(А) 0, DU (1, ©] (В) 0, œ) (C)[l, o) (D)x>1 (E)(0 1) 


E63) Quais valores devem ser excluídos do dominio da função racional f(x)= x(x+1) : 


(15213) 
(А) x#0, 1,-2,-3 (В) x*0,-1,2,3 (C)x -2,-3 (D)x£ 9,3 (E) x01 


E64) CN 98 - Dados dois conjuntos А e B tais que n(AUB) = 10, n(AnB) 
Pode-se afirmar que a soma dos valores possíveis para n(A - B) é: 


(А) 10 (В)11 (C)12 (D)i3 (Е) 


=5e n(A) > n(B). 


E65) CN 78 - Seja R o conjunto dos números reais e Z, o conjunto dos números inteiros, Seja: 
A= {xER | х+х= 0}; B= (xeZ |-2<2x+2<2);C= (xe(RnZ) | x2-/2x=0) 
Então: 


(АЈА-С= (0) (8)С-8-14/2) (C)CMA=A (D)AUC-B (E) AUB=C 


E66) CN 78 - Sejam os conjuntos: 

X = (-10, 1, 2) 

0: conjunto vazio 

Y: Conjunto dos nümeros pares positivos que sáo primos 


2: Conjunto dos múltiplos de 2 que tem um algarismo e que não são negativos 


É falso afirmar que 

(А) (xe (XAY) | x 3) = @ (B) (xe (X-Y) | x « 4) = (-1, 0, 1) 
(C) (хє (XUY) | x «5) =X (D) (xe (X^ Y) | x s 2) = (2) 

(E) (xe (Z-Y) | x «8) =Z- (8) 


E67) CN 78 - Sejam: 

N : o conjunto dos inteiros náo negativos 
Z : o conjunto dos números inteiros 
Q:o conjunto dos nümeros racionais 
Podemos afirmar que: 


-0) 99 
(A) (xeN | x>0) =Z - 10) (B) (xe(Zo^Q) | x? — 3x/2 + Ip 
(С) (xeQ | 2x -5-0] cz (D) (xeQ | x2- 4-0) cN 
(Е) NAZNQ = Ø 
E68) CN 79 - Sejam os conjuntos: | 
X- conjunto dos nümeros impares positivos que tém um algarismo. | 
Y = conjunto dos divisores impares e positivos de 10. | 
Z = conjunto dos mültiplos nào negativos de 3, que tém um algarismo. ( 
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_ -aniunto vazio. 

0 ru afirmativa correta 

А55 

y x-Y=(3,6,7,9) (B) Y -X - (3,7, 9) 

O (xo) - (X2) = (3, 6, 7, 9, 0) (D) (YAZ) ЭХ = (1, 3, 5, 7, 9) 

02-17 

E69) CN 79 - Sejam os conjuntos: 

y = conjunto dos inteiros não negativos Z = conjunto dos inteiros 

Q = conjunto dos racionais R = conjunto dos reais 

Assinale a afirmativa falsa 


(a) (xeN |х2-4-0) é um conjunto com um elemento 

(B) (xeQ | x? - 3 = 0) é um conjunto vazio 

(c) (xeR | x? + 4 = 0) é um conjunto que tem dois elementos 
(D) (xeZ | x? — 4 = 0} é um conjunto que tem dois elementos 
(E) (xeZ | xN} é um conjunto não vazio. 


E70) CN 97 - Considere o conjunto A dos números primos positivos menores do que 20 e o 
conjunto B dos divisores positivos de 36. O número de subconjuntos do conjunto diferença B – 
A é: 

(А) 32 (В) 64 (С) 128 (D)256 (E) 512 

E71) CN 97 - Dados os conjuntos A, B е С, tais que: n(BUC) = 20, n(ANB) = 5, n(ANC) = 4, 
цАг\Вг\С) = 1 e n(AUBUC) = 22. O valor de n[A - (BAC)] é: 

()10 (B9 (C)8 (0)7 (E6 


E72) CN 82 Se MAP = (2, 4, 6) e MAQ = (2, 4, 7), logo MA(PUQ) é: 

(A) (2,4) (B) {2, 4, 6,7} (C) (6 (D)(7) (E) (6,7) 

E73) () CN 83 - Numa cidade constatou-se que as famílias que consomem arroz náo 
consomem macarrão. Sabe-se que: 40% consomem arroz, 30% consomem macarrão, 15% 


consomem feijão e arroz, 20% consomem feijão e macarrão, 60% consomem feijão. A 
Porcentagem correspondente às famílias que não consomem esses três produtos é: 


(А) 10% (в) зж (C)15% (D)5% (E) 12% 


E74) CN 83 - Sendo 


A= {хем |х2-4=0 } 
B= {xeZ | -25x<5] 


C= (xeZ | 0< 35452.) 
3 


9) Conjunto AU(BnC) é 
OBs: N = 


conjunto dos números naturais; Z = conjunto dos números inteiros. 
^^) 10,2) (B) (-2,2,1) (C) (-2,-1,0,2) (D) {-2, 0, 3,5} (E) {-2, 0, 2, 4} 


1 ( ) ( N 96 " Numa cid ade 2896 das pessoas tem cabelos pretos e 24% possuem olhos 
Zu 8, 2 ` : 2 € 
abendo que 659 da populacáo de cabelos pretos tém olhos с istanhos e que a 


йо de olhos verdes que tem cabelos pretos é 10% do total de pessoas de olhos 


x... 
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castanhos e cabelos pretos, qual a porcentagem, do total de pessoas de olhos azuis, que ten ` 
cabelos pretos? em og 
OBS: Nesta cidade só existem pessoas de olhos azuis, verdes ou castanhos. 


(А) 30,25% (В) 31,25% (С) 32,25% (D) 33,25% (E) 34,25% 


E76) CN 84 - Associando os conceitos da coluna da esquerda com as fórmulas da coluna d 
direita, sendo a e b números reais positivos quaisquer, tem-se: a 


I - média harmônica dos números a e b. a 

II - média ponderada dos números a e b. E Уа b 

III - a média proporcional entre os números a e b. a.b Jab 

IV — o produto do MMC pelo MDC de a e b ©) > 8-2 

V - média aritmética simples entre os números a e b. al a+b 

(A) (I; b); (II; c); (IV; e) (B) (II; c); (Ш; a); (IV; е); (C) @ d); (I; с); (V; b); 
(D) (Ш; a); (IV; е); (V; b); (E) (Т; d); (Ш; a); (IV; e); 


E77) CN 84 - A, B e C sáo respectivamente os conjuntos dos múltiplos de 8, 6 e 12. Podemos 
afirmar que o conjunto AM(BUC) é o conjunto dos múltiplos de: 


(А) 12 (B)18 (C)24 (D)48 (E)36 


E78) CN 85 - Dados dois conjuntos A e B tais que: 


- o nümero de subconjuntos de A está compreendido entre 120 e 250 
- B tem 15 subconjuntos náo vazios 


Quantos elementos em o produto cartesiano de A por B? 
(А) 8 (B)12 (C)16 (D)28 (E) 32 


E79) CN 85 - Uma empresa possui uma matriz M e duas filiais A e B. 45% dos empregados da 
empresa trabalham na matriz M e 25% dos empregados trabalham na filial A. De todos os 
empregados dessa empresa, 40% optaram por associarem-se a um clube classista, sendo que 
25% dos empregados da matriz M e 45% dos empregados da filial A se se associaram ao clube. 
O percentual de empregados da filial B que se associaram ao clube é: 


(A) 17,5% (В) 18,5% (C)30% (D)581/8% (E) 61 93% 
E80) CN 85 - Considere os conjuntos A = (1, (1), 2} e B = (1, 2, (21) e as cinco afirmações: 


1- A-B= {1} 

П= (2) c (B- A) 

m- (l) cA 

IV- АХВ = (1, 2, (1, 2)) 

V-  B-A-((2)) 

Logo, 

(A) todas as afirmações estão erradas 
(B) só existe uma afirmação correta 

(C) as afirmações ímpares estão corretas 
(D) as afirmações Ш e V estão corretas 
(E) as afirmações Ie IV são as únicas incorretas 


p 
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¡y CN 85 - Sabendo-se que a média aritmética e a média harmónica entre dois números 


naturais, valem, respectivamente, 10 e 32/5, pode-se dizer que a média geométrica entre esses 
números será igual a: 


узб @6 (O64 (0) 8 (E9 


189) CN 86 - Representando-se por n(X) o nümero de elementos de um conjunto X, considere 
dois conjuntos А e B tais que п(Аг\В) = 4, n(A - B) = 5, e n(A x B) = 36. Podemos afirmar que 
n(AUB) é igual a: 

ii (9 (077 0)9 (910 

£83) CN 86 - Considere os conjuntos X = (xeN | х<4} e Y, ҮСХ, O número de conjuntos Y 
tais que +eY e 0gY é: 

(je (B)? (O8 (D)15 (B)16 

E84) (*) CN 87 - Sendo a e b números inteiros quaisquer, 

R= (x | x= а, 590) eS = (2; 1,3; 0,444... 2 ), então: 

(А) SCR. (B) SAR=0 (С) SAR é unitário (D) SAR tem dois elementos (E) 5 - R é unitário 
E85) CN 87 - Dados os conjuntos M, N е P tais que NCM, n(MAN) = 60%.n(M), n(NaP) = 
50%.n(N), n(MANNP) = 40%.n(P) e n(P)= x%.n(M). O valor de x é: 

(4)80 (B)75 (С)60 (0) 50 (Е)45 


E86) CN 88 - Num grupo de 142 pessoas foi feita uma pesquisa sobre trés programas de 
televisão, A, B e C, e constatou-se que: 


I- 40 nào assistem a nenhum dos trés programas 

I- 103 não assistem ao programa C 

Ш-  25só assistem ao programa В 

IV - 13 assistem aos programas AeB | 

V- O número de pessoas que assistem somente aos programas B e C é a metade dos que 
assistem somente А e B. 

VI- 25 só assistem a 2 programas 

VI- — 72 só assistem a um dos programas 


Pode-se concluir que o nümero de pessoas que assistem: 
(^) ao programa A é 30 (B) ao programa C é 39 | (C) aos 3 programas ё 6 
(D) aos programas A e C é 13 (E) aos programas B ou C ë 63. 


E87) CN 90 - Considere os conjuntos А, B, C e U no diagrama abaixo. A regiào hachurada 


COrre . 
esponde ao conjunto: 


(А) [A - (BAC)] Ü [(BAC) - A] 

(AuBuc) (АОВ) - C] 

A Слас AMB) U (ANO)] 

E (AUB) - |(Аглв) U (ANC)] 
) BAC) - AT U (A - p) 
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A O КАОЛИН ИК 5 112 
E89) CN 91 - A eleicáo para o diretor de um colégio é feita por voto de qualidade dos Votos 
válidos. Os votos dos professores valem 50%, os votos dos alunos valem 45% e os 
funcionários valem 5%. Apurados os votos válidos, obteve-se a seguinte tabela: 


Votos dos 


ct O a asikun а... 


Sabendo que o resultado é homologado se, e somente se, o vencedor tiver 10% 
oponente, pode-se concluir que: 


mais que o 


(A) nào houve vencedor 

(B) o candidato A venceu por uma margem aproximada de 20% de dos votos válidos 
(C) o candidato A venceu por uma margem aproximada de 30% de dos votos válidos 
(D) o candidato B venceu por uma margem aproximada de 20% de dos votos válidos 
(E) о candidato B venceu por uma margem aproximada de 30% de dos votos válidos 


E90) CN 91 - Sejam U o conjunto das brasileiras, A o conjunto das cariocas, B o conjunto das 
morenas e C o conjunto das mulheres de olhos azuis. O diagrama que representa o conjunto 


de mulheres morenas ou de olhos azuis, e nào cariocas; ou mulheres cariocas e nào morenas e 
nem de olhos azuis é: 


E91) CN 92 - Considere os diagramas onde A, B, C e U são conjuntos. A regiáo hachurada 
pode ser representada por: 

(A) (AAB) о (ANC) - (BAC) A B 

(В) (AnB) U (ANC) - (BUC) 

(С) (AYB) о (ANC) о (BAC) 

(D) (AUB) - (AUC) ^ (BAC) 

(Е) (А - В) ^ (A - С) n (8 - C] 


| 
| 
| 
| 


E92) CN 94 - Sejam M = Y 
x+y 


» Onde x e y são reais positivos. Logo, M é: 


(A) o quociente entre a medis geométrica e a média aritmética de x e y 
(B) a metade do quociente entre a média geométrica e a média aritmética de x e y 


Scanned by CamScanner 


Pp 


Ca 
(0 


pítulo 11 - Conjuntos e tópicos sobre análise 


. 469 


a média aritmética dos inversos de x e y 
4 média harmónica dos inversos de x c y 
[4 


(E a metade da média harmónica de x e y 

4 - Num concur i 
893) CN ig" dps: ин a candidato fez uma prova de Portugués e uma de 
Matemática. Баг provado, o aluno tem que passar nas duas provas. Sabe-se que o 


número de candidatos que passaram em Português é o qu 
concurso; dos que passaram em Matemática é o triplo do 
cuncurso, dos que nào passaram nas duas provas é a 
concurso; e dos que fizeram o concurso 6 260, Qua 
concurso? 


(a) 140 (В) 160 (С) 180 (D)200 (Е) 220 


ádruplo do nümero de aprovados no 
nümero de candidatos aprovados no 
metade do nümero de aprovados no 
ntos candidatos foram reprovados no 


E94) Colégio Naval, 2015 

Para obter o resultado de uma prova de trés questões, usa-se a média ponderada entre as 
pontuações obtidas entre cada questão. As duas primeiras questões tem peso 3,5 e a 3°, peso 3. 
Um aluno que realizou essa avaliação estimou que: 

Į- sua nota na 15 questão está estimada no intervalo fechado de 2,3 a 3,1; e 

II - sua nota na 3º questão foi 7. 


Esse aluno quer atingir média igual a 5,6. A diferença da maior e da menor nota que ele pode 
ter obtido па 2% questão, de modo a atingir o seu objetivo de média é 


(4/06 (В) 07 (С)08 (D)O9 (E 


E95) Colégio Naval, 2015 


Observe a figura a seguir. B 

Sea ABC um triángulo retángulo de 

hipotenusa 6 e com catetos diferentes. Com 

relação à área S de ABC, pode-se afirmar 

que: c 


А) será máxima quando um dos catetos for igual a 342. 
B) será máxima quando um dos ángulos internos for 30 graus. 
C) será máxima quando um cateto for o dobro do outro. 


542 


D) será máxima quando a soma dos catetos for 


E 12 өң r . æ . 
) seu valor máximo não existe. 


ЕЮ) Colégio Naval, 2015 


número de divisores positivos de 102015 que são múltiplos de 1 


(A) 152 (ву 196 (C)216 (0) 256 (E) 276 


02000 & 


18 ) Colégio Naval, 2015 А 

| “Чо que o nümero de elementos dos conjuntos AeB são, a 
“nlenças que seguem sobre o número N de subconjuntos não vazios de š 
IN 20 4 од 

1) N= 9pq-1 


respectivamente, p e q, analise as 
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Ш) N = 9Р*Ч- 1 
IV) Х-20-1 ,зеа quantidade de e 


a quantidade d 


lementos de An é p. 


` sena afirms ‹ д 
Com 1550, pode-se afirmar que essas afirmativas que são verdadelray lo 


Ао Bi C2 0)3 B! 
CONTINUA NO VOLUME 2: 139 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) (22, 44, 60, 88) E2) a) não se usa o conectivo “e” ao enumerar um conjunto 
b) não se usam elementos repetidos 

ЕЗ) (1, 2,3, 4,5,6,7,9) E4) (1,3,5) 9) (0) EG) (12, 14, 18, 20, 24, 30) 

E7) 

а) (0, 2, 4, 6, 8, ...] 

b) {40} 


c) (0,3, 6, 9, 12, 15, sic) 

d) ( 51, 52, 53, 54, 55, ... ) 

e) | domingo, segunda-feira, terça-feira, quarta-feira, 
f) £ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19) 
8) (0,7, 14, 21, 28, 35, 42, ue) 


quinta-feira, sexta-feira, sábado] 


E8) todos sáo vazios 


E9) a)F d) V g) F j) V m) F 

b) F e) F h) F k) V n) F 

c) V f) V i) V )У o)F 
E10) a) (P, A, R, G, 0,1) b) (P, E, R, T, I, N} c) (T, E, N, S) 


E11) (2), (2, 4), (2, 3), (2, 3, 4), (1, 2), (1, 2, 4), (1, 2, 3), (1, 2, 3, 4) 


E12) (a), (b), (d), (f) 


) (0, 5, 10, 15, 20, ...) 
d) (0, 15, 30, 45, 60, ...) 
e) (3, 9, 12, 18, 21, 24, 27, 33, ...) 


h) (2, 3, 5, 22, 23, 25, 32, 33, 35, 52, 53, 55, 222, 223, ... 
i) (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ... 


EJ4) a) sim, c) sim, d) sim, e) sim, g) sim, 1) sim, |) sim 


E15) AUB, ANB, A-B e В-А: 

a) (1, 2, 4, 5, 6, 7,8), (2, 4, 6], (1,5,7), (8 
b) (0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9], 11, A, B ца 
c) A, B, (3, 6, 12, 15), () 
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3 CeConjunto das consoantes, B шашин | го 


d^ т ( . P” 
e) B, ^ (), (1,2, 6,7, 8) 


810) a) (3, 4,5) b) (1/5, 1/7) c) (1, 4, 6, 8, 9) d) não definido 
87) 
y) (0), (01, (1), (2), (0, 1), (0,2), 11, 2], (0, 1, 2]] 

y (0), (10), (20), 1301 , (10, 20], (10, 30), (20, 30), (10, 20, 30)] 
909, (2), (4), (3,411 

4) (Ø, la), 15), (1, la, b], (а, с), (b, c), (a, b, є) 

32, (0), (101), (2, (21) 1 

p (Ø, 11), 121, (3), 141, 11, 2), (1,3), (14), (2,3), (2,4), (3, 4], 
(1,2,3), (1,2, 4], (1, 3, 4], (2, 3, 4), (1,2, 3, 4]] 


El8) а) 16 b)IG c)32 d)64 e) 32 f) 16 


AUB 
12478 11 13 14 16 17 19 20 


E20) 8 
E21)a) V b) V Е d)V eV fF gF h)V iV jV ЮУ DV mv 
E22) (4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15) E23) 63 E24) 31 E25) (7, 8, 9, 10) 


E26) n(A) = 6, n(B) = 4, (АВ) = 3 > n(AUB) = 643 = 7. Resp: 27 = 128 


E27) (C) E28) V, F, V, F E29) 10 E30) 4-6 e b=7 ou a=7 e b-6 
E31) (1) E32) (0,1) E33)JNÀO  — E346 lx 
E36) (E) E37) (E) E38) -a3 - a? -a + 1 

imo руу E41) f(x) = x, para x # -1 19 
М8) 5 ou 7 E44) (E) FA5) (В) F46) (D) E47) (B) 
MU E49) (B) E50) 9 күне» БИШ) 


55) р 


E54) R 


ar ^ Е : : - 
“Та média acima de 80, nota maior que 74, mas para média 90, impossível. 


. 


Á 
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1:56) (D) 1:57) (C) ESB (CO) — E59(D) — xj c, ы, 
861) (D) 109) (A) 163) (C) E64) (C) К65) (C) 

1:66) (B) 1267) (B) 1:68) (D) F69) (B) E70) (B) 

1271) (B) 872) (B) 873) (D) E74) (C) E75) (C) 

1276) (E) E77) (C) 878) (D) E79) (D) E80) (D) 

ЕВ!) (D) E82) (D) E83) (C) E84) (E) E85) (B) | 
190) (В) E87) (D) E89) (A) E90) (A) E91) (A) 

1:92) (E) 193) (E) E94 (C) 495 (E) E96 (D) | 
E97) (A) | 


Resolucóes de exercícios selecionados 


1235) A média aritmética de 40 números é 75. Dez números foram eliminados do conjunto, 
deixando 30 números com média 85. Qual 6 a média dos 10 números eliminados? 


(A)80 (B)65 (C)45 (D)50 (Е) 60 


Sejam os números Хү, Xo, Xa, + X10 Хүү, X19 ++ X40. Sejam Sjo a soma dos 10 primeiros e Sy a 
soma 408 30 restantes. 

A média dos 30 números € (510 + S30)/40 = 75. Depois de retirados os 10, a média passou a 
ser 85: 530/30 = 85. Ficamos então com: 

(Sio k Su) /40 75 2, 830 = 40x75 – 510 ёл Sio = 300 — 5:0 (1) 

O problema indicou como 85 a média desses trinta nümeros restantes: 

54/30 = 85 2, S, 255, Substituindo em (1) ficamos com: 

Sjo ” 300 - 255 = 45 


R: (C) 


E39) Se f(x) = -2x^ + x + 10, calcule f(f(f(-2))). 


Usamos a fórmula e calculamos o valor numérico para x = -2: 
[(-2) = -8 -2 + 10 = 0, a seguir calculamos f(0): 

f(0) = 10, finalmente calculamos f(10): 

f(10) = -2x100 + 10 + 10 = -180 

Entáo f(f(f(-2))) = f(f(0))  f(10) = -180 


R; -180 


VAQ) Se f(x) ә ах? -bx- 4, f(2) = Ü) e 1-1) = 12, então a vale: indo 05 
, é шш 
Encontraremos duas equações que permitem determinar as incógnitas а € b, subs 
valores dados de x e f(x): 


x= Э la -2b-46 


х=-1 23 a4*b-4^12 7 
Resolvendo o sistema encontramos a = 7 e b = 9, 
К: вн 7 
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ИУ), Resolver lx +1|- 2 -4 
без com módulos devem ser abertas em casos, partindo do princípio: 


Equas a a 
Se |x| = k, k positivo, então x = k ou x = —k. 
a) х + 1 pa 
|x +1 | -2 -4 
О caso (b) nào ocorre pois implica em |x + 1| 5-2, já que um módulo não pode ser negativo. 
О caso (8) resulta em |x * 1| 56, que deve ser novamente desmembrado: 


Ш}х+1=-6 Dus = 


R: x = 5 ou x = —7 


E50) Depois de N dias de férias, uma estudante observou que: 
92 . Se chovia de manhá, nào chovia à tarde. 


1° - Choveu 7 vezes, de manhá ou à tarde. 
42 - Houve 6 manhás sem chuva 


32 - Houve 5 tardes sem chuva. 

Calcule N 

CM CT Dos N dias, podemos destacar dois 
conjuntos: CM os dias em que houve 
chuva de manhā, e CT os dias em que 
houve chuva à tarde. O problema dá ainda 
que não choveu de manhã e à tarde no 

então sua interseção tem 0 


mesmo dia, 
Z elementos. O problema pede que 
calculemos x + y + 2. 
1°-х+у=7 
3-х+2= 5 
£-ytz-6 
Somando as três ficamos com 2(x + y + z) = 18 х+у+2=9 s N-9 


R: 9 

entre as quais rosas vermelhas. Se retirarmos todas as flores de 
rarmos todas as rosas, restaráo 17 flores. Se retirarmos 
restaráo 19 flores e, se retirarmos todas as rosas 
número de flores desse buqué e o número de rosas 


E51) Um buqué contém flores, 
cor vermelha, restaráo 14 flores. Se reti 
todas as flores que náo 540 vermelhas, 
vermelhas, restaráo 26 flores. Determine о 


que nào sáo vermelhas. 

Problemas desse tipo sáo de resolugáo mais fácil quando desenhamos diagramas de Venn. 
R Neste problema devemos considerar 
id dois conjuntos: R, que é o conjunto das 
rosas, e V, о conjunto das flores 
vermelhas. Existem intersegóes entre 
esses conjunto, que 540 аз rosas 
vermelhas, e ainda flores que não são 
rosas nem vermelhas. Ao todo temos 
que determinar o nümero de elementos 
de 4 regiões: х, y, 2 € W. São 4 
incógnitas, а precisamos de 4 equacóes. 
r vermelha, restaráo 14 flores ЭЭ x + w = 14 
17 flores > z+w = 17 
vermelhas, restarao 


> retirarmos todas as flores de co 
E retirarmos todas as rosas, restarão 
e retirarmos todas as flores que não são 


19 flores > z + y = 19 
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— — Th 
se retírarmos todas as rosas vermelhas, restarão 26 flores Y x + z + w = 26 
O problema pede o nümero total de flores, que € x + y + z + w, mas temos que (x + у) = 14е 
[z + y) = 19, entáo x + y f Z * w = 33. Como x + z + y = 26, concluímos que y = 7, Nesse tipo 
de problema é sempre importante encontrar o número de elementos da interseção de 
conjuntos, pois os outros valores são encontrados a partir daí com mais facilidade. 

= he = = ( 
ytz-199z-712w*z- ]7 Э w = 5; x + w = 14 > x = 9. 


R:33e9 


E71) Dados os conjuntos A, B e C, tais que: n(BUC) = 20, n(ANB) = 5, n(AnC) = 4, 
nANBAC) = 1 e n(AUBUC) = 22. O valor de n[A - (BraC]] é: 


(A) 10 (B)9 (C)8 (D)7 (E)6 


É sempre mais fácil quando determinamos o número de elementos da interseção, e a partir daí 
determínamos os números de elementos das demais partes. 


A Dado que n(AMBAC) = 1, encontramos as 

regiões com 4 e 3 elementos ao lado. 
O problema náo permite determinar todas as 
regiões, mas dá que AUBUC tem 22 elementos, e 
que BUC tem 20 elementos, logo a regiáo de A 
Var que não tem interseção com B nem C tem 22 - 20 
C = 2 elementos. O número pedido pelo problema é 
o número de elementos de А abatendo a 

B intersecáo dos 3 conjuntos = 2 + 4 + 3 = 9. 


R: (B) 


E73) Numa cidade constatou-se que as famílias que consomem arroz náo consomem macarráo. 
Sabe-se que: 40% consomem arroz, 30% consomem macarráo, 15% consomem feijáo e arroz, 
20% consomem feijáo e macarráo, 60% consomem feijáo. A porcentagem correspondente às 
famílias que nào consomem esses trés produtos é: 


(А) 10% (B)3% (C)15% (0) 5% (E) 12% 


Nessas questões sobre conjuntos, é sempre 
melhor desenhar com diagrama de Venn. O 
problema dá que as pessoas que consomem 
FEIJÁO arroz não consomem macarrão, ou seja, os 
conjuntos são disjuntos. Podemos então 
desenhar o diagrama com os conjuntos sem 
interseção, como na figura ao lado. Os que 
comem feijão podem comer também arroz 
ou feijão, mas nunca os três alimentos. 
Considerando uma população de 100, 
encontramos os valores das regiões do 
diagrama: 


ARROZ MACARRÃO 


15% consomem feijão e arroz Y y = 15 

20% consomem feijão e macarrão Y w = 20 

60% consomem feijão > z + y t w = (00) Э z = 25 
40% consomem arroz > y*x74023 x=25 


Р” 
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: yi consomem macarrão Y w + (= 30) 3 t= 10 
Dos 100%, abatidos esses valores, sobram 5%, 


R: (D) 

EB!) Sendo a e b números inteiros quaisquer, 
R = (x | x = afb, #0) e S = (2; 1,3; 0,444...;./2 ), então: 
(A) ScR (В) SAR=W (C) SAR é unitário (D) 


SAR tem dois elementos (E) S- R é unitário 
O conjunto R dado pelo problema ( 


to R p (que obviamente nào é o conjunto dos reais) é formado 
pelos racionais, positivos ou negativos, O conjunto S tem 4 elementos, dos quais 3 são 
racionais (ou seja, pretencem ao conjunto R) e o 42 que é irracional. Em fungáo 4150, a 
ünica verdadeira é e opcáo (E), o conjunto S - R é formado apenas pelo elemento 2. 

R: (E) 


E75) Numa cidade, 28% das pessoas tem cabelos pretos e 24% possuem olhos azuis. Sabendo 
que 65% da população de cabelos pretos têm olhos castanhos e que a população de olhos 
verdes que tem cabelos pretos é 10% do total de pessoas de olhos castanhos e cabelos pretos, 
qual a porcentagem, do total de pessoas de olhos azuis, que tem os cabelos pretos? 


OBS: Nesta cidade só existem pessoas de olhos azuis, verdes ou castanhos. 
(А) 30,25% (В) 31,25% (С) 32,25% (р) 33,25% (Е) 34,25% 
OA OC OV 
c | х | | Jos 
СОФТ j| | | 


0,24 


Apesar de ser um problema relacionado com conjuntos, um modelo baseado em tabelas é 
muito mais prático que um baseado em diagrama de Venn. Usamos dados adicionais do 
problema: 

65% da população de cabelos pretos têm olhos castanhos => CPOC vale 0,65 x 0,28 = 0,182 
olhos verdes que tem cabelos pretos é 1096 do total de pessoas de olhos castanhos e cabelos 
pretos > CPOV = 0,1 x 0,182 = 0,0182. 

Então podemos calcular x = CPOA = 0,28 - 0,182 — 0,0182 = 0,0798 


OA OC OV 


ЕР 0,28 
L- uoti Е 


CNP 
0,24 


Dentro da população de olhos azuis, comparando os que tem cabelos pretos, temos: 
0,0798 / 0,24 = 0,3325 = 33,25% 
R: (C) 


( 
эж ) Colégio Naval, 2015 _ . 
аа obter o resultado de uma prova de trés questóes, usa-se a média ponderada entre as 
-. К - va є 
Pontuações obtidas entre cada questão. As duas primeiras questões tem peso 3,5 e a 3º, peso 3. 
m aluno que realizou essa avaliação estimou que: Зэн 
7 %Ча nota na 15 questão está estimada no intervalo fechado de 2,3 a 3,1; e 


7 a nota na 3! questáo foi 7. 


Esse ; : ге шог e da menor nota que e . 
*e aluno quer atingir média igual a 5,6. A diferença da maior e d: à que ele pode 


er obtido na 2* questão, de modo a atingir o seu objetivo de média é 
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476 22 шэн 
(А) 0,6 (B)07 (C)o8 (D)09 (E! 


1? Solução: 
A nota da 3* questáo 6 fixa, mas t 8 um 
pode ter um valor máximo e um valor minimo. N | dia es 
Urar d holai máxima esperada na 15 questão (3,1), a nota na 23 questão poderá ser mo 
tirar a nota mínima esperada na 1! questão (2,3), a nota na 2% questão terá que 
Como a 1? e a 2* questões têm pesos iguals, а v 
dependerá da variação (máximo - minimo = 3,1 - 2,3 = 0,8) da I* questão, Portanto 
para a nota da 2! questào é a mesma da 1%, ou seja, 0,8, resposta (C). 


anto a da 1* quanto a da 2* são duvidosas, Cad 
ño importa qual seja a mé olas 
` ada, 1 
dy Se 
по, Sa 
22 E Я Ser mi 
ariacáo (máximo ~ minimo) da va Ais 
TOMUS 


ü variação 


23 Solução: 
` ` - ` ^ Н ` , A IM л а ШЫ 9 
Ficou claro pela explicacáo асіта que а nota máxima па 25 questão corresponde ; 
plicaç А minima da 
1? questão e vice-versa. Vamos calcular a média ponderada nas duas situações; 


Мах 1%: М = (3,5 x 3,1 + min2 x 3,5 + 70 x 3/10 = 5,6 

Min 13: M = (3,5 x 2,3 + тахо x 35 + 7,0 x 3/10 = 5,0 

Nas duas situações a média final tem que ser 5,6. Subtraindo as duas fórmulas poderemos 
determinar a relação entre min2 e max2, que são as notas minima e máxima permitidas para a 
questão 2: 

3,5 (3,1 - 2,3) + 3,5(min2 - max2) 50 

тах? - min? = 3,1 - 2,3 = 0,8 

É interessante notar que nào importa qual ѕеја a média final desejada, e nào importa a nota 
conhecida da 3? questão, a variação permitida para a nota da 2* questáo será a mesma, 


Respsota: (C) 


E95) Colégio Naval, 2015 
Observe a figura a seguir. 
Seja ABC um triângulo retângulo de PF. 
hipotenusa 6 e com catetos diferentes. Com A 
relação à área S de ABC, pode-se afirmar d 

que: " d 


A) será máxima quando um dos catetos for igual a 5,2. 
B) será máxima quando um dos ángulos internos for 30 graus. 
C) será máxima quando um cateto for o dobro do outro. 


542 
23 


D) será máxima quando a soma dos catetos for 


E) seu valor máximo nào existe. 


Solução: mas que 
É preciso usar um pouco de geometria, já que trata-se de uma questão de 
envolve um conceito de álgebra importante, que são os limites dos intervalo 
No triângulo ABC, como a base AC é fixa, a área vai ser máxima quando 
B for máxima. Como o ângulo B é reto, o vértice B pertence ao arco capaz traçada 
АС, ou seja, pertence à sem-circunferéncia de diámetro AC = 6, ou seja, à altura si portanto 
para que a área seja máxima, é igual ao raio dessa semi-circunferéncia. Fssa dk 1 
“ 1 б ‹ і H -circ ог їе ^ П ` ` a es 
vale 3, que é o raio da semi-circunferéncia, e a área 6 (3 x 6)/2, que vale 9 unid 


geometria, 

s abertos. ий 
adi 

a altura tração 
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NE sp que esta altura seja máxima, e igual 
T que Р” s BC = BA. O problema indic 
хос om lados 
U ХЭВ! 

сМ 


ВА = BC, logo o problema n 


4 11 - Conjuntos = С2р!СО5 Sobre análise 

pulo —— — y 
b Mângulo ABC tem que ser 

Catetos têm que ser diferentes, ent 

ção. | 


30 raio, o tri 
К! que os 


ИК; d 3o tem solu 
RU y ¿demos sel 


ао 


erguntar, por exe ‚ qual 6 5 

AP mesmo que P! ч, рог 2 qual é o menor numero real do intervalo (0, 1) 
E ¿pnl А ^ > todos, ах 3 P í. 1). 
aot! o zero é О mé nor de todos, mas ele não Pertence ao intervalo Não existe um 
š I т РА - А Ў E : is H E N . » 

уйе! lo zero nos nümeros reais, pois se supusermos Que existe um núemero re 

ho € imo de zero, podemos tomar a me 


J pn tade deste valo 

aja bem E mesma forma não podemos tomar dois с 

к peat dois valores ainda mais 
emos 

odere 


„Мета não tem solução. 
ДАШ си 


aposta: (E) 


gx) Colégio Naval, 2015 


) nimero de divisores positivos de 1005 que são múltiplos de 102000 д 
ui Е = BR 

a) 152 (B) 196 (С) 216 (D) 256 (E) 276 

р) 


цн mais nada, notemos que o problema fala 
Se um divisor de 102015 é múltiplo de 102000 
(AW, Separando esses fatores obrigatórios, 
muliplicàlo por 100, Devemos então de 


al tal, que 
Y, que será ainda mais próxima 


ER atetos “quase iguais”, pois sempre 
Próximos e ainda assim diferentes. Por isso о 


apenas de divisores positivos. 

» precisa ter obrigatoriamente todos os fatores de 
o problema recai em formar um divisor de 1015 e 
terminar quantos são os divisores de 1015; 


105 = 915515 _ Para encontrar o nüemro de divisores multiplicamos o produto dos seus 
expoentes de fatores primos, sendo cada expoente somado com 1: 
(59111541) = 16 x 16 = 256. 


Resposta: (D) 


E97) Colégio Naval, 2015 


ado que o número de elementos dos conjuntos À e B são, respectivamente, p e q, analise as 


“ntenças que seguem sobre o número N de subconjuntos nào vazios de AUB. 

ШЕР +99 - 1 

I) N =9pa- 

Шм = QP*q. | 

N з € ГА 
1N=9p- 1 » Se a quantidade de elementos de AQB é p. 

Co i ` T 5 - 1 A. 
m isso, pode-se afirmar que a quantidade dessas afirmativas que são verdadeiras é: 


" Bi суз рз p, 


` s i : antos são 05 seus 
o Número de subconjuntos da união, temos que saber a шин tito де 
^ = ` с 
` САГА isto usaremos a fórmula que dá o nüemro de elementos de um: 
Os; 


ño dá ümero de 
“та dá Р mas náo dá o núm 
entos q da 6 Número de elementos de A e o de B (p e q), 


à sua ¡ Š : А 
° Sua interseção, vamos chamar este valor de г: 


RA VAA 1 conjunto 
9 dis : iio vazios. Se un 

5 : I ë ios ni 

| mer 9, Podemos calcular o nüemro de subconjur 


' 9 húmero dos seus subconjuntos não vazios €: 


ний 
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2n-] 


Portanto o valor que o problema pede é 


2n _ ] 22P'qT-] 

Resta agura analisar qual das opções (I) e (IV) é igual a este valor: 
D N=2P + 29 - 1 -2P*27 | FALSO 

П) N=2pa-l =9p*ar — 1 FALSO 

Ш) N = 2Р*Ч- 1 = 2р*97 | FALSO 

IV)N=2P-1 =28*4*- 1 (I) 


А opção 4 apresenta uma fórmula condicionada à situação em que a quantidade de elementos 
de ANB é p, ou seja, r = p. Sendo assim, o segundo membro de (ГУ) ficaria: 


IV) ЇЧ =2P- 1 -2P'1P-1-231-| , que também é FALSO! 
Portanto todas as alternativas sáo falsas, e a resposta é (A) 


Resposta: (A) 
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Inequacoes do primeiro 
grau 


Se vocé é bastante cauteloso, iniciou o capítulo passado considerando que ainda nào havia 
chegado à metade do livro, afinal tinha completado 10 capítulos, e faltavam mais 11 para 
chegar ao final. Mas agora pode ter certeza de que passou da metade, foram 11 e faltam 10, 
Entretanto vocé já está bem além da metade, basta checar as páginas. Vocé já passa de 70% da 
sua preparacáo em álgebra. Parabéns. 


Os tópicos presentes no restante do livro sio em menor quantidade, porém, com muito maior 
dificuldade. O importante é que vocé tem uma base sólida adquirida na parte inicial do livro. 
Prepare-se, pois o número de páginas restantes ser menor que a metade do total, a dificuldade 
é maior. Além da habilidade algébrica crescente, será maior a exigéncia com conceitos 
matemáticos a serem aprendidos. 


Já abordamos neste livro, equações do 1? grau, sistemas do 1% grau e problemas do 1? grau. 
Neste ponto da álgebra, estudamos: 


e Equações e inequações 

e Do primeiro e do segundo graus 
e Sistemas de equações 

e Sistemas de inequações 

e Cálculo de radicais 


Seriam muitos capítulos para abordar cada um dos tópicos. Muitos livros juntam vários desses 

assuntos em um só capitulo. Faremos isto parcialmente, ou seja, juntaremos apenas assuntos 

cujos tópicos são muito curtos. Aqueles cujos tópicos são mais importantes e mais cobrados em 

Provas e concursos, como equações, sistemas e problemas do 1º grau, ficarão com capítulos 
, 

exclusivos. 


Varemos agora o capítulo 12, exclusivo sobre inequações do 1? grau. No capítulo 17 
abordaremos inequações do 2º grau, sistemas de inequações do 1º e do 2º grau. Vermos 
também neste capítulo, as inequações com módulos. 


A forma final da inequação do 1º grau 
Uma inequação é uma expressão algébrica que representa uma desigualdade, ao invés de uma 
igualdade, como por exemplo: 


A 
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2x + 5 13 

4x - I2 < 18 

jx + 2у S 6 
| 


— 2l 


3x- 15 Z2x-7 


diferente das equações. Enquanto nas equ 
tornam duas expressões iguais, nas ine 
s valores, de modo que 


As inequações têm objetivo ligeiramente 
procuramos os valores das incógnitas que 
procuramos valores, e principalmente, intervalos desse 
seja “desigual” a outra. A desigualdade pode ser: 


ações, 
Quações 
uma expressão 


Diferente 7 
Maior > 

Menor < 

Maior ou igual 2 
Menor ou igual 5 


Os passos da resolução de inequações são muito parecidos com o de equações. Por exemplo, 
trocar um termo de membro trocando o sinal de adição para subtração, e vice-versa, decorre 
do fato de duas relações matemáticas: 


x+a=b Э x = b - а (subtraimos a nos dois membros, mantendo a igualdade) 
x *a? b x> b - a (a desigualdade também se mantém nesse caso) 


Entretanto 
x > y Y ax < ay, quando a é negativo 
x > y > ax > ay, quando e é positivo 


As inequações têm inúmeras aplicações, por exemplo, obrigar a expressão dentro de um 
radical a ser positiva, quando o radical têm indice par: 


Se y 2 3x—-5, devemos ter x tal que Зх - 520 


: i А : _ | T 
Neste capítulo iremos tratar das inequacóes mais simples, que sáo as chamadas inequações d 
1? grau. 

: = = e Penni ões 
As inequações com “Z” são as mais fáceis. Resolvemos da mesma forma que as equas йо 
porém é usado o sinal “#”, ao invés de “=”. O método algébrico é exatamente O mesmo, p^ 


TR : : без do 
menos para o primeiro grau. No capítulo 17 mostraremos os detalhes sobre inequações 
grau com “Z”. 


detalhe 


do com um dl dade 


do da desig! 


Nas inequações com os sinais “>”, “<”, "2" e “<” temos que tomar cuida 
quando multiplicamos uma desigualdade por um nümero negativo, o senti 
se inverte, como veremos adiante. 

das 
. de . : a m uma 
Resolver uma inequação é manipular algebricamente sua expressão, até chegar € 
expressóes nas formas: 


ax>b ax<b ахь ах2Ь ах<Ь. 
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——— 


сар fici 5 ЭР 
oeficiente a ë positiv i - 
ondo que b. P O, essas inequações resultam respectivamente nas 
Sites soluções: 
se 


ын X <ba; x*b/a& x2b/a; xS bja. 
> ? 


for negativo, O sentido da igualdade é invertido. Por exemplo: 
a 


Х 


Se 
PE 10 > x < -10/5 


sinal de desigualdade nào se altera quando multiplicamos ou dividimos os dois membros 
por um valor positivo. Já que 20 > 10, então 2 > 1, 200 > 100, 40 > 20, etc. 


nando toda a expressão é multiplicada por um valor negativo, o sentido da desigualdade é 
invertido. Por exemplo, 20 > 10 resulta em que -200 < -100, -2 < —1, etc. 


Essa necessidade de inverter o sinal da desigualdade não se deve ao fato da expressão ter 
valores negativos em um ou nos dois membros, mas sim a fato da expressão toda ter sido 
multiplicada por um número negativo. 


Exemplo: 

-3«-2 Y -30 « -20 

A presenga de valores negativos nào causa a alteracáo no sinal O que ocorreu foi a 
multiplicação da desigualdade original por 10, que é um valor positivo, então o sinal se 
mantém. 


Exemplo: 

-5 < 3 3 50 > -30 

Nesse caso a inversáo do sinal ocorreu porque os dois membros foram multiplicados por -10, 
um valor negativo. 


Na resolução de uma inequação, podemos adicionar valores, ou trocar valores de membro, 
respeitando a troca de sinal. Apenas na multiplicação e na divisão, devames ainda, durer A 
inversão da desigualdade. 


Exemplo: 3x + 12 > 6x — 18 

Temos então: 

3X * 12» бх 18 

X-6x» -18 - 19 

-3x > -30 

: e dividirmos toda a inequagáo por 
*<308 = 10 


—8, temos que inverter o sentido da desigualdade: 


Ou " u "— 
tra Opção é trocar os membros de posição, trocando os sinais 


3x ou 3x < 
жээ 


Exem 


Xa plo: Resolver а inequação 3x + 5(4 - 2x) < 2(x + 9) * 4(2 - 3x) 


-7 20-10 € 2x + 4 + 8 — 6x 
x20 < -4x +19 

CX «.g 

3х»8 

X* 85 


Р” 
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2-2 х-2 
Exemplo: Resolver a inequagáo E = m = > EE 


Eliminando os denominadores (MMC - 24), ficamos com: 


4(x + 3) - 6(x - 2) > 3(x - 2) 
4x + 12- бх + 12 > Зх - 6 
-2x + 24 > 3x - 6 
-5x > -30 

5х «30 

х<6 


A eliminação de denominadores, sendo eles positivos, não altera o sinal de desigualdad 
é algebricamente equivalente a multiplicar todos os termos por um valor positivos, q 
denominador comum. 


e, pois 
ue ёо 


Exercícios 


El) Resolver as seguintes inequações. Note que em todas elas os denominadores podem ser 
eliminados, pois sáo números positivos. 


9 25 >? in ae 
5 3 
92-35:18 , 0)5:1,23-х.. x+4 
3 4 
4 7 9 18 6 
duc V ад 0 3х-420-25 
3 4 3 
=: E j) 2(3x + 5) – 2x - 5 – 4(x - 8) > 0 
81-2-2222, j) 2(3х + 5) - 2x - 5 - 4(x - 8) 


Conjunto solucáo 


O conjunto solucáo é o conjunto de valores que satisfazem a uma equacáo, ou me 
dada. No caso de inequações, o conjunto solução tipicamente é um intervalo, ou uma uniao 
intervalos. 


Exemplo: Encontre o conjunto solucào de x + 5 > 3. 


€ 


х»- 
Logo, 5 = (-2, оо). 
a nas a 


A menos que seja pedido pelo problema, a solução da inequação pode ser dad 
formas equivalentes: x > -2 ou S = (-2, оо), 


Inequacóes fracionárias 


Inequações fracionárias são aquelas que possuem variável no denominador. N 
devemos tomar dois cuidados: 


esse caso, 
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d nominadores devem ser diferentes de zero 
e - : 
d uzimos todas as frações ao mesmo denominador, mas não os eliminamos. 


gp — 02220008 


y) Ке 
de resolução consiste em reduzir toda a expressáo a uma forma com uma expressáo 
no primeiro membro, e zero no segundo membro. A seguir fazemos um estudo da 


o de esl da expressáo f(x)/g(x). Do conjunto solugáo encontrado, devemos excluir os 
que anulam o denominador. 


técnica 

f(x) ye (x) n 
апа 

valores sde е 


> 1 


gxemplo: Resolver 


a) Restrição (valores não permitidos de x) - todos aqueles que anulam algum denominador. 
x-1£0 
xf1 


b) Resolução: 
4х-1 -7 „1 5-20 7 euo Э: ХЭ! же 243 a CN 9979. 


Х- pua х-1 х-1 x-1 х-1 х-1 


É permitido simplificar a expressáo por 3, um valor positivo, sem alterar a desigualdade: 


X - 2 é positivo para x>2, e negativo para x < 2. Note que marcamos o valor 0 para x = 2. 
X- lé positivo para х>1, e negativo para х < 1. Note que marcamos o valor 0 para x = 1. 
A fracáo será negativa apenas em (1, 2) e positiva em (—e, 1) U (2, œ). 


Note na terceira linha da tabela, que é o estudo da variação de sinal da expressão (x ~ 2)/(х — 
» Que marcamos os “pontos críticos”: 


0, quando x = 2 


° Мао existe (simbolo é uma letra ^E" riscada invertida) quando x = 1 


u 
: “remos o a i seja maior que zero, entáo temos que ter: 
xe r_ 


D 
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Observe que não estamos incluindo 1 e 2 porque a desigualdade i cipe (>). Sea ine 
fosse da forma < ou 2, incluiríamos 1 e 2 nesta etapa, e os intervalos seriam e ( 
oo). 


есд r diferente de ; 
Devemos agora excluir os valores da restrição (x deve se de 1, pois anulari q 


: iá nã tém o valor 1, não haverá q: 
denominador). Como o intervalo encontrado já não con verá diferença, 
Resposta: S = (—c0, 1) U (2, œ). 


: д crítico: 215 muitas vezes 
IMPORTANTE: Preste muita atengáo nos pontos criticos, pois muitas vezes y aluno as 
esquece, por isso sáo usados em “pegadinhas” em provas de concursos. 


Exercícios 


E2) Resolva as seguintes inequações fracionárias: 


1 p 33 


8Г)2--2-21- 211920 
1-х х-1 5-x 
2 -49 
b) ЭХ d 4225 10 
x-1 Х- 
с) 2-17. 3х+15 h) x+1 >| 
2-х х-2 3x-2 
= xr? 
y ES 4 ни 
x-1 x3 
Жы. га 1223 ос 
-3х-15 5-х 


Alunos da EPCAr 


Sistemas de inequacóes 


No caso das equações, a determinação do valor de 


uma incógnita requer apenas uma equação. 
Entretanto no caso das inequações, pode 


mos ter uma só incógnita e duas ou mais inequações. | 


Exemplo: Resolver o sistema de inequações 
3x + 5» 20 
x+3 <30 


E um sistema com duas inequações e uma шсб 
resultados das duas inequações, pois ambas estã 


. i 05 
gnita. Para resolvé-lo, fazemos a interseção d 
o implicitamente ligadas por um conectivo = 


3x+5>20 E x+3<30 
Sendo assim, 

3x*5»2023 3x5 1523 x55 
x+3 <30 Ə x < %7. 


Intersecáo: x deve ser mai . 
S = (5, 27] mator que 5, e menor оц igual a 27: 5 < x < 97. 


Scanned by CamScanner 


capítulo 12 - Inequações do primeiro grau 405 


А rocedimento i 
te ë O p para resolver este tipo de sistema. Resolvemos cada inequação е 


Es 
fazemos à interseção dos conjuntos solução. 
gxercícios 
E3) Resolver os seguintes sistemas de inequações: 
a) x+3>2x-1 -— 
х+1 2x f 3«2— «4 
— > — 
2 3 
b) 1 2x 0) 
* 3х--220--- 4x — 79 
0 4 3 My тегс 
20x-3)» 5x-2 3x+10 5.5 
° 4 
C 5 3 
| =х+=<3х+1 h) x-1., 
А: х—5 
Е: ак. 3х-4 7х-6 0 
4 2 4 
0 4x— _ _ 
; e bae ) pot 1 m 22 10 
5 3 5 21 
Зх +10 1—3х 2-x 1-х x 2 
-5« Lt _ > ——— 
4 10 9 6 12 18 
(CMB 2009) 


4 2 
3x-1 P 2377 j) Resolver —6«3-2x <4 
10 5 


Inequações com duas variáveis 
uações com duas ou 


de serem mais raras, 
dar com 


É possível formar ineq 
mais variáveis. Apesar 
é necessário conhecélas para li 
questões de concurso е aplicações práticas. 
Considere por exemplo a inequação y - 2x 
+4 > 0. O conjunto de pares (x, y) que Бий йү, „шш: sen 
atendem a esta inequagáo é uma região do то? AY ES ED 
plano cartesiano, como mostraremos à ЗО "AME , 


seguir. 


Navio patrulha classe "Amazonas" 


ue atendem a y — 9x + 4 = 0, termos uma reta, já 


ente os pontos q . 
da na figura a seguir. 


Se representarmos inicialm í 
afim. Esta reta esta representa 


que trata-se de uma função 


4 
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y-2x + 4 = Ü ë o mesmo que 


уз2х-4 
у=2х-4 
Ao lado temos а representação no 


plano Xy, dos ont 
atendem a y = 2x — 2 0 que 


Vejamos agora quais são os pontos que atendem a y - 2x + 4 > 0, ou seja, y > 2x — 4. Devemos 
tomar todos os pontos cuja ordenada (y) seja maior que 2x - 4, ou seja, todos os pontos cujo 
valor de y seja maior que valores da reta y = 2x - 4. Isto significa tomar os pontos acima da 
reta: 


Os pontos da reta sáo os que 
satisfazem a y = 2x - 4. 


Os pontos acima da reta sáo os 
que satisfazem a y ? 2x - 4. 


Os pontos abaixo da reta sáo os 
que satisfazem a y < 2x - 4. 


Vemos que em uma inequação com duas variáveis, o conjunto solução não é um intervalo dos 
reais, mas sim, uma parte do plano R?, 


Suponha agora que temos um sistema com duas inequações de duas variáveis: 


y-2x+4>0 
x+y<5 


Devemos entáo tragar as duas retas, с 
atendem a cada inequacáo, conforme y 
A figura abaixo mostra as regiões que s 


E Зөв 006 
om y no primeiro membro, e marcar as regiões qe 
Seja maior ou menor que uma função de x. 
atisfazem a cada uma das inequações dadas: 


y 
y=2x-4 2d 
| : : 
y<2x-4 мий 
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o do sistema é a região de interseção d 


` asoluçã | 4 
^ as duas regióes acima, ou seja: 


Náo existe uma forma compacta de definir esta regiáo, além de escrever simplesmente: 
s-((x y) є R? | y>2x-dey<-x+5) 


Deve ser levado em conta ainda, que quando a desigualdade for estrita (> ou <), as linhas de 
fronteira devem ser pontilhadas, e quando for uma desigualdade náo estrita (2 ou S), a linha 
de fronteira deve ser continua, 


dos não e uma solução do sistema abaixo? 


Exemplo: Qual dos seguintes pares ordena 


{е 
2x - 5y 2 10 


(A) (2, -7) (B)(0.-2 (С) (-2,-3) (0) (0,3) (E) (3, 2 


Solucáo: 

Serão soluções os pontos que 4 
cada uma das cinco opções, para 
qual não satisfaz. Testando todas elas, 


A solução consiste em testar 
m a ambas as inequações, e 
não satisfaz € o (D): 


tendem а ambas ах inequacóes. 
verificar quais pontos satisfaze 
vemos que o único ponto que 


3.0 + 2.(3) 56 OK 
2.0 - 5.(3) 2 10? NÃO !!!! 


Resposta: (D) 


Equações com módulo 
módulo não estão no programa do ensino fundamental, mas 


Аз equações e inequações com CN e EPCAr. 


podem aparecer “disfarçadas” em concursos como 


eliminando o módulo. Neste 


Exemplo: |3x + 6] = 18 
dulo positivo e conteúdo do 


A resolução consiste em 
Processo, temos que considerar du 
módulo negativo. Na determinação 


ção em duas, 


conteúdo do mó t 
recaímos em inequacoes. 


desmembrar 4 equa 
as situações: 
dessas condições, 


а) 3х+6209 х2 -2 e fazemos a eliminacáo: 


esse caso fazemos o conteúdo 


3x+6=18 2, 3x=12 
x= 4 


do módulo positivo 


á 
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Agora fazemos a INTERSEÇÃO com a condição х 2 -2. A eliminacáo do módulo 


m tend 
de à vinculada ao fato desta expressão se 0 
ing 1 áo no seu interior está vin | : к e 
о sinal da express > -2 e x = 4 (interseção). Como х = 4 Positiva, 


portanto é preciso ter simultaneamente x atende з 


condição x > -2, esta solução encontrada é válida. 
+6| = 
Testando a resposta: de fato, fazendo х = 4, encontramos [12 + 6| = 18. 


b)3x+6<0 


x&-2 


Nesse caso, a expressáo dentro do módulo é negativa, portanto eliminamos o módulo fazendo 
a inversáo do seu sinal: 

-3x - 6 = 18 

-3x = 24 

х= -8 


Devemos fazer agora а interseção desse resultado com a condição x < -2, De fato, -8 6 menor 


que -2, portanto esta resposta é válida. Podemos testar o valor encontrado -8 na equação 
original: 


I3(-8) + 6| = |-24 + 6| = 1-18| = 18 


De fato esta solucáo também serve. O fato de termos feito a interseção de cada solução com a 
condicáo (valor no módulo positivo ou nega 


tivo) garante que as solucóes estáo corretas, náo é 
necessário fazer uma verificação final. Entretanto é bom fazê-la para detectar eventuais erros de 
cálculo. 


Inequações com módulo 


Para resolver uma inequação com módulo, é Preciso antes eliminar o módulo da expressão. À 


eliminação do módulo na expressão |f(x)| consiste em considerar f(x), para {х)20, e 
considerar -f(x) para f(x) < 0. Isso resulta em um sistema: 


Exemplo: 


Ix-31|»55 


Resultará em dois sistemas, cujas solucóes devem Ser unidas: 
x-320 (restrição) 
a) x - 3 > 5 (inequação com o módulo eliminado) 


WV 
{ x-3 «0 (restrição) 
b) -x+3>5 (inequação com o módulo eliminado) 


Resolvendo os dois sistem 


(a): 


as; 


Restrição: x-320 x23 
Inequação: X-35523 x»g 
Intersecáo: x>8 


4 
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capitulo 12 -Inequações do primeiro оташ ав 
Pr icio: x-3«02 x«3 
Inequação: —x+3>5Dx<-2 
Interseção: x > —2 
Resposta: S = (8, с) U (-%, -2) 


Esta solução pode EPE ria de outra forma. O valor |x - 3| é a distância entre x e З 

enericamente, 1х - 4 é a distáncia entre x e k). A inequação pede que a distância de x até 3 
seja maior Чэ 5, entào х deve ser maior que 8 (o lado direito na reta real) ou x deve ser 
menor que -2 (o lado esquerdo). 


-2 3 8 


Inequações "indeterminadas" e impossíveis 


A rigor, toda inequação é indeterminada, já que seu conjunto é um intervalo, que possui 
infinitos valores, ou seja, não encontramos um valor especifico de x que seja solução, mas sim, 
o maior intervalo possivel de valores que x pode assumir. Por isso o termo “inequação 
indeterminada” não é muito utilizado. Podemos, entretanto, considerar informalmente como 
“inequação indeterminada”, aquela que é satisfeita por qualquer valor de x, ou seja, seu 
Ao encontrar uma dessas inequações, não а classificamos como 
seu conjunto solução é R. Essas inequações 
em sua resolução, sobrando apenas 


conjunto solução é R (reais). 
“indeterminada”, mas simplesmente indicamos que 
têm como característica, O “desaparecimento do x 
números. No final teremos uma sentença numérica, como 5 > 0, ou 3 < 0, por exemplo. Se a 
rdadeira, dizemos que o conjunto solução é R ("indeterminada"). 


sentenca numérica final for ve 
1, ou que o conjunto solucáo 


Se a sentenca final for falsa, dizemos que a inequação é impossive 
é 0. 

Exemplo: x * 2« x + 3 

O x desaparece e resta apenas 


Resposta: S = R 


2<3, que é sempre verdadeiro. 


Exemplo: x - 5 > x - 2 
Resulta em 0 - 3 > 0, que é sempre falso. 


Resposta: S = Q. 


L4 
Módulo 
Operações com módulos são tipicamente matéria do ensino médio. Comprove isso verificando 
no edital do seu concurso. Entretanto, questóes «disfarçadas” de tópicos avançados são muitas 
Vezes propostas em concursos, como O do CN. Nada impede que qualquer um deles use a 
. , ica 
técnica de “definir e cobrar”, ou seja, a questão começa apresentando a definição de um 
r 9 


tópico qu 4 ir pede uma questáo baseada no tópico. 
u do rograma, e a seguir p р 
qualquer, mesmo fora do p or isso foram aqui apresentados. A abordagem 


Se é o caso das operações com módulos, p Я гэрээлэн Е 
егап no interior do 


clássica para o módulo é abrir sua expressão em casos, consi | 
módulo como negativo, depois como positivo, е fazendo аз devidas interseções e uniões 
, 


Да Я » > д Atrie 
p eCessárias, Vamos apresentar aqui dois “macetes” que usam interpretação geométricas para 


id y 
аг com módulos. 


“ 
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|2x- 8| < 6 

A técnica apresentada serve para qualquer expressão similar a esta, como fax tbls p 
preciso que c seja positivo ou zero, caso contrário a expressão nào tem solução, O 20117777 
de x tem que ser positivo, lembre-se que podemos trocar os slnals da expressão no intorlor dn 
módulo, pois torna-se no final positiva, o sinal não importa, Podemos simplificar toda | 
expressão pelo coeficiente de x, para que se tome da forma |N = d| 790, O termo adicionado 
com x tem que aparecer com um sinal negativo, portanto transformamos хо! ох n" 
Fazendo esses ajustes, usamos o principio de que, na reta numéricas |N <a] é a distância de à 
até a. Faremos isso na expressão do exemplo: | 


18-2x] *6 
|2x - 8| < 6 (tornamos o coeficiente de x positivo) 
Ix = 4| 53 (simplificamos toda a expressão por 2) 


A expressão resultante indica que: x é um número tal que, sua distância até À € menor que d, 
O resultado está representado graficamente na reta numérica na figura abaixo, 


1 4 7 
Portanto x deve ser um número compreendido entre 4 - 3 * I e 4 * 3 = 7. A solução da 
inequação modular é o intervalo (1, 7). 


|x-a|< |x — b| 

Este tipo de inequação modular pode ser descrito graficamente como: "a distância entre x с a 
é menor que a distáncia entre x e b", ou de forma mais simplificada, “х está mais perto de a 
que de b". A representacáo gráfica é a figura abaixo. Devemos levar em conta, entre a e b, 
qual deles ё o maior e qual é o menor. Tomamos o ponto médio entre a e b, que é (a + b)/2, e 
a região à direita ou à esquerda desse ponto, conforme qual dois módulos 6 o maior ou o 
menor. No nosso exemplo tomamos a região que contém a, pois pela inequação, Ix -a| é 
menor que |x - b|. Lembre-se de colocar a e b na ordem correta e considerar а desigualdade 


(no exemplo, mais perto de а). 


a (a*by2 b 


Exemplo: 

Resolver |x + 5| < |x- 3| 

No caso, x está mais perto de —5 que de 3. Tomando o ponto médio (1), temos a solução: 
Resposta: x < 1 


Exercícios 
ЕЛ) Resolva as seguintes inequações: 
8)() 5- |x +8| 53 fÜ |x-+3| < |x+2] 
b)() |4x - 2] $8 0) Ix-3| S [x * 5| 
с) |3- 2x| <4 h)|x** 1| «Ix- 1| 
0) |2 - 2x |58 i) (*) 13x - 9] > 12 
e) [x *3| + [x -5| S10 06) [x-* 5| € [x + 10] | 


p" 
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O RM ————— — 
yniáo e intersecao? 

A resolucáo tanto de inequações normais, quanto a de equações ou inequações com módulos, 


requerem operações de união e interseção desses conjuntos. Todos esses tipos de igualdade e 
desigualdade têm uma lógica na formação desses conjuntos. Lembre sempre o seguinte: 


E da linguagem comum transforma-se em INTERSEÇÃO na matemática 
QU da linguagem comum transforma-se em UNIÃO na matemática 


Um sistema é um conjunto de duas expressões que devem ser verdadeiras ao mesmo tempo, 
portanto temos aqui um conectivo E implícito. Nesse caso, “juntamos” os resultados usando a 


INTERSEÇÃO. 


Exemplo: 


3x+2y 56 
2x — 5y 2 10 


Em sistemas, resolvemos cada uma das inequaçóes, encontramos um intervalo para cada uma 


delas. Em sistemas temos sempre um “E” implícito, portanto fazemos a interseção dos 
intervalos. 


A UNIÃO, operação matemática resultante do conectivo “OU” da linguagem comum, resulta 
de situações quando abrimos uma expressão em dois casos possíveis, ou seja, pode ocorrer um 
caso OU outro. 


Exemplo: 
Ix-5| 22 


Sabemos por definição que o módulo de uma expressão é aberto em duas expressões: 


|x| =x, se x20 
ou 


|x| =-x, se x<0 

Cada uma das duas expressóes tem na sua formação, um, conectivo “E”. 
(x20) E |x|=x 

OU 

(x<0) E |x |» -x 


А primeira linha resulta em um intervalo H e um resultado Ry. À segunda resulta em um 
intervalo 1, e um resultado Ro. 


O desmembramento acima resulta em quatro 4 expressões que irão gerar 4 resultados. Ав 
inequações resultaráo em intervalos, e as equações obtidas com a eliminação dos módulos irão 
dar resultados, que na verdade são conjuntos-solução. Аз operações que devem ser feitas 
nesses conjuntos para chegar ao resultado final são: 


(I, A Ry) U (1, A Ro) 


u | adores zero, radicais negativos (raiz de indi 

OBS. O mesmo principio se aplica а denominadores 7 2 “з jin ( i e indice 
Y ane arni icá 

Par) e Similares. Quando eliminamos um resultado encontr | trariar a restrição, 


A 


Scanned by CamScanner 


estamos na verdade fazendo uma interseção entre o resultado encontrado е 
LS » 
um conjunto da forma *Reais exceto valores proibidos". 


BRISTA 


a Co 
restrição, Que é 


Exercícios de revisáo 


E5) Considere a inequação 3х-1 « () e responda se ela for: 


x 
(A) possivel apenas para 0 < x S 1/3 
(B) possível apenas para x > 0 
(C) possível apenas para x S 1/3 
(D) impossível 
(E) NRA 


E6) Resolva 2x41 2-1 
2 


(А) х<-5 (B)x«0 (C)x>32 (р)х<-39 (Bx<-28 


E7) Determine o inteiro que satisfaz o sistema 


-1 50 
2х-2 
x х-1 1 
3 2 


E8) Determine o maior valor inteiro de х que satisfaz à inequação: 
2x -4> 5(x- 1) *3 


ЕЭ) A soma dos valores inteiros de k para os quais a equação 2(x - к) =4+k-1 tenha uma 
raiz no intervalo ]-5, 0| é: 


(A)-7 (B)6 (С)-8 (D)5 (E)-9 


E10) Resolver 
x+3 x-2 Ж х-2 


6 4 8 


E11) Resolver 5 < 2x -3«8 


E12) Resolver х-1_ 2: 5 Sa | 
E13) Resolver 24735 > 4 


x-5 
(A)x<15 (B)x>5 (C)5<x<15 (D)x>3 (E) 58 «x «5 


РА ro 
E14) Rosana teve notas 95, 87 e 86. Determine qual nota x é necessária па ültima P j pe 
aritmética 8 


obter média final maior ou igual a 90, sabendo que deve ser usada a média 


(A) Impossível (B)x 290 (C)x280 (D)x > 92 (E) x 2 97 
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х-1 
r >3 
815) Resolve x+4 


E16) Resolver 7 «2x *1«9 
x+] ; 
«2 e dar a resposta em forma de intervalo 
-2 


]ver 
pi7) Resort , 


"I 2) ou [5, ©) (В) [2,5] (C)(2,5] (D) Todos os reais exceto x-2 (Е) [-1 , 2) 


818) Resolver — 20 
E19) Resolver 7<3x+1<10 
(А) 0,3) (B)(-4,-2)  (O(,2) (D)(-3,-1) (E) (3, 4) 
E20) Resolver |2x-5| -72-2 
(\)(—®,®) (В) (—00, 0] Y [5, ©) (С) (5/2, v) (0)(0,5) (E) (—00,-1) [1, 00) 
E21) Resolver x+1 
х-1 
(А) (-өо,1)4(3,о9) (В) (—00,1]U [5,00) (C) (2,5] (D)x*1 (Е) (1,3] 


52 


| 2] 
x+1 


(A) 10) (В) [-1,0] (C) (—0o,-1] U [0,00) (0)(-60,-1) ([0,00) (E) (-00,-1) U (-1,00) 


E22) Resolver 


E23)Resolver a inequação |x - 3| < 2 
8)0,5) (В) 9) (C)(-00,1] 15, c) (D)( ә) (Œ) (-00,5] 


E24) Resolver a inequação 


А 21 
х-1 


(A) (1,00) (B)(=00,4] (С) 1.4 (D)(54  (E(-e.1) U ә) 
E25) Resolver Ix-1| <0 


E26) Resolver [x1] =554 
A ES, 10] (в) гло, ву (C)C810 (0)(40,8) (E) F-9,9] 


E2 “ o 
7) Resolver a desigualdade жез <0 
х+2 


(^) -2, 3 (В) (3,2) (C) 2,3) (D)(-953) (E) (-2,00) 


E28) Resolver: x+2 
23° 
(В) (3,2 (С) (-2,3] (D) (-00,-2] U (3, 00) (E) (799,72) U [3, ә) 


0 
(4) [-2, 3) 


bx. 
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E29) Resolver |3x - 6 | - 2 s 10 


(A) -2,6| (В) -2,6) (O(-9 (р) (6, ю) (E) (-05-2] Y (6, 0) 


E30) Resolver -5<1-3x< 10 
(A) [-3,2] (В) 5,2): (0632 (D) (=00,-3) U (200) (E) (79973) U 2,0) 


х-8 
x48 


20 


E31) Resolver 
(A) [-8, 8) (В) (-00,-8) Y [B2 ) (С) (-90,-8| (D) [8,00) (E) (-%,-8] U (8,0) 
E32) Resolver a inequação |x + ! 1>3 
(А) 8,0) (В) (=00,-4) U (2,00) (O) (0/40 Bo) (0) 669 E 
E33) Resolver a inequação 3. <2 

х=] 
(a) (00-12) (B) 612,0) (O) Hr) (D) H1) (B) (001/90 (L, >) 


E34) Resolver a inequação 17x-3| -2<-1 
(А) х< 17 (В)2/7 <х < 47 (С) 5/7 <х < 17 (D) x<4/x (E) Sem solugáo 


l-x 


E35) Resolver 4230 


bc — 
(А) х<1 ou x>6 (В) x<6 оцх>11 (С)х<боцх>11 (D) x>11 (E) 6<xS11 


E36) Resolver |-4x - 12 |S 4 
(a) 42] (B4-) (C(--4 (Ф)(-®©,-4)ош-2%) (8,4 


E37) Resolver |3x-4| 5 5 
(А) х<-3 (В)35х5-3 (Oxs-18 (0)-/35х53 (EJx<3 


2-х 


E38) Resolver 20 


x-3 


2x-3 


E39) Resolver >0 
x5 


F40) Resolver |x + 1| < |x - 1] 


Зул 
х-3 0 


FA!) Resolver 
x7 


F42) Se a < b e c < d, qual das seguintes afirmativas é SEMPRE verdadeira? 
(A) ас «54. (В) (а/с) < (b/d) (C)a+b <c+d (D)a-b<d-c (E) a * poe" š 


EA3) Resolver x+2 «0 
X 
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х-2 
x+1 


capitu 
т Encontre O domínio de f(x)= 


CONTINUA NO VOLUME 2: 48 QUESTÕES DE CONCURSOS 


exercíci 
respostas dos cios 
El) а)х 4-9 d) x < -5/17 g)x>8 j) S = R (Reais) 
р)х» 6 e)x<2 h) x > -38/17 
c) x < 28 f) S = Ø (Impossível) — i) x > 243/44 
p) 8)0<Х<1 d)x>1 9) х <3/2 0ux> 5 j)x<50ux2 13 
b)x < 1/2 0ux> 1 e)x270ux<5 h) 2/3 «x S 3/2 
c) 112<x<2 f5«xs13 i) -17/4 « x « -3 
ЕЗ) а)х<3 9)5=0(х>11 е х «52/21) 9) 4<х<6 j) 112 < x < 9/2 
b) S = Ø e)1«x«5 h)x> 5 
c) -3/10 < x < 45/41 f 10«x « 13 i) 33/5 < x < 48 
FA) a) x > -6oux < -10 d)-3<x<5 g) x>-1 j) x > —15/2 
b) -3/2 < x < 5/2 e) S = 4, 6] h)x<0 
c) -1/2 < x < 7/2 f) x < -5/2 i)x»7oux«-1 
E5) (А) E6) (D) E7) -2 E8) -1 E9) (E) 
El0) х « 6 E11) 1 «х < 5/2 El2)x<58 E13) (С) E14) (D) 
E15) (-13/2, -4) E16) 3«x «4 ЕІ7) (A) E18) x «&-1 ou x 20 
E19) (A) E20) (B) E21) (А) E22) (A) E23) (B) 
E24) (D) E25) x = 1 E26) (A) E27) (A) E28) (E) 
E29) (A) E30) (C) E31) (B) E32) (B) E33) (D) 
E34) (B) E35) (C) E36) (A) E37) (D) E38) 28 x «3 
E39) x < -5 ou x > 3/2 E40) x «0 E41) -7 < x < 3⁄2 
М?) (C) E43)-2 «4 x «0. E44) (—,-1)\ 2 [2,00) 
Resolucóes de exercícios selecionados 
E2 а) x l 1 x-1 х 1 
D ЖИЕ УЕ > x , l 292 L—.——« «0 
аг x-1 RD eg х-1 x-1 х-1 
X-l1+x+ 
CDM 3 2x 40 ә — <0 
х-1 х-1 


Es 
tudo de sinal do numerador e do denominador: 


P 
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D:x-1 
Resultado 


20х-3)>5х-2 


15 inequação: 

del > 20-25 > 36x-3>240-8x > 44x > 243 Э x > 243/44 

23 ооо : 

20х-3)»5х-2 > 16x-24>90x-3D -4x>21 Э 4x < -21 > x < -21/4 


Interseção das duas inequações: 
0, pois x não pode ser ao mesmo tempo maior que um positivo (243/44) e menor que um 
negativo (-21/4). 


R: S = Ø. 
E3 f) з<^—<4 


Esta forma de desigualdade equivale a um sistema com as duas inequações, e devemos no 
final fazer a interseção das soluções. 


1? inequacáo: 34x Э 9<х-19 х> 10 


2* inequacáo> 21449 х-1<0 9х5 13 


Interseção: 10 < х < 13 
К: 10 <x < 13 


Es а) 5 – |x * 8| S3 

Arrumando а inequacáo antes de eliminar o módulo: 
5-|x*8| 8323 5-3<|x+8] Y |x +8| 22 
Agora que a inequacáo está com uma forma simplificada, analisemos o sinal de x * 8 
a) x + 8 > 0, x 2 -8: o módulo é próprio valor: 
x+822Dx2-6 

Intersegáo: x 2 -8 e x 2-63 x > -6 
Ь)х+8<0 9 х < -8 

-x-822 > x<-10 

Interseção: x < -8 e x S -10 Ə x < -10 

União dos casos (a) e (b): x 2 -6 ou x < -10 


: х 
Outra solução: A inequação |x + 8| > 2 pode ser vista como o conjunto dos pm 
que a distáncia de x até -8 é maior ou igual a 2, na reta numérica. Isto equivale 2 pedi 
x 2 -6 ou x S -10. Para resolver inequações com módulo devemos usar a as expresso 
[x - k|, é a distáncia entre x e k. 
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25| ёа distáncia entre x e 5. 
= 3| é a distância entre x e -3, 


497 


Q ponto do qual “х dista de” ё aquele que torna о módulo igual а zero 


gib) 11х-2158 
Or 4, sem alterar а desi 
› JA que é positivo, 


A solucáo é o conjunto dos valores 4 
Entáo x pode ser no máximo 12+2e 


R: -32 S x < 5/2 


€ x tais que sua distáncia a 1/2 ë menor ou igual a 9. 
no minimo 1/2 - 2. 


Ее) Ix +3] + Ix - 5| < 10 


intervalos possiveis, e eliminar os módul 
críticos, que 580 os valores que anulam os módulos: x - 
problema em 3 casos, orientados pela tabela abaixo: 


-3 5 


po CS cas 
юэ ESSES 


Como existem três intervalos, é preciso desmembrar a equação original em três. Os pontos 
críticos são -3 e 5, e é preciso levar em conta sinais > е < para esses valores. Como esta 
operação é trabalhosa e sujeita a erros, recomendamos uma forma mais fácil: trate todos os 
intervalos como abertos (ou seja, use sinais > e <) e no final, teste se os valores extremos 
satisfazem à expressão original. Com base na tabela acima, eliminamos os módulos levando 
em conta o fato das expressões x + 3 e x — 5 serem positivas ou negativas: 


a) x < -3; b)-3«x«5 c)x>5 


a) x < -3: 

X-3-x+5<10> x 2 -4, fazendo interseção com x < -3 ficamos com -4Sx«-3 
b)-34x«5. 

Х+3-х+5<10 9 8x10 > S = К, fazendo a interseção com a restrição: -3 < x < 5 
c) x > 5: 


X+3+x-5S102 2x < 12 9 x S 6, fazendo a interseção com a restricáo: 5 < x < 6 


Fazemos agora a união dos três resultados: 

ES 3) U C3, 5) U (5, 6] 

Devemos agora reconsiderar os pontos críticos, testando seus valores para verificar se atendem 
4 equacáo original (|x + 3| + |x — 5| S 10). 

553: 10] + |- 8] < 10: OK 

“25: [8] + |0|< 10: OK 

(ão -3 e 5 fazem parte do conjunto-solucáo. 

ES. 3) o (3, 5) U (5, 6] u (-3, 5) = [—4, 6] 

Resposta: 8-1-, 6] 


“i 13 
х-9|> -— А 
Plicaremos А | ção por interpretação geométrica. Podemos dividir a expressáo toda por 3, 
О com 
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Ix-3| > 4 


А expressáo significa que à distáncia entre x e 3 é maior que 4. 


4 3 7 


Ou sejam devemos ter x > 7 oux < -1 


К: х> 7 оцх < -1 


EA j) 1х * 5| < |x +10] 

Como sempre esta inequacáo com módulo pode ser resolvida pelo método tradicional ou por 
interpretacao geométrica. 

No método tradicional, consideramos dois pontos críticos que anulam os valores dentro dos 
módulos. São eles x = -10 e x = -5. Devemos então eliminar os módulos, levando em conta os 
sinais que essas expressóes tém nesses intervalos. Em cada um dos trés casos, fazemos a 
intersecáo com os intervalos considerados, e no final fazemos a uniáo de todos, lembrando de 
checar se os pontos críticos atendem à inequação. 

A resolução por interpretação geométrica é muito mais rápida. O que a inequagáo modular 
indica é que a distáncia entre x e -5 é menor que a distáncia entre e x e —10. A figura abaixo 
ajuda a chegar à solução. 


-10 -7,5 -5 


Toma-se o ponto médio entre -10 e -5, que é -7,5 os valores de x da solução devem estar 8 
direita deste ponto, para que fiquem mais próximos de -5 que de -10 (Ix + 5| < |x + 101). 


R: x > -7,5 | 
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Equações do segundo 
grau 


[ 
Ё 
Ї 


| Equações do segundo grau 
mática de nível de 9* 


um assunto abordado em praticamente todas as provas de mate 
EPCAr) e médio (EFOMM, 


Este é 
! ano do ensino fundamental (Colégio Naval, Colégio Militar, 
| BPCEx, EEAr, vestibulares em geral). O aluno que pretende passar nesses concursos deve 
| estar apto a “detonar” as questões desse assunto. 
e c são 


tem a forma ax? + bx + c = 0, onde a, b 
entáo nào termos uma equacáo do segundo grau, € 
o em x? é portanto obrigatória. 


' Ста equação do segundo grau em X 
coeficientes reais e a0. Se а valer zero, 
5 sim, do primeiro grau. A presenga do term 


ntrar OS valores de x qu 
до chamados 


Resolver a equação significa enco e fazem com que a expressáo do 

primeiro membro seja igu de soluções ou raízes 

equação. No caso da equação 9 mas é possível 
is) € ainda da equaç 


umbém o caso da raiz dupla (ou duas raízes iguais 
mais geral é usar à fórmula 


amente conhecida no Brasil 


as equações do 2? grau. O 
onhecidos, pois em 


Existem vários métodos de resolução d к 
geral de resolugáo, cujo nome ё «formul са”, mas errone 
como “fórmula de Báskara”. Existem o devem ser с 
alguns casos, a fórmula geral de resolução resulta em cálculos complicados. 


F : 

ormas incompletas leta, cuja solução é 
forma incompleta, cuja 

segun grau nà uação está em uma 


ме vezes encontramos equações do 
i mais simples. Dada a equação ax? + bx 
р 1а incompleta quando b=0, ou c70, ou b=c=0 (ареп 


2) 
todos os casos, a equação tem duas 


с = 0, dizemos que а eq 
as o coeficiente a não pode ser zero). 


а) ax! + bx 
N = 0, (c70, a0 e Ь#0 é obtida colocando-se X 
Fe caso, a equação não р | o termo independente: A solução € © 


m evidência: 


ау? + ЕА 
Хїах * b) 20 й 
ero. Temos entáo 88 soluções: 


0 
N Produto será zero quando um dos dois fatores for 7 
0, ou 


Scanned by CamScanner 


сү. 


500 O ALGEBRISTA 
DA 


ax+b=0 


x = —b/a 
Exemplo: 
5x? – 35x = 0 
x(5x — 35) = 0 
x=0 ou x = 7. 


b) ax? + c = 0 (b-0, a#0 e c0) 
Este tipo de equacáo possui duas raízes simétricas. 


ax2+c=0 

x? = -cja 
с 

х= ,|—— 
а 


540 portanto duas raízes simétricas, [se е - |-5. É preciso entretanto que -c/a seja 
a a 
positivo, ou seja, a e c devem ter sinais contrários. 


Exemplo: 4x? - 36 = 0 
4x? = 36 

х? = 36/4 = 9 

x = 3 ou x = -3 


c) ax? = 0 (а#0, b=0 e c=0) 


ax2 = 0 

x2=0 

x=0 (raiz dupla) 

Esse tipo de equação possui duas raízes iguais a zero. 

Exercícios 

El) Resolva as seguintes equações 
а) 2х2 + 4x = 0 01-32:0 k) (*) 3x2 =0 
b) (*) 5? + 9x = 0 g) ()x2-25=0 )4x2=0 
c) 5x = x? h) x? = 81 m)x?2=0 
d) 7x = -3x? i) 5x? + 2020 n) 0 = 5x2 
e) 4x2 - 12x = 0 )()92-1:0 0) 4x? = 7x2 


Equações do 2º grau impossíveis 


Dependendo dos coeficientes uma equação do 2º grau poderá não ter solução. Na verdade 
não possui solução no conjunto dos números reais. Por exemplo, a equação: 


x2+1=0 

Como х? nunca será negativo se x for um número real, ao somá-lo com 1, o resultado nunca 
poderá ser zero. Este tipo de equação tem solução se estivermos trabalhando com os números 
complexos, entre tanto no ensino fundamental, tipicamente usamos no máximo os números 
reais, para os quais a solução acima não tem solução. Se usarmos os números complexos, 0 
resultado existe, obtido da seguinte forma: 


Di — | 


Scanned by CamScanner 


13 - Equações do segundo grau 501 


opo do ensino fundamental, números complexos nào sáo considerados, e dizemos que 
C : : : . 20, ў 

ы nação ё impossível no conjunto dos reais, ou que o conjunto solucáo é vazio, quando o 
verso É O conjunto dos reais. 

miv 


No 


forma fatorada 


Uma técnica geral para resolver equacóes, náo apenas do segundo grau, é manipular a 
vação de forma que tenhamos zero no segundo membro, e uma expressáo fatorada no 

indio membro. As raízes da equação serão os valores de x que anulam esses fatores. 

р 


Exemplo: Resolver (x - 1)(x — 2)(х — 3)(2* — 16) = 0 
Esta equação não é polinomial, pois mistura termos polinomiais e exponenciais. As soluções 
são aquelas que anulam algum dos fatores do primeiro membro: 


х-1=09 х= 1 
х-2=0 9 х= 2 
х-3=0 9 х= З 


«162023. 2х = 24 9 х = 4 
Portanto, S = (1, 2, 3, 4] 


OBS.: Obviamente fazemos nesse caso a união das soluções, já que a expressão valerá zero 
quando qualquer um dos fatores for zero. 


À forma fatorada de uma equação do 2º grau é: 

A(x- p)(x — q) = 0 (onde a é o coeficiente de x?, que pode ser simplificado na resolução) 
К-р|х-4)-0 

Resposta: x = poux-q 

Podemos também indicar a solução na forma de conjunto: S = (p, q) 


Po 
по a solução de uma equacáo do 2? grau na forma fatorada é muito simples. A soluções 
aL Prios valores que estáo subtraídos de x nos fatores. Ou se preferir, pode resolver 
amente as equações obtidas igualando a zero os fatores: 


Х-р-0 эд 


Х-4-0- Р 


=q 
Plo: Resolver 5(х — 3)(x + 5) 


Solu 
São: As raízes são х = 3ex=-5 


i. 
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E2) Resolver as equações 


-4(x-2)=0 f) 3(х + 2)(х + 8) = 0 К) (5x + 32x з) =0 
b ш " a : | g) 5(x - 3)(х + 9) = 0 (х+7)(х-—9)=0 
c)x(x+3)=0 h) (x - 1/2)(x - 1/3) = 0 m) (4 -x(2-x)20 
9) 3(x + 1)(x + 2) = 0 i) 4(2x + 3)(3x +7) = 0 п) (х + 31х-3)-0 
е) 4(x + 12 20 j) 3x(3x + 1) 20 о) (4x - 1)(4x +1)=0 


Se uma equação do 2º grau não estiver na forma fatorada, podemos em 
facilmente, usando o método de fatoração conhecido como produto de Stevin ( 
cálculos são simples, exceto no caso de raízes irracionais, nesse caso será 
fórmula quadrática, apresentada mais adiante. 


geral fatorá |. 
capitulo 5). Os 
melhor Usar a 


Exemplo: Resolver x? + 5x + 6=0 


А expressao x? + 5x + 6 pode ser fatorada como um produto de Stevin. Temos que encontrar 


dois nümeros cuja soma é 5 e cujo produto é 6, no caso esses números são 2 e 3, Ficamos 
entào com: 


(x + 2)(x + 3) =0 
x = —3 ou x = -9. 


Exercícios 

ЕЗ) Fatore e resolva as equações 
а) (")  -7x * 1020 )()x2+x-30=0 k) x? + 10x+24=0 
b)x?+4x+3=0 9)x2+2x-48=0 )x2-12x+32=0 
с) x - 12x 20-0 h)x? -3x- 1820 m) х2 + 2x-35=0 
д) x?- 15x 45020 )x2+x-56=0 n)x2-6x-16=0 
е) х2 + 15х + 56 =0 )x2-6x-91=0 0) х2 – 15x- 100 =0 


Resolução por soma e produto 


Fatorar a equação como um produto de Stevin e encontrar os valores de x que anulam os 
fatores pode ser feito de outra forma, que é procurar as raízes pelo método da “soma e 
produto”. Quando uma equação do 2? grau tem а=] (o coeficiente de х2), o coeficiente do 


termo em x (b) é a soma das raízes, com sinal trocado, e o termo independente (c) é o produto 
das raízes. 


Resumindo: 
x2 + bx + c = 0 Ə Soma = —b, produto = c. 


Isto pode ser facilmente demonstrado. Considere uma equação do 2? grau com a = 1 € 24 
raízes p e q: 


(x- р)(х – 9) =0 


Ё fácil ver que pe a : ndo 8 
q são as raízes, pois anulam i Desenvolve 
5 OS respectivos fatores. De 
expressáo, ficamos com: pe 


x?- qx - px * pq = 0 
x? — (p *q)x * pq = 0 
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gxemplo: Re 


As raízes são 08 números cuja soma é 6 e cujo produto é 8 Ess 
` 75868 Números são 4 e 6 


» COM sinal trocado, e 
E: : T x 

b e cujo Produto m essas equacóes *de 
solver x? - 6x + 8-0 Ja €, 


fxemplo: Resolver x? + 10x + 91 = 0 


Exemplo: Resolver x? - Зх - 40 = 0 
Desa vez, O termo independente é negati 


Resumindo: 


Secé positivo, as raízes tém O mesmo sinal, que é contrário ao sinal de b, e b representa a 
soma dos módulos das raízes. 


Se c é negativo, as raízes tém sinais contrários. O valor de b é a diferenca entre os módulos das 
raízes. А raiz de menor módulo terá o mesmo sinal de b. 


Exercícios 

F4) Resolver mentalmente as equações, a partir da soma e produto das raízes. 
а)? + 8х + 1520 f) X? - 13x + 30=0 k) x? - 16x-80-0 
b)x?* 10x + 24 20 д) xt - 14x +48 =0 ix? - 5x- 50 = 0 
)x+5x+6=0 h)x? - 11x + 18 =0 ne 
d)2+17x+30=0 i x2 - 35x + 150 = 0 x 
e) x? + 12х + 20 = 0 jx? - 20x + 91=0 NA ын 


Completando quadrados 


д Q 
Esta técnica permite a resolução de equações do 2 
eral de resolução. Considere a equação: 


grau sem a necessidade de usar a fórmula 


k-32=95 u 
é 1 ,quee€o 

A zo é fácil. O termo (X - 3), elevado ao quadrado, é igual a 25, q 
лог єв A - 3) vale 5, ou então -5. 


esmo que 52. Isto significa que ( 


No 
N 


A resolu 
m 


0 segundo caso, se x — 3 = —5, então X 


os um quadrado 
ero no 2? 


uando formamos U! 
zo do 2? grau d este núm 
Цан entáo que é fácil resolver uma o 92 membro. Note que 
erfeito amero posi 
no 1? membro, e um núm 


plo: 
do 
Membro nem mesmo precisa ser um quadra 
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LGE 
(x - 1р -5 BRISTA 


х-1-45, х-1445 
х-1--45, х-1-45 


Podemos escrever x=1+5, para indicar que estão indicadas duas Taízes, conform 
tomado para o radical seja positivo ou negativo. Š 0 valor 
Sendo assim, a técnica de completar quadrados pode ser usada para a resolucáo de 
equacáo do 29 grau, sem a necessidade do uso de fórmulas. qualquer 


Exemplo: Resolver a equação x? + 6x + 5 = 0, pelo método de completar quadrados 


Para completar quadrados, devemos fazer com que арагеса na expressáo, o quadrado de 

expressão do tipo х + k. Para tal, checamos o termo em x, que vale “duas vezes о аг 
pelo segundo". Sendo assim, 2.k.x = 6.x, isto significa que k=3. Devemos entáo цэг di 
expressáo para que арагеса (х + 3)?, que no caso é o mesmo que x? + 6x +9, in 


А nossa expressáo tem um 5 ao invés de 9, portanto somaremos 4 aos dois membros, para que 
apareça o 9, fazendo com que tenhamos (х + 3)?. 


x2+6x+5=0 
x2+6x+5+4=0+4 
x2+6x+9=4 

(х +3)? = 4 


Esta manipulacáo é chamada de “completar o quadrado”, e consiste simplesmente em somar 
um número nos dois membros da equação para que resulte no primeiro membro, um trinómio 
quadrado perfeito. Podemos entáo extrair a raiz quadrada e levar em conta os dois sinais 
possíveis. 


х+3=+2 

x = —3 +2 

Logo, x = -1 ou x = -5. 

Exercícios 

E5) Complete quadrados e resolva as equações abaixo: 
a) (*) 2-4x-5=0 f) X? + 8x + 1220 к)х2+х+2 70 
b)()x2-8x+15=0 9)x2+24x-25=0 )x2-3x+2=0 
с) х2 + 14х + 33 =0 h) х2 + 40x + 175 20 m) () 36x2- 24x - 77 = Ü 
d) x? - 20x - 300 = 0 )x2+12x-45=0 n)4x2-8x+3=0 
e)x2-16x+39=0 j) x2- 30x + 200 = 0 о) 9x2 + 36x + 35 = 0 

Fórmula geral da resolucáo p 


ão 
Também chamada de “fórmula quadrática”, a fórmula geral da resolução da а sabe 


grau ё conhecida erroneamente no Brasil como “Fórmula de Bhaskara”. Ná 
exatamente o porque isso ocorreu. Segundo contam renomados professores vetera уш" 
Elon Lages Lima, do IMPA, famoso e renomado matemático, por volta dos d indian 
autores de livros de matemática passaram a atribuir esta fórmula ao matemátic ¿ml 
Bhaskara. Na história da matemática, náo consta que Bhaskara tenha criado onheci? 
Outros autores brasileiros passaram a "repetir o erro", e atualmente esta formula le brad 
com este nome, somente no Brasil. Náo há mal em usar este nome, porém deve sê | 
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ibuigáo é indevida. Procure por “quadratic formula” na Internet e você verá o nome 
q^ procure por “Baskara formula” e você encontrará apenas referências brasileiras. 
reto 


quadrática determina os valores das raízes de uma equação do 2? grau na forma ax? 
= 0. As raízes 580: 


2a 


mula fornece duas raízes, que são obtidas levando em conta o sinal “-”, e depois o sinal 


Ab do radical. 


+", antes 


o: Resolver a equação x? - 5x + 6 = 0. 
Aplicando a fórmula, temos: 


5:425-4х6 541, que resulta em 3 e 2. 
2 
A demonstracáo da fórmula quadrática é muito fácil. Basta completar quadrados na expressao 
original. 
ax2+ bx + c = 0 
ax? + abx + ac = 0 


Para que apareça o quadrado de (ax + k), devemos ter 2ax.k = abx, ou seja, k=b/2. Devenis 
somar (b/2)2 aos dois membros: 


DÊ + abx + (b)? = (b/2)? - ac 

(ax + b/2)2 = (b/2)? - ac 

Multipliquemos toda a equação por 4, para evitar os denominadores 
ax + b)? = b? _ дас 


Qax cb) — 1/5? дас 


2a 
Exercícios 
ЁО) Resolver è 
as seguinte ões usando a fórmula quadrática. 
ы xe 0. А ш 1c 56 70 k) 5x2 + 20x - 25 = 0 
Qu S870 g)X?- 3x -4020 i) 6х2 + 24x - 192 = 0 
dq 9-10-0 h) х2 + 14x + 4520 m) 6x? - 36x - 162 = 0 
eje A 15-0 ix? - 11x * 1820 n) 6x? + 96x + 378 = 0 
CHê+32=0 j) 5x2 + 60x + 100 = O o) 6х2 + 18x + 12 = 0 


OBS: Simplifique por 5 primeiro 
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E7) Resolver as seguintes equações usando a fórmula quadrática. RISTA 


а) 7X? - 48x + 36 = 0 f) 21x2- 87x - 90 = 0 К) 4х2 * 6x «620 
b) 5x2 - 13x - 28 = 0 g) 3х2 + 17x + 10 =0 i) 8X2 - 3х—36=( 
с) 5x? - 4x – 20 = 0 h) 42+х-3=0 m) 4x? + 13x +30 
d) 7х2 + 29x - 30 = 0 i) 6x? - 39x - 21 = 0 n) 24x? - 52x +8 =) 
e) 2x?-x-3=0 j 4x2 +9x+2=0 0) 12x? + 50x + 28 =p 


Em provas de concursos, raramente são propostas questões do tipo “resolva 4 
mais comuns questões que pedem valores para que seja atendida uma certa c 
caso é preciso saber não apenas resolver a equação, mas conceitos sobre o fun 
equações. Por exemplo, saber o conceito básico de que se a é raiz de uma e 
então P(a) vale zero. 


Equação” Sá 
Subs * Vão 
Clonamento d 


Exercícios 

E8) Para que a equação kx? - 2(k - 1)x + 3 = 0 admita uma raiz igual a –1/3, k deve ser: 
(A)-3 (B)! (C)3 (D)5 (E) МКА 

4x х—1 


TI 17 
4-2х x-4 х-2 


E9) (*) Resolver a equação 


E10) Determine o valor de х na equação x 3х _3x+1 


9—-x x43 x-3 


OBS: Eliminar os denominadores, e lembrar que valores que anulam denominadores devem ser retirados 
da solução. 


E11) Se o par ordenado (2, -1/2) é um ponto do gráfico da função y = x? – 2x + 3m - 1, 
entáo o valor de m é: 


(A)08 (В) 6/5 (C)! (0)0 (Е) 56 


2х х 3х-4 
+ ——ə = 


E12) Resolver a equacáo Я 
x+] x-1 ue 


para х#+1. 


Discussáo pelo discriminante 


A expressão b? - 4ac, que fica dentro do radical na fórmula quadrática, é chamada de 
discriminante, (náo confundir com “determinante”) e representada pela letra grega : 
maiüscula (A). O discriminante traz uma informacáo importante a respeito das raizes 
equação: 


a) A = 0: A equação possui uma raiz dupla real. m 
; pulo. 
De fato, quando temos A-0, ambas as raízes reduzem-se a — b , pois o termo +JA sera 


2a drado 
БЭР ua 
Isto ocorre quando o trinómio do 2? grau existente по 1? membro da equacáo € ши 


perfeito. 


Exemplo: 
x2+2x+1=0 
(x + 12-0 

Raiz dupla x = -1 


D 


Scanned by CamScanner 


"m шо 13 - Equações do segundo grau 


cap — —  .. __507 
SUA equação possui duas raízes reais e diferentes. 

аж T сан em dois valores diferentes, e simétricos, o que resultará em duas 
apres rends е diferentes. 


jA «0: A equação não possui raizes reais, 

5 mo não é permitido extrair a raiz quadrada de um número negativo, o termo + JA 
ri em nümeros imaginários, ou seja, fora do conjunto dos reais, 

res 

Note que зе é pedido apenas que a e 
0 


quacáo seja discutida 
ima), não é preciso resolver a equaçã 
ac 


O, apenas calcular o y 


(determinar as trés condicóes 
nizes (reais e iguais, diferentes ou inexistentes (náo reais, ou 


alor de A e dizer como são as 


imaginárias) 
exercícios 
E13) Discutir as equações abaixo. 
axi -3x* 570 f) 4x? - 12x « 302 0 К) x? - 10x «2520 
bxt-x* 1020 9) X? -5x-1120 )x2+x-99=0 
0)x2+6x+9=0 h) x? + 40x + 1000 = 0 m)x?-2x * 1020 
dx**x-1120 


i) 20152 - 4x - 1=0 


в) 2+ 4x- 1220 ]) 7x2 -3x 1120 


П) 16х2-х+1=0 
0) х2 + 10x + 20 = 0 
El4) A equação x? – (2m – 1)х + m(m 


-1) = 0 admite raízes reais para: 
(А) m=0 (B) m-2 (С) m=3 


(D) qualquer valor de m (E) (2m - 1? - 4m(m - 1) - 0 
E15) Resolver x*3 ET 2 - LN 
x+2 х-3 (x + 3Xx +2) 


El6) (7) A equação x? + (5m — 1)x + (p? — 9) = 0 terá raízes reais e simétricas para: 
()ш-1/бер» 3 (B)m=2/5ep<2 (C)m=Y5ep<-20up>2 
0) т = 2/5 e -2<p<2 (Е) т = 2/5ер= 2 


a!-b 
E17) Para que a equação y? + 


= ax tenha raízes reais, é necessário que: 


агь (B)bz0 (C)jaz2b (D)bz2a (Е) МКА 


E18) (А equação 2x? — 5x + a — 1 = 0 tem apenas uma raiz nula para: 


Ma=2 (Ba-0 (Cja-338 (D)a-1 (Eja=178 


Gráfico do trinómio do segundo grau | 
in equação é uma proposição matemática que pode ter dois valores: verdadeiro ou falso. 
3 exemplo, considere а seguinte equação do 2? grau: 
ГА Ёол 

ão (x? – 5x + 6) tem valor 
Sen Tuna matemática é afirmação de que o valor da expressão (x x * 6) 
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Considere agora a expressáo x2 — 5x + 6, sem levar em conta se seu valor é zero 


А : ial. do 2º grau. Chamam 90 não, Esta 
uma expressáo algébrica do tipo polinomial, do 2% grau. OS esta express 
trinómio do 2* grau. Como o valor deste trinómio depende de x, podemos usa]; ага de 5 
uma função, também chamada de trinômio do 2º grau. Podemos então escrever ейп 


f(x) = х2 - 5x + 6, ou y = х? — 5x + 6. 


Como toda funcáo, o trinómio pode ser representado em um gráfico no plano cartesiano, Es 
gráfico é uma curva chamada parábola. “ав 


Ao lado temos o gráfico da funcáo dada por 
у= x2 — 5x + 6 


O gráfico mostra alguns dados interessantes. 
Note que o eixo x é interceptado pela curva 
nos pontos x=2 e x-3. Esses valores são as 
raízes do trinómio, ou seja, os valores de x 
que fazem com que o valor do trinómio seja 
igual a Zero: 


y = x2 — 5x + 6 ® x-2 ou x-3. 


Observe que a curva corta o eixo y em y=6. Este ë o valor da funcáo quando х-0. De fato, 
fazendo x=0 na fórmula, teremos y = 02 — 5.0 + 6 = 6. 


Esta parábola tem sua concavidade voltada para cima. Isto ocorre sempre que tivermos a0, 
ou seja, o coeficiente de х? for positivo. 


As parábolas possuem um ponto onde apresentam um valor máximo ou mínimo. Este ponto é 
chamado de vértice da parábola. Existem fórmulas para calcular as coordenadas do vértice de 
uma parábola: 


Xy = —b/2a = média aritmética das raízes 
у, = -А/4а 


No capítulo 21 abordaremos detalhadamente o assunto. 


Exemplo: Qual equacáo é melhor representada pelo gráfico abaixo? 


(A) f(x) = -x? - 4х + 3 
(B) f(x) = -x2 - 4x - 5 
(C) f(x) = -x? + 4x - 3 
(D) f(x) = x? + 4x +5 
(E) f(x) = —x? - 4x - 3 
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сонй?" : vidade da parábola está voltada 
nc 


para baixo, | 
15 tivas atendem a esta condição. ogo devemos ter а<0. Todas as 5 


к уёсо rtado em y = -3, logo c = -3. Apenas as alternativas (C) e (E) atendem. 


a abscissa do vértice (-b/2a) vale 2, então (-b/2(-1)) = 2, portanto b = —4. A resposta correta 
12) 


gelacóes entre coeficientes e raízes 


бй qualquer equacáo polinomial, e náo apenas as do segundo grau, os valores das raízes estáo 


diretamente relacionados com os seus coeficientes. Nas equacóes do segundo grau, como 
mostraremos, as principais relacóes sáo: 


Soma das raízes: —b/a 
Produto das raízes: с/а 


Essas геїасбез sáo utilizadas em um grande número de problemas. 


Soma das raízes 


Considerando uma equação do 2º grau na forma ax? + bx + c = 0, com raízes x, e x9 dadas 
por: 
Em JA. 22 be^ 


X 
i 2a 2 2a 


Somando os dois valores temos: 


-5-УА-544А -2b b 


2а 2а а 


Produto das raízes 
Partindo da fórmula das raízes, calculemos seu produto: 


xxx, = COVA) (-b+V/A)_b?-A_p*-(0'-4ac)_0 
i E a 


2ax2a 4a? 4а” 


o viamente, quando а-1, essas relações ficam reduzidas a S = -b e Р = с. Sendo assim, uma 
Mação do 9° grau pode ser escrita como: 


2 
x -Sx+P=0 


Dad. = 
as : d 
* prod d raízes de uma equação do 2º grau, podemos compor à equação calculando sua soma 


to e usando a fórmula acima. 
Exemplo; Considere a equação 2x? - 10x + 127 0e responda: 


A Болон 
(С) SOma das raízes é 10 (B) A soma das raízes é -5 
(E) A E оЧшо das raízes é 6 (D) O produto das raízes é 5 


| raizes são irracionais 
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quemos a equacáo por 2, ficando com: 


510 
Solugáo: Antes de mais nada, simplifi 


х2 — 5x + 6 = х2- Sx + P = ; então S=5 e P-6 


Testemos agora as afirmativas: 


(A) Soma das raízes é 5, e nào 10 
(B) A soma das raízes é 5, e nào -5 
(C) O produto das raizes é 6: CORRETO !!! 
(D) O produto da raízes é 6, e não 5; 
As raízes não são irracionais, pois A71, que é um quadrado perfeito. 


(E 
Resposta: (С) 


Diferença das raízes 
Eventualmente podem surgir questões envolvendo a diferença das raízes: 


2a 2a a 


). Quando se trata de diferenga entre dois 


Neste caso calculamos (a menor raiz) - (a maior raiz 
álculo o inverso. Se calcularmos a 


números, nào está explícito se o que deve ser feito é este c 
maior - a menor raiz, o valor será o seu simétrico: 


YA 


a 


Outras operacóes com as raízes 


Muitas operagóes com raízes podem ser expressas em função d 
Chamando as raízes de p e q, temos os seguintes exemplos: 


a soma e do produto. 


рта е9 97-284: 1 
р? + д = (p +q)(p2 - pa + q?) = (p + dlp + q)” - 3р9] 

1/p + 1/q = (p + )/pa 

eguimos manipular expressóes algébricas simétricas d 
alteram quando trocamos p com q) para exprimi-las em func 


цуев p € 

Quase sempre cons e duas variáveis P : 
а áo da soma 

(aquelas que nào se 


do produto. 


Exercícios 

| 23 
E19) Determine m na equacáo x? + mx + 36 = 0 para que a soma dos inversos de suas 122 
seja 5/12. 
(А) 16 (В)6 (C)9 (0) -6 (Е) МКА 


: é 
E que о produto des rei 


E20) Dada a equação x? + = kx, determine o valor de К para 


seja 2 e a sua soma seja positiva. 
(3 (B-3 (C)t3 (0)13 (E)0,5 
E21) Calcule a média aritmética das raízes da equação x? – 8x + 15 = 0 
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(A) "—— AH 
0) СМ77- А soma da média aritmética com a média geométrica das raízes da equação H: 
Pj gta =O dá | I 


4-0 (B) _4+a° (C) 8+а? (D) 4+ a? (E) 5 d 


(A) xc a a a 1! 


вэ) CN 83 - A soma dos cubos das raízes da equação x? + x - 3 = 0, é: 


A) ло (В) -8 (С) -12 (0)-6 (Е) -18 
p24) А equacáo x2 — 75x + 1 = 0 tem suas raízes representadas por q e B. Determine o valor 

essáo — + — 
da expr а? 


p 


Resolvendo mentalmente - I (soma e produto) 


Lembremos que uma equação do 2º grau pode ser expressa na forma x? - Sx + Р = 0, onde 5 
e P são, respectivamente, a soma e o produto das raízes. Podemos então, com alguma 
habilidade numérica, resolver tais equações mentalmente, determinando “quais são оз 
números que somados resultam em ... e multiplicados resultam em ... ?”, Na maioria das vezes, 
é fácil determinar tais números: 


02 8x + 15 = 0 : Soma 8 e produto 15, as raízes são Зе 5 

xi + 30x + 200 = 0 : Soma 30 e produto 200, os números são 10 e 20, ambos сот o mesmo 
sinal, que é negativo, pois -S = 30, S = -30, as raízes são -10 e -20. 

x) - 5x - 50 = 0: Como o produto é negativo, as raízes têm sinais contrários, então —5 é a 
diferença dos módulos das raízes. As raízes são —5 e 10 (a de menor módulo tem o sinal de b). 


Já fizemos resoluções mentalmente no exercício 4. Ocorre que nem sempre isto pode ser 
usado. As raízes serão números inteiros apenas no caso em que A é um quadrado perfeito, 
caso contrário, serão da forma p+ 44 , e não será possível determiná-las mentalmente usando 


soma e produto. 


Resolvendo mentalmente - II 


a fica difícil resolver mentalmente quando o coeficiente a é diferente de 1. Nesse caso, 
resulta em: || 


wl+bx+c=() 


x24 (b/a)x * (c/a) -0 


Quando as 


o cálculo mental fica bem mais dificil. Por 
*xemplo. 


oma e o produto envolvem fracóes, 


2 


Quais sa 
S são Os dois nümeros que somados dão 19/15 e multiplicados dão 6/15? 


A Te: 
Soluca : : 
e à] Сао fica mais fácil quando usamos o seguinte artificio (raramente ensinado em livros 


| 
! 
Sebra); | | | 
E | 
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ED DEN COUP SC A E IR KEEN EE EDS e есы d M 
1) A partir da equação original ax? + bx + c = 0, formamos uma outra equação na forma х? 
bx + ac = 0, ou seja, com coeficiente de x? igual a 1, com o coeficiente de b igual ао ^ 
equacáo original, e com termo independente igual ao produto dos coeficientes a e c да 
equação original. 


2) Resolvemos mentalmente esta nova equacáo e determinamos suas raízes. 


3) Dividimos agora essas duas raízes pelo coeficiente a da equação original. Esses valores serão 
as raízes da equação original: 


Exemplo: Resolver 15x? - 19x + 6 = 0 

Nova equação: x? - 19x + 90 = 0 

Suas raízes: 10 e 9 (soma 19 e produto 90) 

Dividindo por 15: 10/15 e 9/15, que simplificando resulta em 2/3 e 3/5. 
Exemplo: Resolver 2007x? - 2008x + 1 = 0 

Nova equação: x? — 2008x + 2007 = 0 

Soma 2008 e produto 2007: 1 e 2007 

Dividindo por 2007: 1/2007 e 1. 

Resposta: 1 e 1/2007. 


A justificativa para o funcionamento deste artifício é muito simples. Comparemos as duas 


equações: 

2 
Equação original: ax? + bx + c = 0, raízes são ни: : -4a.c 

a 

2 
Едчасао transformada: x? + bx + ac = 0, raízes são -btw =” l.ac 


Comparando as duas fórmulas, vemos que dadas as raízes da equacáo transformada, basta 
dividi-las por a para obter as raízes da equação original. 


As regras de sinais são as mesmas para todas as equações do 2? grau: 
1) Se necessário, troque todos os sinais para que a fique positivo 
2) Se c é positivo, as raízes têm o mesmo sinal, e b é a sua soma, com sinal trocado. 


3) Se c é negativo e b é, em módulo, a diferença dos módulos das raízes. A raiz de menor 
módulo tem o mesmo sinal de b. 


Exercícios 

E25) Resolver mentalmente as equações 
a) (*) 22 * 6x «420 fà + 10x «320 к) 4x? * 12x 520 
b) 2х2 * 7x * 320 g)2X? *9x «7:0 i) 3у2 + Ty «470 
с) 3x3? +8x+5=0 h)6x + 11x «320 m) 5m? + 8m * 320 
d)5x? + 7x 220 i) 5x2? + 12x «7 20 п) 3k? + 14k € 8 = 0 
е) 8х2 + 10x «220 j) 6x2 + 25x «2420 0) 522+ 92+4= 0 
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| 1 
{| 
| | 
б) Resolver mentalmente аз equacóes | jili | 
E^) (to + 11x-6=0 f) 7х2 + 15x «8-0 К) 6x2 - 19x 820 Н! 
0 32-8x+5=0 9)4x2-11x+7=0 i 4x2 - 17x + 1320 Н 
дэд + 24x- 26 = Ü h) 32-9x-4=0 т) 11x2 * 2x -9-0 VAN 
gne *5x- 1220 |) 3x? - 10x -25 = 0 п) 4x2 – 25х + 25=0 14 
в)11:@—13Х+2=0 j) 13x - 16x «3-0 0)7452-2х-5-0 n 


`  gxercícios de revisão 


E27) Resolver as equações: 


gx 169 = 0 1) 9 * Tx 20 К) x2+5x-14=0 
b) 7x?- 1008 = 0 9) x - 13x + 36 20 i)x? + 17x- 138 20 
c) 422-24 = 6x? + 201 һ) xi - 15x +44 20 т) x: - 30x + 176 20 
dx - 7x70 i) x? -9x -36 = 0 n) x? - 8x - 660 = 0 | 
e) 8x2 = 3x ) х2+ 11x «2420 о) 25x? - 20x — 96 = 0 | 
E28) Resolver as seguintes equações | 
aj -x- 11-70 xi -5x-5-0 К) à - 10x- 120 | 
b) х2 11x * 19 20 9) xi -7x- 1920 i) 2x? - 12x * 320 | 
с)х2-9х+9=0 1) xi + 13х+4=0 m) 1352-2Х-2:0 
8)2+5х-5=0 i) 12x? + 10x - 120 n) 9x?-2x-3=0 
e) -3x-9=0 )7x2+6x-3=0 0) 5х2+х-2=0 | 
| 
E29) Resolver as seguintes equacóes SEM USAR A FÓRMULA QUADRÁTICA | 
4) 2-2Х-1-0 f) (") x -2pkx + p? - q2 = 0 k) x? + 2bx - a? + b2 = 0 | 
р) 3х2 + 4х-2=0 g) х? - 2ах + a2 — b2 = 0 i) x? - 2асх + a?(c? - b?) = 0 | 
c) 10x? - 26x + 12=0 h) x? - 4bx + 4d? -8 20 m)x?-x-1=0 | 
d) (x - 15)(x + 15) = 400 i) x: - (a + b)x * ab = 0 n) 15x? - 7x - 12 20 | 
в) 4х2 + 17x 4-0 j) х2 — 2ах + a?- 402 = 0 о) х2+х+1=0 | 
| 


E30) Resolver as seguintes equacóes: 


9... 
at, l = l f) 8 l2-x | 061.1. lu. 1 _ 
х-1 x-2 x-3 x+6 x-6 a b х a+b+x 
- > y 
7 х-5 7 a ажх а+2х Х+2 x-2 xel 
Ç х-5 10 2х v2 
Ф| |2х-24х- h) uL PR da TE m) + == =2 
| JE 24x 20 reí кб 3 х+2 2x 
j 452 4. X i) x рх 
! х х-1 х-1 х 
Is : 24 
quer fede e s= 
l-ax V1- bx х-8 x—4 
E31) Resolver as equações: | 
а) 25 2 ! 
ego )-иас-д РЕ НЫ... U Sa ш f 
4 (m+n) (m+ny | 
b) 5x? 2 - 3 1! 
aq ру 7х2, 172 Ш2 За | 
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2 je. 


E32) Resolver as equações 


5 
x 


4 1 1 


x+2 5 5x 


2 
j (=>) +2422). в 
5 5 


1 х-1 f) 3х3 + 7x2 = -2x 2 3 5 
res Ü PV uix qr кэлэр 
х 2x -2x x+4 x+6 x -10х-24 
8 4 4 1 х 1 2 
‚к= я. m ЭШИ И ШЕ ЗУ уке Жее шағ ЧЕ 
= x-1l x+2 x^ к x -] x^-1 x41 
©) Mx-4i-1-710 ra 4 _ 
2531 10. 2881 x+1 1-х x!-1 
2x-1 4x?-1 2x+1 : 
d) 4 A 3 -25 ) 2543 5 n) 4x^ + 8x — 10 = (2x - 3)(2x + 7) 
х-1 х- x+2 х-1 
1 8 2 х 2 6 1 1 
e) — = ——-——— 0)----х-1---- 9 =—+— 
х x+3 x-1 E х-2 x -1 2 1-х 


E33) Formar a equação do 2° grau cujas raízes são: 


a)4e 13 f) 2/3 e -3/4 k) 1/(a + b) e 1/(a — b) 
b) -8 e -11 g) 1 e 1/100 i)kek? 
c)9e-7 h) 1/ае 1/b m) 16 e -16 
d) 3 e 21 i) 6e - 90 п) Ке 1/k2 
“ҮЛЭГ ) 245 ca-b 0) 1/47 e 1/67 

b d а- 


E34) Sabendo-se que p e q 580 raízes reais da equacáo 2x? — 7x + 2m — 3 = 0, encontre o valor 
de m, que satisfaz à relação 3p - q = 1/2. 


(A)5 (B-5 (O4 (D-4 (ЕЗ 
E35) Para que a equacáo kx? — 2(k - 1)x + 3 = 0 admita uma raiz igual a 1, o valor de k deve 
ser: 


(1 (B2 (O3 (0)4 (BS 


E36) Dé a equação do 2? grau cujas raízes são a solução do sistema 
2x - 5y = -9 
x + 4y = 8,5 
(A) x2- 5x - 2 = 0 
(D) x? + 5x + 2 = 0 


(В) 2x? 5х+2=0 


(С) 2x2 + 5x +2 = 0 
(E) NRA 


E37) Considere as expressóes abaixo e responda: 


1) x? = 4; 2) 2(5 + x) = 10 + x; 3) (x + 22 = x? +4 
| 1 2 x+2 

4) —+—=—— 5 -2 

de 2 x+2 2 


(A) Todas sáo verdadeiras para Vx e R 
(B) Urna delas nào é verdadeira para nenhum valor real de x 
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| todas são falsas para Vx e R 
) Apenas uma delas nào é falsa para Vx e R 

6 Apenas as de números (1) e (2) sào verdadeiras para Vxe R 


E38) Determine o conjunto solução da seguinte equação: 


l _ 3 “3-0 
25-3 2x! -3x x 


()(48) (B) (43). (О) (321 (D)(0 (EG 


-1 
E39) Considere a equação y + i «d 1-3 +5 е indique a alternativa correta: 
x 


(А) V = (3) B) V - (17,3) (C) V = (1, 3) (D V- (1,17) (E) NRA 


F40) Determinar o menor valor inteiro de m, para que a equação x? - 3x + щу - 1 = 0 não 
possua raízes reais. 


E41) Determinar a soma das raízes da equacáo 2mx? + 4x — 3m - 2 = 0, sabendo que uma das 
raízes é nula e que m é um número real. 


E42) (*) Determine o produto dos valores de m na equação 2x? — (m — 1)x + 3 = O para que 
uma das raízes seja o triplo da outra. 


E43) СЕЕЕТО 98 - As raizes da equação 2x? + mx + 1 = 0 são positivas e uma é o dobro da 
outra. Determine m?. 


E44) CEFET 2001 - Sabendo que os números q e г sáo tais que фт + q.r? = 6, podemos 
afirmar que q e r são raizes da equação: 

(А) 2х2 + 4х -6=0 (В) х2-х- 12=0 (C) 3x? - 9x +4 = 0 

(D) -х2 + 6x «1-0 (Е) -2x? - 12x + 6 = 0 


E45) Determine o discriminante da equação x? + bx + c = 0, sabendo que suas raízes são dois 
múltiplos consecutivos de 5. 


FA6) CEFETQ 2001 - Calcule o número inteiro positivo que deve ser adicionado a cada fator 
do produto 5x13 para que esse produto aumente 175 unidades. 


E47) CN 75 - Achar o produto dos valores inteiros de M que fazem com que a equacáo em x, 
4x? 
MOM = não tenha raízes. 


00 Bi (a pa (B4 (NRA 


E48) (*) CN 75 - Calcular a soma dos valores de m e п de modo que as equações (2n + m)x? — 
“4506 (6n + m)x? + 3(n — 1)x — 2 = 0 tenham as mesmas raizes. 


А 

95 (вул (C)-95 (D)-3387 (E)! (PNRA 

E4g = iti — 
LN 76 - Sabendo que na equacáo х2 + Bx-17=0, В ё positivo e que as raízes sáo 


> achar a soma das raízes: 


" Ë АШ (В) 16 (C)-17 (D)-10 (Е)-16 


mos A цан лаа A" D 
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E50) (*) CN 76 - Dar os valores de m, na 
equacáo mx? — 2mx + 4 = 0, para que as suas 
raízes tenham o mesmo sinal. 


(А) т<0 (В) m23 (C) т>7 (D) m$5 (E) т24 
E51) CN 77 - Se as equacóes do 22 grau (2p * 
q)x? - 6qx-3=0 e (бр - 39x? - 3(p - 2x -97 
0 possuem as mesmas raízes, entáo: 
(А)р=6а+2 (Bp*q-7 (0) 3q=p*2 
(Dp-2-0 (E2p*3q-8 

E52) CN 78 - A soma dos cubos das raízes da 
equacáo х -Y3x+V9 =0 é: 

(A)-3 (B-12 (C)-9 (р)12 (5)-0 


Alunos do Colégio Naval 


E53) CN 78 - Para que 44-11 seja uma das raízes da equação x? - Bx + C = 0, con BeC 


inteiros, o produto BC será: 

(A)20 (B) 40 (C)30 (D)60 (E) 64 
E54) CN 78 

O valor de K positivo, para que 
(A6 (B8 (O5 (D! (010 


8 - A soma dos valores reais de k que fazem com que a equacáo 
suas raízes igual ao quadrado da outra é: 


a diferença das raízes da equação х2 - Кх + 2K = 1 seja 10 é: 


E55) CN 7 х2 — Mk + 1)х +k? 
+ 9k — 3 = 0 tenha uma de 


(3 (B4 (O5 (D6 (B7 
E56) CN 78 - Se na equacáo ах? + bx + c = 0 a média harmónica das raízes é igual ao dobro 
da média aritmética dessas raízes, podemos afirmar que: 


(A)2b?-ac (B) b2=ac (C)b?-2ac (D) Ь2 = 4ас (Е) b? = 8ас 


E57) CN 79) - O valor de К na equação x? + Mx + K = 0, para que uma de suas raízes seja 0 
dobro da outra e o seu discriminante seja igual a 9 é: 


(A)20 (B)10 (C)12 (D)15 (E) 18 


E58) CN 79 
A soma dos quadrados dos inversos das raízes da equação Kx? - Wx + p = 0, sendo Кр#0. ё: 


W° —2K, W? -4K -W? 
(А) —— Bm (с) 200-0 (p 4Kp-W' КР 


p р W 

E59) () CN 81 - Na equacáo x? — mx — 9 = 0, a soma dos valores de m, que fazem com que #5 
ruas raízes a e b satisfaçam a relação 2a + b = 7, dá: 

(А) 3,5 (В) 20 (C)105 (0)10 (E)9 

E60) CN 81 2 Os valores de K que fazem com que a equacáo: Kx?-4x+K=0 tenha raízes 
reais e que seja satisfeita a inequação 1 — K S 0 são os mesmos que satisfazem a inequação: 
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aye 4 $0 (B4-x?s0 (C)x2-1>0 


16) CN 84 - O valor de a para que a soma dos 
х2+ @- a)x - a — 3 = 0 seja mínima ё: 


wi 89 (O42 (D- (5-9 


862) CN 84 - A equação kx - kx =  - 2k -8 + 12x ë impossível para: 


(A) um valor positivo de k (B) um valor negativo de k 
(C) 3 valores distintos de k (D) dois valores distintos de k (E) nenhum valor de k 


517 
(0) х2-3х+2<0 (E)x2-3x+2>0 


quadrados das raízes da equacáo 


E63) CN 85 - Sejam r e s as raízes da equacáo x*J3-cax — 7 — 0. O valor numérico da 
expressão (r + s + 1)(г + s — 1) é: 


(37 BA (OM D4 (E2 


E64) CN 86 - A média harmónica entre as raízes da equação 340x? - 13x - 91 = 0 é: 
A7 8)- (С) 3407 (Dy (5-4 


E65) () CN 87 - O conjunto dos valores ш para os quais as equações 3x2 — 8x + 2m = 0 e 2x? 
-5x + m = 0 possuem uma e apenas uma raiz real comum é: 


(А) unitário, de elemento positivo 
(B) unitário, de elemento nào negativo 
(C) composto de dois elementos nào positivos 


(D) composto de dois elementos nào negativos 
(E) vazio 


E66) (*) CN 87 - A equação do 2º grau x? — 2x + m = 0, m<0, tem raízes x, e X9. Se 
хх ае Xr +x7! =b, então x" + х" é igual a: 
(А) 2а + mb (В) 22 – ma (С) та+2ь (D)ma-2b (E)m(a- 2b) 
E67) (7) CN 87 - Considere os números reais x — a, x - b e x — c, onde a, b e c sáo constantes. 
al o valor de x para que a soma dos seus quadrados seja a menor possível? 
(А) 4+Ь+с (B) а+Ь+с (С) 2а+2Ь+2с (Р) а-5-с (E) 2a — 2b € 2c 
2 3 3 3 3 


E68) CN 88 - As raízes da equacáo 2x? - x - 16 = 0 sáo ге s, (r > s). Calcule o valor da 
expressão: r* — 4 
P +25 + rs2 + 


(A) ча (B) 4127 (C) 127 (D) 129 (E) impossível calcular 
2 4 4 
E69) 


CN 89 - Um aluno, ao tentar determinar as raízes хү е хо da equação ax? + bx + с = 0 


a.b.cz0 —-b+vb” -4ac 
2c 


, 


> explicitou х da seguinte forma: x= . Sabendo-se que nào teve erro de 
Con 
tas, encontrou como resultado: 


A) XI e x, (B) —x e -x, (С) 1/xı e 1/x2 (D)cxjecxo (Е) a.xi e axo 
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E70) СМ 90 - As raízes da equação ах? + bx + c = 0 são iguais a m e n. Assinale a equacáo 
M кайов são mê e nê 
cujas raízes são m" e n . : : 
2 b(3ac – b )х+с=0 
А) a3x2 — b(3ac + b2)x + c? = 0 ах a es 
te a3x2 + эг -3ac)x + c = 0 (D) а?х? +b(b Зас)х – с = 0 
(E) a3x2 + b(b? - Зас)х + c3= 0 
A 4 bx + c = 0, a70, usa-se o recurso d 
N 91 - Para se explicitar X na equacáo ax? * : a 
ni a es de таг Usando-se 0 recurso da complementação de cubos, um aluno 
determinou uma raiz real (r) da equacáo х3 - 6x2 + 12x - 29 = 0. Pode-se afirmar que: 
3«r«2 (E) 4<r<5 


(А) 0 <г<1 (В) 1 <г<2 (С) 24r«3 (0) 


E72) (°) CN 92 - Sendo m e n as raízes da equação ж - 10x * у= 0, b valor da exprémão 
1 у! Е: 

m n 

(А) 970 (B)950 (С)920 (0)900 (Е) 870 


Е73) (*) CN 94 - Os nümeros reais a, b e c sáo inteiros nào nulos tais que: 


{ 144a + 19b +c = 0 
956a + 16b + c = 0 


logo, Vb? —4ac pode ser 


(A)151 (B)152 (C)153 (D)154 (E)155 


E74) CN 94 - Calcule a soma dos cubos das raízes da equação x? + x-1=0. 
(4) 1 (B-4 (C)-3 (0)-8 (E)-6 
E75) CN 95 - Considere a equacáo do 2* grau em x tal que ax? + bx + c = 0. onde a be c são 


números reais com a0. Sabendo que 2 e 3 são as raízes dessa equação, podemos afirmar que: 
(A) 13a + 5b + 2c = 0 (В) 9а + 3b-c=0 (C) 4a - 2b = 0 
(D) 5a- b = 0 (E) 36a + 6b + c=0 


E76) CN 98 - Um professor elaborou trés modelos de prova. No 1? modelo colocou uma 
equacáo do 2° grau. No 2? modelo colocou a mesma equação, trocando apenas o coeficiente 
do termo do 2? grau e no 3° modelo, colocou a mesma equagáo do 1? modelo trocando 
apenas o termo independente. Sabendo que as raízes da equação do 2º modelo são 2636 
que as raízes do 3º modelo são 2 e -7, pode-se afirmar sobre a equacáo do 1? modelo que: 

(A) náo tem raízes reais (C) sua maior raiz 6 6 


sua menor raiz é i 
(D) е ё1 | (E) a soma dos inversos de suas raízes ё 2/3 
(B) a diferença entre sua maior e sua menor raiz é 7 


E7 - 
A Quantos zeros tem y = -a(x — hy? — k, se a, h e k são constantes positivas? 
(A)3 (B)2 (C)! (D)o (E) náo pode ser determinado 


E78) Encontre o valor da constan 
te е 
2(x -3P-a-0 à para que a equação abaixo tenha uma única solução: 


(А) 18 (BO (C)2 (0)3 (E)45 
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879) Se uma raiz da equacáo 2x? - 5x + с = 0, é 4, entáo a outra é: 
ASP BI (0)4-с (0)-12 (925 
p80) A equação x? + 3x — 1 = 0 tem raízes q e В. Qual é o valor de af + (a + В)? 
(A) 4 (B2 (C)-4 (D)-2 


x+1 х-1 3 
х x +x-2 х-2 


E81) Resolver 


E82) Determine o valor da constante a, sabendo que entre as raizes da equação ax? + x — 1 = 
0, uma é o quíntuplo da o outra. 


a+3b  9bc _а—3Ь 


ЕӨЗ) Calcule a, dado que 


3c-a 9с -а? Зс+а 


3bc B bc © 0 Бс 
(А) 7 (В) FE (С)0 (D) 2 (E) ёс 


E84) Qual é a soma de todos os possíveis valores de x que satisfazem a equação 


2-16] (216) А 
| х-4 х-4 
(1 (B2 (C4 (D)6 (E10 


E85) Os números a, b e c sáo tais que b éa média aritmética entre a e c. Considere a equação 
quadrática ax? + bx + c = 0 com apenas uma raiz. Qual é esta raiz? 


(A) -1-43 (B -1-43. (0)-4443 (0)2-43 (E) -2+43 


2 1 1 


zal 
E86) Encontre o produto das raízes reais da equação ques VET x 


(А) -1/2 (B)-2 (C)4 (0)-1 (E) Não existem raízes reais 
E87) Dada a equação 9x2 + Зх + c = 0, encontre todos os valores de c que resultam na 
equacáo nào ter raízes reais. 


(A)c<9Y8 (B)cz1 (C)c> 98 (0)с<1 (E) Impossível 


= 11, encontre h + k + c. 


E88) Sejam A e Ё as raízes da equação 9x2 — 9x + c = 0. Se 4hk 
(А) 478 (B)20 (C)! (0)10 (BH 

E89) As raízes de x? + bx + c são os quadrados das raízes de x? * dx * e. Exprimir b em 
funcáo de d e e. 


F90) (*) Calcule a fração contínua y, . 
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E91) Resolver 2x(3x + 4) + x? - 9 = 3x(x + 5) - 3(7 - x?) 
(A)3,-4 (B)-34 (С) 34 (0)-3,-4 (E) 


E92) Sejam г e s as raízes de x2 — 17x + 13 = 0. Sem resolver a equacáo, calcule os valores q 
e: 
Dr? ID г2 +52 III) r?s + s?r IV) ?* sŠ 


E93) Determine k£0 tal que a equação y = kx? + (5k + 3)x + (6k + 5) tenha exatamente uma 
raiz. 


E94) Para quais valores де K a equação kx? –4х-К+5 = O tem raízes iguais? 


2 
E95) A expressão x *t7x-8 nãotem significado pare x igual а: 
x? -12x +35 


(A)50u7 (B)-50u-7 (C)80ul (0)-802-1 (E)O 

E96) Se as raízes de x? — 4x + К = 0 sáo iguais, entáo k vale: 

(А) 16 (B)-16 (C8 (D)4 (E)-8 

E97) Se -2 é uma raiz de 3x* + px? + 2px + 12 = 0, o conjunto dos possíveis valores para р é: 
(А) (52) (В) (-3) (C)(52,-3) (D)O (E) (752 3) 


E98) Para quais valores de c a equacáo x! +4х+с = 0 tem raízes reais? 


шог =| tem as mesmas raízes que a equação: 
x+3 x-5 
(A) х2-4х-13-0 (В)х2-2х-15-0 (С) x2-2x + 17-0 


(D) xà - 4x + 15 = 0 (E) x2 -8x + 13-0 


E99) A equação 


e a equação x? + bx + c = 0, com coeficientes desconhecidos b e c. As raízes da 


Е100) Consider 
inteiros e é sabido que uma é par e a outra é impar. Entáo: 


equação são números 
(А) bec são ambos números inteiros pares 
(B) b e c sáo ambos nümeros inteiros ímpares 
(C) b é um inteiro par e c é um inteiro ímpar 
(D) b é um inteiro ímpar e c é um inteiro par 
(E) nem b nem c são números inteiros 


E101) Determine a sabendo que a equacáo ax? — x/2 + 7 = 0 tem raízes iguais. 
(А) 28 (В) 112 (C)1/7 (D)1/112 (Е) МКА 
E102) Calcule х, sabendo que x - 1 ё o inverso дех + 1 


? 
E103) Para quais valores de k a equação 3x? — kx + 3 = 0 tem duas raízes reais e diferentes: 


raiz 
E104) Se k é uma constante e uma das raízes da equação 2x? - 5x + k = 0, calcule à outra 


E105) Encontre k sabendo que as raízes da equação x2- 4x + k = 0 diferem de 1 unidade. 
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capít - 
8106) Para qual valor de c a equacáo 4x? — 12x + c = 0 possui uma raiz dupla? 


"ELS (В) 0 (C)9 (Ю)81 (E) 144 


E107) Determine a diferença entre as raízes (maior - menor) da equação x? - 5x — 24 = 0. 


уз 85 (O8 DU (Bu 


8108) Qual valor de p torna a expressáo 3p? + 9р + 30 = 2p? — 2p verdadeira? 


£109) Qual dos seguintes valores de К fará com que a equação 2x? — kx + 3 = O tenha raízes 
racionais? 


io (8)5 (Q6 (0)1 (92 
E110) Encontre k para que a equação kx? + x + k = 0 possua uma raiz dupla. 
E111) Encontre a soma dos inversos das raízes de 6x2 + x — 15 = 0. 


E112) (*) Encontre К para que f(x) = kx? + x? + k?x + 3k? + 11 seja divisivel por (x + 2). 


E113) Encontre a relacáo entre p e q para que na equacáo х? + рх + q = 0, uma raiz seja o | Í 
triplo da outra. | 


E114) Encontre todos os números reais tais que |x? -9| = 5. 


E115) Qual a relação entre os coeficientes b e c na equação ax? + bx + c = 0, para que uma |] 
raiz ѕеја o dobro da outra? | 


E116) Encontre todos os valores de k para que o sistema Ч 


(-5 -k)x + 2y = 0 HI 
2x - (2 + ky = 0 ЙГ 


tenha outras soluções além da trivial (x = y = 0). 


El17) Determine К para que as raízes de x? + kx + 24 = 0 sejam dois inteiros pares | 
consecutivos. i!!! 
| 


| 
| 
1 
E 
! 
| 
| 
| | 
E118) Encontre a diferença entre as raízes da equação 3x? + 8x — 1 = 0. | | 
| 
1 
E119) Calcule o produto das raízes de (х + 2)? + (x — 3)? = 15 | | 
E120) Determine a, b e c para que o gráfico de y = ax” + bx + c passe pelos pontos (1, 4), (-2, | 
3) e (3, 0). | 
E121) Calcule a fracáo contínua 1 
2-8 e 
24... 
2122) Determine c na equação 4x? - 12x + c = 0 de modo que a diferença entre as raízes seja 
| o3) Dada a equação x? - 2px + q? = 0, forme outra equação do 2° grau cujas raizes sejam, 
i °Pectivamente, as médias aritmética e geométrica das raízes da equação dada. 
E 
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E124) Para que valores de p a equacáo 4x2 + 4px + 4 – Зр = 0 em duas raízes reais distintas? 


E [9 z 
E125) O número representado pela sequência infinita 24 2 + 4 +... € 


2/2 -1 


410-41 МО +1 31241 24/2 +1 
al 0 5 o e 0 Ee 


2 2 2 
E126) Resolver a equacáo em x: (а =?) 2 21 өх 
a^ +b 
E127) Resolver 6x? - 17x! + 12 = 0 


Fio Race o „55... 
x-2 х-1 (x-2Xx-1) 


E129) Determine К na equação x? - 4х + k = 0 sendo R e S as suas raizes e sendo SS. RE. SR. 


R$ - 256 
E130) Calcule a raiz de maior valor absoluto de 3x? + 4x - 2 = 0 


E131) Determine m e p de modo que sejam nulas as raízes da equacáo 
m(x?-x+1 + m) +рх=х +2 

Е132) Que valores pode assumir O parámetro К de modo que a equação abaixo tenha uma das 
raízes nulas? x2 — 6x + k? - 3k - 4 = 0. 


E133) Determine k de modo que a equação (x - k)? + 3(x - 2k) = 0 tenha uma raiz igual a 


zero. 


Е134) Determinar 0 valor de m para que a equacáo 4x? + (m + Dx + m + 6 = 0 tenha raízes 


iguais. 

E135) Determinar k de modo que as raízes da equação 5x? + 9x + k = O sejam reais € 
desiguais. 

E136) Qual a condição para que as raízes da equação mx? + nx + p = 0 sejam imaginárias? 


E137) Dada a equação 3х2 - 7x + 1 = 0, determine a soma e o produto das raízes, € resolva à 


equação. 


E138) Determine os valores de К para que a equação (9k – 12)x? - (2k + 7)x + k + 5=0: 
a) tenha raízes simétricas 
b) Tenha uma só raiz nula 


E139) Calcule h na equação (h + 3x2 - 2(h + 1)x + h - 10 = 0 de modo que а soma dos 


inversos dar raízes seja igual a 1/3. 
E 140) Dada a equação x? - 5x + q = 0, achar q de modo que: 


a) A soma das raízes seja 3. 
b) A soma dos inversos das raízes seja 5/4. 
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7! Determinar К na equação 
P ação айн саа 


523 


exista 


зу 


149) Sem resolver a equacáo 5x? + 99x - 15 = O, diga: 
Ё ge as raízes tém o mesmo sinal, e porque? 
Ы Qu 4| o sinal da raiz de maior módulo, e porque? 


o A тч, — A авга 


ea pro чәч чылт "зыл TT au. rh Y Ó 
Lll AA Pp eti in v 


1143) Determine os sinais de x, e xo (|x1| < | хо) 


› Taízes da equação em x, x2 + bx + c = 
onde b > 0 e c < 0. ө : bx + c = 0, 


Z rs 


es 


1144) Qual o valor de k que torna equivalentes, 


= 0e -7x + 2 = —3x? по campo real, as equações (x? + 1) — (x – k) 


E145) Os números a e b são raízes da equação em x: 10x2 + 3x + 10аЬ = 0. Calcule a e b 
sabendo-se que o quíntuplo do inverso de a é igual ao simétrico do dobro do inverso de b. 


E146) Dada a equação x? — бх + 25 = 0, determinar a equação do 2? 


А m "e grau cujas raízes sáo as 
médias aritmética e geométrica das raízes da equação dada. 


~ Determine c na equação 4x? — 12x + c = 0 de modo que a diferença entre as raízes seja 


E148) CN 78 - Para que no sistema | 


x+my=6 nt 
Заг, ҮЙҮ 
т 3 | 


0 valor de x seja o dobro do valor de y, m pode ter valores cuja soma é: | i | 
()1 (B-2 (С)з (0)-1 (Е)5 | 

ү! 
E149) Colégio Naval, 2015 1 | 


ж саршаг um terreno circular plano, de raio 7m, uma máquina gasta 5 horas. Quantas 
Oras gastará essa máquina para capinar um terreno em iguais condições com 14m de raio? ii 


0)40 (815 (cj20 (D)25 (С)30 


CONTINUA NO VOLUME 2: 130 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios | 


11) 
| 
T 
| 
| 
El) a)x=00ux=-2 e)x=00ux=3 i) Impossível m)x=0 ТВ 
b) x= 0 ou x = -9/5 йх=1оих=-1 j)x=1/20ux=-1/2 п)х=0 ili 
©)х=0оих=5 g)x=50ux=-5 k)x=0 о)х=0 ii 
Dx=00ux=-73 — h)xs9oux--9 )х=0 A 
E2) a)x=20ux=4 e) Impossível ¡)x=-3/20ux=-—7/3 т)х=400х=2 || 
bxz1ouxz.7 )x=-20ux=-8 j)x=00ux=-1/3 n)x=30ux=-3 | 
%x=00ux=-3 g)x=30ux=-9 k)x=-3/50ux=3/2 о)х= 1/4 оих= –1/4 | 
x= 0ux=-2 h)x=1/20ux=1/3 I)x=-70ux=9 
E3 
) a)x=2oux=5 e)x=-70ux=-3 i)x27oux- -8 m)x=50ux=-7 | 
b)x=-10ux=-3 f)x25oux- -6 ])x=-70ux= 13 n)x--2oux-8 
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d) x = -1 ou x = -2/5 
E26) a) x = 2/5 oux = -3/2 
b) x =1 0u x = 5/3 
c) x= 10u x = -13 
d) x = 1 ou x = -12/7 
E27) a)x=130ux=-13 
b) x = 12 ou x = -12 


h) x = -3/2 ou x = -1/3 


e) х= 10u x= 2/41 
f) x = -1 ou x = -8/7 
9) х= 10u x= 7/4 

h) x= 1 ou x = -4/13 


e) x = 0 ou x = 3/8 
f) x =0 oux = -7/9 


O ALGEBRISTA 


= = 0)X7—5 z 
24 = 10 g)x=60ux=-8 е ) 0их= 20 
= Dores  hjx=-3oux=6 x540 
xz = 30 m)x=-20ux=8 
š --10 i)x=50UX 
= =— e) x=-2 0UX 12:24 z x=-3 = 
a PE: fx=30ux= 10 j)x27oux A оо 
pios 3 g)x=60ux=8 «raid 1 
z- Х5- ME = 
ds 200 gs угш dl хүн 15 т) x = -7/6 ou x = 11/6 
d)x=-20ux 0 )х=3оих=- 
E5) а)х=-10их=5 ы Mn }х=10оих=20 n)x = 1/2 0ux= 3/2 
К тхе k)x=10ux=-2 0)x=-S/120ux=-7h2 
x=-11oux= = š -2 
ooo h) x=-5 ou x = -35 |) x 1oux 
йх= = =-30ux=9 
Еб) а)х=-8оџх=-9 е)х=-40их= -8 )х=200х ° e ucc 
b)x=1oux=8 f)x=70ux=8 нээнэ 2102 
c)x=100ux=-1 g)x=-50ux=8 e 
d)x=30ux=5 h) x=-5 0u x= -9 )х=40их= 
x= = = -1/4 0ux=-3 
E7) a)x=60ux=67 е)х=-1/3оџх= 1/2 d edd Ma ховын 
b)xs4ouxs-7b  0х-15700х-2 ¡)x=-1/4 oux-- m 
с)х=-20их= 14/5  g)x=-2/30ux=-5 К) Impossível em R 0) 225+ 47 ou 
d) x = -5 ou x = 6/7 h) x = 3/4 ou x = -1 |) х= 4/8 ou x = 3/2 -25-417 
12 
E8) (A) E9) x - 3 Е10)х--16 Ell) (Е) E12) х= 4 
E13) а) raízes imaginárias e) raízes ^ reaisi) raízes reais m) es raízes 
diferentes diferentes imaginárias — 
b) raízes imaginárias f) raízes imaginárias j) raízes imaginárias n) raizes imaginárias 
с) raízes reais e iguais 9) raizes reais diferentes К) raízes reais iguais o) raizes reais diferentes 
d) raízes reais diferentes h) raízes imaginárias 1) raízes reais diferentes 
Е14) (D) El5)x=-3/5 E16) m = 1/5 e -3 < p<3 
E17) (E) quaisquer valores de a e b tornarão A > 0 
E18) (D) E19) (Е) (15) E20) (A) E21) (E) E29) (D) 
E23) (A) E24) 752 - 9 
E25) a)x=-10ux=-2 e) x =-1/4 ou x = 1 i)x=-1 ou x = -7/5 т)х--100х--35 
b) x = -1/2 ou x = -3 f) x =-3/7 ou x = -1 j) x = -3/2 ou x = -8/3 n) x = 4 ou x = -2/3 
c)x=-1 ou x = -5/3 g)x=-1 ou x = -7/2 


k)x=-5/20ux=-1/2 o)x=-10ux=-45 
l) x = -1 ou x = 4/3 
i) x=-5/3 ou x= 5 
])x= 1 ou x = 3/13 
k) x = 1/2 ou x = 8/3 
l) х= 1 ou x = 13/4 


m) x =-1 ou x= 9/11 
n) x = 5 ou x = 5/4 
0) x= 1 ou x = -57 


i) x = 3oux = -12 


т) х= 8 0u x = 22 
)х=-Зоих=-8 


n)x=-220ux=30 
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capítulo 13 - Equacóes do Segundo 
c) x = 5/2 ou x = -5/2 


E29) 


E30) 


E31) 


E32) 


E33) 


E34) (C) 


ёс. 


d)x=00ux=7 


b L 2 


y 325 


a 153 
2 


b) 25410 
3 
C) 2 ou 3/5 


a) 3-4 


b) x = —2 ou x = 44 


c)x=00ux=9 
y 15-45 
2 


a)x=0oux=36 


4566 


8 
с)х=1оих=-1 


b x= + 


a)x=-3 


b) Impossível 
C) x = 5/4 


д 754129 
10 


8a)x2-47x + 52 = 0 
b) х2 + 19x + 88 = 0 


C)x2-2x-63=0 
d)x2-24x+63=0 


E35) (E) 


grau 


9)x=40ux=9 


k)x=20ux=- 
h)x=40ux=11 реса 
-5 
92335 „иляз р 235430 
2 7 
o 2235 E y 51442 
7 
+ 
2 12 2 
d) 25 ou -25 9)x=a+b )х=а+2 
e) -1/4 ou 4 h)x=2bta k)x=-bta 
f) x= (p + q)/k )x-aoux-b |)х=ас+аБ 
h z =. 
TENERE )х= 10 oux = -10 
ab 
ou x = 0, a e b tem que 


à 1545 
ser tais que nenhum i) —— > 
denominador se anule е 2 
nenhum radicando se 
torne negativo. 
fx=-30ux= 10 


9) x= 383) 


)x=-38 0ux= 12 
k) x = —a ou x = -b 


d)x=2 g) Impossível 

e) x = +43 h) 15-42 

f) (m-n)? ou —(т+п)? i)x=-60ux=8 

z = 15 

e)x=30ux=1 TEE 
2 

fx=-1/30ux=-2 — j)x=0 

g)x=80ux=-8 k)x=-5 

h)x=-10ux=6 ) 


e) bdx?*x(bc-ad)-ac = 0 i) o ° | 
2+x-6=0 |) xa - b) -x(a? + b?) + 
nds 2ab(a - b) = 0 А 
2ax*1 = 
100х2 – 101х+1=0 К) x(a?-b2)-. 
O nte aeb O 1) x? х(к + К2) +k3=0 


E36) (B) E37) (B) 


0)x = —4 ou x = 60 


m) 1+ 343 
13 


n) 1+24/7 
9 


10 


m 15:45 
2 


n) 7+ у769 
30 
0) Impossível 


1) x = 0 ou x = 4 


m)x=2 


j) k = 13/2 ou k = -17/2 


m)x=-10ux=4 


n) Impossivel 
0)x=-30ux=5 


т) х2 - 256 = 0 
п) xk- (К? + x +k=0 


0) 3149x? - 114x + 12 0 


E38) (A) 
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E39) (B) E40) m 7 7 F41) 3 E42) -31 E43) 9 

F44) (А) EA5) 25 E46) 7 Е47) (C) Е48) (D) 

F49) (B) E50) (E) E51) Anulada - (A) e (D) certas, p =2 e q = 0 

E52) (E) E53) (B) E54) (A) E55) (А) 

E56) (B) E57) (E) E58) (A) E59) (С) E60) (D) 

E61) (A) E62) (В): к= -3 E63) (E) E64) (E) E65) (D) 

E66) (B) E67) (B) E68) (D) (cap 5, fatoração de x" - y” e diferença das raízes 
E69) (C) E70) (E) E71) (E) E72) (A) E73) (B) 
ЭХ. ЛЭ DA et qe Pata sm 


O pessoal das bancas examinadoras tem uma fixação por ques 
solução. Em caso de desespero... 


E79) (A) E80) (C) EB) «-5  E82)-5/86 ЕВЗ) (A) 
E84) (B) E85) (E), porém —2-/3 também é solução ЕВб) (D) 

E87) (C) E88) (D) E89) b - 2e - d? E90) kh 
E91) (C) E99) 169, 263, 221, 4250 E93) к= 9 ouk - -1 

E94) k=1 ouk 4 E95) (A) E96) (D) E97) (C) 

E98) cs4 E99) (А) E100) (D) E101) (D) E102) x=+2 
E103) k > 6 ou k < -6 E104) 5/2 ou 1/2 E105) 15/4 

E106) (C) E107) (D) E108) -5 ou -6 E109) (B) E110) 1/2 ou -1/2 
g111)1/15 Ell2)R:k=30uk=5 E113) 3р2= 49 E114) £2, 5414 


E115) 9ac = 2b? E116) -1 ou-6 E117) 10, -10 E118) 19 E119) -1 
3 


E120) a - -1, b 72, c-3 E121) 2445 E122) 72 

E123) x? - x(p + 141) +р-191 =0 E124) p &-10u p^ 4 

E125) (B) E126) p= 2*P ou х- 2-0 F127)x -32 oux = 3⁄4 
a-b a+b 
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-3 E129) k = 4 E130) _2+ J10 

g128) x 3 

113) (m = 1 e p 70) ou (m = -2 e p - -1) E132) k= -1 ouk - 4 

$133) k = 0 ou k = 6 E134) m = 19 ou m = -5 E135) k « 81/20 

1136) n? «4mp | E137) 7/3, 1/3, BT E138) a) 7/2, b) -5 

£139) -16/5 E140) a) Impossível b) 4 E141) -15 


E142) a) Nào, porque c/a é negativo; b) Negativo, porque a de menor módulo tem o sinal de 
b, sendo a positivo. 


E143) como a = 1 e c é negativo, as raízes têm sinais contrários. A de menor módulo, x1, tem o 
mesmo sinal de b, que é positivo, portanto x1 6 positivo e x2 é negativo. 

E144) k = -3/4 

А rigor, as equacóes nào seriam equivalentes, pois a primeira teria uma raiz dupla igual a %, 
enquanto a segunda tem uma única raiz igual a 1⁄2. 


El45) a=-1/2eb=1/5 El46)x2-8x+15=0 E147) -72 E148) (D) 
E149) (C) 


Resolucóes de questóes selecionadas 
El b) 5x? + 9x = 0 

x(5x +9) =0 

l? solução: x = 0 

2 solução 5x+9=0 Ə x= -9/5 


R: S= (0, -9/5}, também pode ser escrito como x = 0 ou x = -9/5 


El р) x2 -25 =0 
X'-25 > x= £425 - 45 
Rx=50ux=-5 


El) 42-1=0 
2-19 (2х)2 = 1 > 2х=+1 > x = +12 
Кх оцу =—1/0 


El k) 3х2-0 
36-023 k00 
R:x=0 


RE («- djfx - 2) =0 

ap Produto ser zero, um dos fatores deve ser zero, ou ambos, se possível 
T 0 > х= 4 

X- 2 = 0 ә х = 9 
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ЕЗ a) x? - 7x + 10 20 
(x- 2)(x — 5) = 0 


(x-2)=0Dx=2 
(x-5)=0Dx=5 


R:x=20ux=5 


E3f) x2*x-30-0 

Fatorando: 

(x + 6)(x — 5) = 0 (observe que па fatoração, o “maior leva o sinal do meio" 
x+6=0Dx=-6 

x-5=0Dx=5 


R: x = 5 ou x = -6 (no caso das raízes, “a menor leva o sinal do meio”. 


E5 a) x2 - 4x - 5-0 

х2 4х+4-4-5= 0 

(х – 2)2-9=0 ~. (x-2)2=9  x-2-3339 х=2+3 
х= 1 оцх = 5 


В: х= -1 оцх = 5 


E5 b) x2 -8x + 15-0 

x? - 24x = -15 

Teremos o quadrado de uma diferenca, já que o coeficiente de x é negativo, e o 2? termo é o 
que sobra com x, quando separamos um fator 2. Logo о 2° termo é -4, temos que formar o 
quadrado de (x - 4). Para isso temos que completar os dois membros com o quadrado do 
segundo, que é 16. 

x? - 8x + 16 = 16 - 15 

(x-4)2=1 

х-4= +] 

х=4+1 ә x-3oux-5 


В: х= З оцих = 5 


E5 m) 36x? - 24x - 77 = 0 

Nesse caso o “primeiro” vale бх... 

(бх) - 2.6х.2 = 77 ... e o “segundo” vale 2. 
(6x)? – 2.6x.2 + 4 = 77 +4 

(бх – 2)? = 81 

6x - 2 = +9 Y 6х=2+9 

x = (2 + 9)6 > x = 11/6 

x = (2 - 96 Ə x = -7/6 


R: x = 11/6 ou x = -7/6 
4x x—1 


E9) Resolver a equação 4 += 
4-2x х-4 x+2 


=2 
Бес PTA: NS х-1 
х-2 (x+2Xx-2) x42 


Restrição: x2 e x*-2 
Eliminando os denominadores: 


(denominadores sáo x + 2 e x - 2, que nào podem ser zero) 


x-1 


-2 4х 
g=— ==+# Зи = 
= 2 
х y 2 (x +2Xx 2)/ 12208 
_ | 
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(gp 3x+2 
4*7 Ps = 3 
A^. 6-0 9 x = 200 Xx 
" oi до, devemos ter x22, logo a solução x-2 deve ser eliminada 
pare 
par? : 
Є equação х2 + (5m — 1)х + (р^ — 9) = 0 terá raízes reais e simétricas para: 
1 = 
„убер>3 (В) т = 2/5 ep <2 (С) т = 2/5ер < -2 оир> 2 
И ЕЕ 
equação tem raízes reais e simétricas quando é expressa na forma x? - k? = 0 Ə x = +k. 
s os coeficientes a, b e c, é preciso que tenhamos b = 0 e a.c < 0. 
a-1709 m = 15 2 
Pyco fa que avale 1) Э p? «9 9 -3 <p <3 


р correto dizer que a equação tem raízes simétricas quando p está no intervalo (-2, 2), apesar 
deste intervalo nào incluir todos os valores possíveis de p. Note entretanto que o valor de m 
obrigatoriamente tem que ser 1/5 para que tenhamos raízes simétricas, pois este é o único valor 
que anula O coeficiente de x. Este é um caso típico de questão anulada, que infelizmente 
ocorrem nos concursos. À resposta correta ё m = 1/5 е -3 < p < 3. 


Rm=1/5e-3<p<3 


88) A equação 2x? – 5x + a — 1 = 0 tem apenas uma raiz nula para: 

()a-2 (Ba-0 (C)a=338 (D)a-1 (Eja=17/8 

A questão pode dar margem a dupla interpretação. Dois significados podem ser entendidos. 

1) A equação tem apenas uma raiz, sendo que a mesma é nula. 

2) Das raízes da equação, apenas uma é nula. 

Note que esta é uma equação do 2º grau, já que o coeficiente de x2 é diferente de zero. Uma 
equação do 2º grau sempre tem duas raízes, sendo que elas podem ser iguais, no caso de À ser 
zero. Logo a interpretação (2) é a única que pode ser válida. Uma equação do segundo grau 
que tem uma raiz nula (e a outra não nula, obviamente), é aquela da forma x? + bx = O (já 
simplificada), ou seja, o coeficiente c tem que ser zero. 

4-1-049а4-1 

Cuidado com a confusáo de letras, pois o coeficiente normalmente chamado de a, por 
Convenção, é aquele do termo em x?. Nesta equação o coeficiente de x? é 2, o dex é -5,e 0 


ето independente, normalmente chamado de c, é a - 1. 
Do 
o soma da média aritmética com a média geométrica das raizes da equação ax? — 8x + a? 
(A) 4 ~Q? 2 2 2 
-- (В)-354 (су Sta р) 484 Es 
58 а Ñ (C) a : 
0 pró equação os coeficientes a, b e c sáo respectivamente а, -8 e a?, ou seja, о a da questão é 


ri : 
tome é da equação, e temos ainda b = -8/a e c = að. Chamando as raízes de pe ic 
ca com a média 


M P 9/2, e o produto é c/a = aa = a?. A some da média aritméti 
Ч 
2 $ Ура = 8 + 2 
a 
0 Problem 2а 
ter а aqui é que 4/42- | al , e náo sabemos nada sobre o sinal de a. Na verdade, a pode 


ancas examinadoras esquecerem 


Positivo 
dene ou 
d negativo. É fessores de b 
etalh шинэ comum: ре teriormente anuladas. Se a for 


e 
€ acabarem propondo questóes que sáo pos 
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" Г2 А f_2 
positivo, a! =a, mas se а for negativo, үа = -а, claro que nesse caso -a & positiv 
= А flr О. 
Certamente este é um caso de questão anulada. Iremos resolvê-la adicionando a condição de 
que a é positivo, apenas para não abandonar a questão. 


p*4 _ 8 4 4+а 
5 + J| pa 2a ta 5 ча p 

R: (D) 

E25 a) 2x? + 6x +4 = 0 

Como a # 1, multiplicamos a.c = 8 

Produto = 8, soma = 6 Y 4e 2 

Sinais: ambas as raízes são negativas “Y —4 e -2 

Agora dividimos as duas raízes pelo coeficiente de x^: 


42 e -Y2 > -2e-1 


R:x=-20ux=-1 


E26 a) 10x? + 11x-6=0 

Novamente temos a 7 1, multiplicamos a.c = 60. 

O produto é negativo, entáo as raízes tém sinais contrários, e a menor em módulo fica com o 
sinal de b. O coeficiente b é a diferença das raízes. 

Produto = 60, diferença = 11 Y 15e 4 

Sinal: a menor fica com o sinal de b: 4 e -15 

Dividindo as raízes por a: 

4/10 e -15/10 Ə 2/5 e -3/2 


R: x = 2/5 ou x = -3/2 


E29 f) k?x? - 2pkx + p? - q? = 0 

Pode ser feito pela fórmula quadrática, mas vamos completar quadrados, visto que tais 
quadrados já estáo prontos na expressáo. 

k2x2 – 2pkx + р? = q? 

(kx- р) =q? г. kx-p= +9 > x = (p + qk 


R: x = (p + дук 
ЕЗ0] 3*8 ,..2. 
х-8 х-4 


Antes de mais nada, é uma equação fracionária, portanto é preciso fazer as restrições para que 
os denominadores não se anulem > x £ 8 e x £ 4. 


x*8 2 24 


t Sy, (-412-31 esu) 


x? + 4x - 32 - 2(x? - 12x + 32) = 24(x - 8) 
x? + 4x - 32 - 2x? + 24x — 64 = 24x - 192 
-x? + 4x - 32 - 64 = -192 
2 y = . - y 
x^ - 4x - 96 7 0 <. x = -8 ou x = 12 (ambas as raízes respeitam as restrições) 
R: х= -8 ou x = 12 


pk 1,1,1,. ! 
a b x a+b+x 


Restrições: x # 0 e x É -a -b 
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сар! 

ando OS denominadores: 
+b + x) + ax(a + b + x) + ab(a + b + x = ab 
se BL a тай + abs ad + o гай a 
Ya + b) + х(а? + р + b?) + ab(a + b) = 0 

a + b)? + ab(a + b) = 0 (dividi 

e 2 ( ) (dividir tudo por (a + b)) 
20 9 x--aoux--b 


pica E 
E 122. x-2 dl 
e ser usado o método tradicional de elimin 


x-1 2х41 


ar os denominadores, mas vé-se que sobraráo 
essas expressões do 3° 


Pod 
expressóes do 3? grau. Aproveitemos para usar um artificio que evitará 
grau: 
О O 1. 1 .x-1 x-2, 1l 1 .2x«1 1 
211 T ——m]—-——- It E | + , =2-—— 
2 х+2 х+2 х+2 х-2 х-2 х-2 х-2 x+l x+1 
Escrevemos então a equação como: 
ud oq dos с 1 + l CN P 

х+2 Х-2 х+1 x+2 x-2 x+] 

= (e + 2x - 2) 


-(x - 2)(х + 1) + (x * 2)(x * 1) 
-(d-x-2)* (х2 + Эх + 2) = (к - 4 
Q +x+9+x2 + 3x + 2 = x? + 
?+4х=0 > x=00ux=-4 


R: x = 0 ou x = —4 


pg 24 3-1 
х-2 x+2 x —4 

Trata-se de uma equação fracionária. Restrição Х #2ех#-2 
Eliminando os denominadores: 

UE. - AME ON = 

x-2 +2 = 2 х —4 

А < in ухах Jed 7 

29.0. a тдүжх2-428 | 

х^ -2x - 8 - 3(x - 2) = х gi tido devido à restrição, para não anular denominador) 


-x--10 ~. x = 2 (não pe 


К: Impossível 
E42) Determine o produto dos valores de ш па equação 2x? - (m - 1)x + 8 7 0 para que uma 


raízes seja o triplo da outra. 
uma é О triplo da outra. D 


а remos as raízes de k e 3k, já que 

toma das raízes ё (m - 1/4 m ао de m. 
4k = (m - Toys ko e 3k = 3(m - 1)/8, sáo as raízes, em função de m 
О produto das raízes é 3/2, então 3(m - 1)2/64 = 32 

(m - 1)2 = 32 | 
m-1=+/32=+4/2 Y m= 1+ 4/2, portanto 2 
Produto é 1 – 32 = -31 (produto da soma pela diferenç 


R: -31 


a equação, podemos usar que 


m dois valores possíveis para m, e seu 
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DOS A O AS 
E48) Calcular a soma dos valores de zn e n de modo que as equacóes (2n + m)x? — Amy + n 
0 e (ба + m)x? + 3(n — 1)x — 2 = 0 tenham as mesmas raizes. 

(4)95 (8)75 (С)-95 (0)-3387 (E)! (Е) МКА 

Para que duas equacóes tenham as mesmas raízes, seus Бурхан devem Ser proporcionais, 
Se usarmos a fórmula quadrática em uma equação do 2? grau com coeficientes a, b e c, eem 
outra com coeficientes ka, kb e kc, veremos que o k irá cancelar e restarão valores iguais nas 
duas fórmulas. Podemos no problema descobrir este valore de k, pois a razão entre o termo 
independente de cada equação é 4/(-2) = -2. Este mesmo fator se aplica aos demais 
coeficientes: 

Coeficientes de x?: 2n + m = -2(6n + m) 

Coeficientes de x: -4m = -2.3(n - 1) 

Resolvendo o sistema ficamos com n = 9/37 e m = -42/37 


R: (D) 


E50) Dar os valores de m, na equação mx? - 2mx + 4 = 0, para que as suas raízes tenham o 
mesmo sinal. 

(A)m<0 (B)m23 (C)m27 (D)ms5 (Е) m>4 

É preciso que c/a > 0 e A20. 

ca>0Pm>0 

A20 > 4m? - 4m.4 2 0 .. m? - 4m 2 0. Como m é positivo, podemos simplificar por m: 
m-420:.m24 


R: (E) 


E55) A soma dos valores reais de k que fazem com que a equação x? — 2(k + 1)х +k? + 2k - 3 
= 0 tenha uma de suas raízes igual ao quadrado da outra é: 


(4)3 (B4 (O5 (D)6 (E7 

x? - 2(k + 1)x * к + 2k - 3-0 

x? - 2(k + 1)x + (k + 3)(k - 1) = 0 (Observe que 2(k + 1) é a soma de (К + 3) com (k - 1) 
x^- [(k + 3) + (к 1)]x + (k + 3(k - 1) =0 

x? — Sx + P = 0, o primeiro membro pode ser fatorado como um produto de Stevin: 

(x — (К + 3)(x - (k - 1)) = 0 

EI по e k - 1, sendo que uma é o quadrado da outra, resultado em dois casos: 
k? + 5k + 10 = 0 =) Impossível em R 

b) k + 3 = (k - 1)? 


kè- 3k-2=0 > p= 35417 
2 


São dois valores reais para k, e sua soma vale 3. 


R: (A) 

E59) Na equação x? - mx - 9 = | 
(А) 35 (8)20 (C)105 (ру (E)9 

Se as raízes sáo a e b 

¿+ bm » Podemos concluir а partir dos coeficientes da equação (soma e produto); 
a.b = -9 


O problema dá ainda que 2a + b = 7, Fo 


€ а que envolve o produto, (4 SUE TO ай rmaremos um sistema do 2? grau usando esta equação 


da não é conhecido: 
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a 
ab^ 

,7-2a > 
b7 ра) = 9 224 -7а-9=0 9 а--1 оца-9 
10 а= 1,6-9 (7 - 2), m=a+b=8 
o 9: a = 9/2, b = -2, m = 52 
ao 4 soma dos possíveis valores de m é 8 + 5/2 = 10,5 


R: (С) 


69 O conjunto dos valores zn para os quais as equações 3x? – 8x + 2m = 0 e 2х2 – 5х + m = 
О possuem uma e apenas uma raiz real comum é: 

A) unitário, de elemento positivo 

| unitário, de elemento náo negativo 

C) composto de dois elementos nào positivos 

(D) composto de dois elementos nào negativos 

(E) vazio 


Lembremos que as soluções de uma equação do segundo grau são as raízes de uma função 
chamado trinômio do segundo grau. As raízes são os pontos que cortam o eixo x, ou seja, os 
pontos que fazem a função do 2º grau valer zero. Dadas duas parábolas, os seus pontos de 
interseção só poderão ser dois, um ou nenhum. Para encontrá-los, basta igualar as duas 
equações, ficando com uma nova equação que é a diferença entre elas. Teria que ser mostrado 
que dois pontos de encontro existentes, um deles é raiz de ambas as equações, o outro ponto 
de interseção, caso exista, não é raiz. Vamos resolver obrigando o sistema formado por essas 


duas equações a ter apenas uma solução, raiz de ambas as equações, e determinar os valores 
possíveis de m: 


3x2 - 8x + 2m = 0 
2x2-5x+m=0 


Trata-se de um sistema do 2º grau com duas incógnitas: x e m. Eliminemos o termo em x? 
para chegar a uma equação derivada do 1? grau. Para isto, basta multiplicar a 1º equação por 
2, e segunda por 3 e subtrair as equações: 
6x2 - 16x + 4m = 0 
6x2 - 15x + 3m = 0 
X*m-02 х= п 
Рага satisfazer as equações, concluímos que m e х têm que ser iguais. Vamos substituir x por 
mna primeira equação e resolvé-la: 
m” -8m*2m-02 m-2o0um-0 
«га que o sistema não seja impossível, é preciso fazer o mesmo com a 2* equacáo, e fazer a 
interseção das soluções: 
“-Mm+m=0Pm=20um=0 
Sistema determina que para atender as condições do problema, devemos ter m=0 ou m-2. 


ШШ. testar esses valores, verificando se as raízes das equacóes realmente atendem ao que o 
ema pede: 
| Um=0 š 
3x2 _ 


2x2 9x = 0 Ə raízes 0 e 8/3 


ala raízes 0 e 5/2 
| 2) m = “ан m = 0, as equações têm uma, e somente uma raiz comum. 
à2. 
ЭР а, Э raízes 2 e 2/3 
Dejo 270 Э raízes 12 e 2 
Nesse 


| Caso também, as equacóes tém uma, e apenas uma raiz em comum. 


~ 
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Portanto os valores possíveis de m sáo 0 e 2, valores não negativos, logo a resposta é (D) 
R: (D) 


E66) A equação do 2º grau х2 — 2x + m = 0, m<0, tem raízes x, e x. Se ху? + yn? 
2 “ав 


xx; =b, então xr +x é igual a: 
(А) 2a + mb (B)2b-ma (C)ma+2b (D)ma- 2b (Е) m(a - 2b) 


Quem disse que as questóes antigas eram mais fáceis? Essa questáo usa um “macetinho” 
algébrico que definitivamente está mais para Olimpíada de Matemática. É uma trapaca de 
banca. Já que estáo trapaceando, vamos trapacear também. Note que nos resultados possíveis 
não aparece n. Tudo indica então que o resultado vale para qualquer n. Vamos entáo fazer n = 
10 para ver com mais clareza, numericamente, O que ocorre. Vamos também chamar as raízes 
се p e q, pois com letras fica mais fácil visualizar que com x, e xo, Temos entáo: 

+ а8 = а 
О problema pede p!º + 4!0. Vamos fazer aparecer plo + q!? a partir da multiplicação de p? + 
q? por (р + q). Lembramos que p + q é a soma das raízes, que no caso vale 2, e pq é o produto 
das raízes, que no caso vale m. 
(p? + q9).(p + q) = plo + q!0 + ра? + gp? = plo + q! + palp? + 4) 
Substituindo os valores de p? + q? =a, p? + q? =b,p+q=2ep.q=m: 
b.2 = pl? + 910 + m.a 
plo + 920 = 2b - ma 
Claro que dá para fazer tudo com x? х) =a, etc. 


R: (B) 


E67) Considere os números reais x x a, x — b e x - c, onde a, b e c sáo constantes. Qual o 
valor de x para que a soma dos seus quadrados seja a menor possível? 


(A) a+b+c (B) a+b+c (C) 2a+2b+2c (D) a=b-c (E) 2a-2b+2c 
2 3 


3 3 3 
Idem. Diga-se de passagem que náo se trata de uma questáo da matéria do ensino 
fundamental, mas sim, um resultado algébrico estudado pelos participantes da OBM. A partir 
dessa época, tornou-se obrigatório para os candidatos ao CN, o estudo de técnicas derivadas 
das questóes caídas na OBM. О resultado algébrico fora do programa é no caso, О fato de que 
a soma dos quadrados de expressóes da forma (x - k) é mínima quando x é a média 
aritmética desses valores de k. Vamos deduzir isto para 3 valores, (x — a), (x - b) e (x - 9). 
S-(x- a)2 +(x- by? + (x - c)? . Vamos completar quadrados, da forma como fazemo 
equações do 2º grau: 
S = х2 - ах + a? + x? — х + b? + x? - 2cx + с? = 
S = 3x2 — 9x(a + b + c) +a? + b2 + с? = 
S = 3[x? — 2x.(a + b + c)/3 + (a + b + c)28 ] + a2 + b? + c2 — (a + b + c)?9 
S = 3.|x - (a + b + c3]? + a? + b? + c?- (a + b + с)29 
A expressão de S tem um quadrado e um número fixo, função de a, b e c. O mínimo de* 
ocorrerá quando o quadrado for mínimo, ou seja, zero, portanto x tem que ser igual a: 
a+b+c 

3 
21 2 m нэ. m de parcelas. É usado em vários m 
peau їг йшй. probabilidades, e sua demonstração 9 


R: (B) 


s nas 
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ndo m e n as raízes da equação x? — 10x + 1 = 0, o valor da expressáo шилэн ё 
m n 


gra 5° 
0 (8)950 (C)920 (D)900 (Е)870 
| 34 1/3 = (mê + n?)/(mén?) 
Mr + n)? — 3.mn.(m + n)/(mn)* 
И 158 3PS|/P?, onde S=(m+n)eP=mn 


g^ - PSP? = [1000 - 30]/1 = 970 
к (А) 
E90) Calcule a fração contínua 3+ 


1 
4+... 
Igualando esta fração а К, notamos que pode ser escrita como 


3+ 


2 >. _ l > кз. К 34K) K-1K*34K 
кезесе EE S 4К-1 
4+— — — 
K K 
K-1K-3=0 9 g=-12+v144+48 3, 5 
8 2. 


Tomando o sinal negativo, teríamos para K um valor negativo (aproximadamente 1,50 — 1,73), 
entretanto K é formado originalmente por operações de frações com termos positivos, portanto 


K não pode ser negativo. A única resposta é K = 2 3x3 
2 


кесу 

E112) Encontre К para que f(x) = kx? + x? + k2x + 3k? + 11 seja divisível por (x + 2). 
O polinômio do 3º grau deve ter um fator (х + 2), portanto f (-2) = 0 
*k+4-2k2+3k2+11=0 -. k2-8k+15=039k=30uk=5 

Rk=30uk=5 


E73) Os números reais a, b e c sáo inteiros náo nulos tais que: 


144a + 12b -с-0 
256a + 16b + c=0 


logo, Vb? -4ac pode ser 


Ta (В) 152 (С) 153 (D)154 (Е) 155 


Кагы о mais intuitivo é encontrar os valores de a, b e c, e calcular о que se pede. 
e etanto são três valores a serem encontrados, e o sistema apresentado tem apenas duas 
ын es. Trata-se portanto de um sistema indeterminados, com infinitas soluções. Note 
| 16, O que as duas equações apresentadas são os valores de ах? + bx + c para x = 12e x = 
E MO esses valores são 0, concluímos que 12 e 16 são raízes de ax? + bx + c = 0, Então a 


como tem raízes 12 e 16, e o coeficiente de x? é a, sendo assim, a equacáo pode ser escrita 
ца 90 - 12) - 16) =0 
OU seja bo 192) = 0 Ə ax? – 28ax + 192a = 0 


| Jp ae c = 1923. 
ps 


© = 28' à? — да. 192а - |a, 4/784 — 768 - |a, 16 = 44 


k. 
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Isto mostra que O resultado indicado pelo problema depende do valor de 
a. A 


que podemos ter é que este valor é um múltiplo de 4, já que a, b e ç | 
детте аз respostas que ё múltiplo de 4 6 152. Inteiros, e 


R: 152 (B) 


E149) Colégio Naval, 2015 


Para capinar um terreno circular plano, de raio 7m, uma máquina рама 5 н 
horas gastará essa máquina рага capinar um terreno em iguais condicóes com | Тэн Qua 
e 


(A) 40 (B15 (O20 (D)25 (03 гай? 


Solução: 

A questão é tão fácil que até parece uma “pegadinha”, mas não é. O fundame 
lembrar que a área é uma função do 2º grau do comprimento, ou seja, se uma fi ntal aqui é 
medida proporcional a x, sua área será função direta de x2. Eura tem uma 
Por exemplo, se o raio é duas vezes maior, a área é 4 vezes maior, ou seja, é uma Propor 
quadrática. Como o raio dobrou, ao aumentar de 7 para 14 metros, a área da ы. 
circunferéncia será 4 vezes maior, assim como о tempo necessário para capináa, que bie 
de 5 horas para 20 horas. 


Resposta: (C) 
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Cálculo de radicais 


Este capítulo poderia ter sido apresentado antes. A maior parte do seu conteüdo usa apenas 
tópicos do capítulo 2, especificamente, as potências de expoente fracionário, e de fatoração, 
inroduzida no capitulo 5. Optamos por apresentálo neste ponto, por ser maior o 


amadurecimento do aluno, a partir dos capítulos já apresentados, com maior experiéncia em 
cálculo algébrico. 


Operações com potências de expoentes racionais 


Neste capítulo aprenderemos a fazer cálculos algébricos, sobretudo com números irracionais. 


Exemplo: 
Dada a expressão 


428 x 8x 3/16 
432 х J2 


Escreva essa expressão sob a forma N2", sendo m e n números inteiros positivos e primos 
entre si. 


Obviamente poderíamos usar uma calculadora e realizar as operações indicadas, que podem 
resultar em um número irracional, com infinitas casas decimais, e eventualmente até em um 
número inteiro, devido a simplificações. O objetivo do cálculo de radicais é realizar as 
operações sem o uso de calculadora. As simplificações algébricas aprendidas para termos 
literais (capítulos 3 a 7) aplicam-se também a radicais. Produtos notáveis são igualmente 


utilizados. Por exemplo, uma expressão como (2 +. J: ë efetuada como um produto 
notável do tipo “quadrado da soma”, ficando entáo 2 43424253: 


O cálculo de radicais é realizado com base nas seguintes propriedades: 
1) Тодо 9 cálculo algébrico é válido, quando trocamos os termos literais por radicais. 


) Р 
) А potência de expoente racional p/q é escrita na forma de radical, como a? = Va”. 


3 
à alem todas as propriedades usuais de operações com potências, como: 


3) "a = аху 
33 ах/ау = ах-у 
з4 — y = ay 
a аб = | 
3.5 1 

а = а 
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3.6 aX.b* = (a.b)* 
37 ау (ab) 


Daí podemos chegar a outras conclusões, como: 


Jab = Ja Ab (consequência de 3.6) 
Va" =a (pois a” =a!) 


Todas essas propriedades sáo válidas para bases positivas (a e b nos exemplos acima) e 
expoentes: racionais, positivos ou negativos. Аз propriedades valem também para bases 
negativas, desde que não ocorram raízes de índice par de números negativos. 


2º x 8x 416 


De posse dessas propriedades, vamos resolver o exemplo da página anterior, — — ———. 
1/32 x J2 


6 
455 222 =2* «8 
48 = J4 A2 2242 

Kur iod 
4316-03-22 39912315 
4/32 -4Л63/2 = 2.3/2 


42 : Já está na forma mais simples. 


Nossa expressáo portanto reduz-se a: 


8.2-/2.23/2 
25/2 A2 


A parte inteira do numerador, 8x2x2, simplifica com a do denominador, 2, resultando em 16. 
O 42 do numerador simplifica com o J2 do denominador, sobrando então: 


163/2 
4/2 


Os radicais co 
colocados na forma 2P/4: 


m 2 no numerador e no denominador podem ser simplificados, quando 


тр 


11 E 
16.2% 216.234 =16.2 - 1682 


1 
24 


O problema pede que a resposta seja dada na forma 2/2" , com m e n primos entre si. 
Devemos portanto trocar 16 por 24 e exprimir a expressão como uma única potência de 2: 


1 1 49 


1 
16.212 22523 22"u = 212 – {2% 
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Problemas de cálculo de radicais podem resultar em uma 
sáo mais COMUNS OS Casos em que muitas simplificacóes Р 


539 


grande quantidade de contas, porém 
odem ser feitas (corta-corta). 


Radical, radicando, índice 


Ё necessário conhecer esses nomes: 
3 52 

E - . . 3 
Radical: É a expressáo inteira, no caso, 3/5? 


Radicando: É a expressáo que está dentro do “sinal de raiz”. No caso, o radicando é 52. O 
radicando é o valor que está “dentro do radical". 


Índice: Refere-se á raiz que está sendo tomada. No exemplo, o índice é 3 (raiz cúbica). 
Convenciona-se omitir o índice no caso da raiz quadrada. 


Operacóes básicas 

O cálculo de radicais é baseado em efetuar as operacóes e sempre simplificar quando possível. 
Vejamos quais 880 essas operacóes e simplificacóes: 

Simplificacáo do índice 


Quando o índice de um radical e o expoente existente no radicando possuem um fator 
comum, podem ser simplificados, desde que a base seja positiva. Exemplo: 


458 = 3/52 


Isto fica óbvio quando lembramos que o número 5 está elevado ao expoente 4/6, fração que 
simplificada resulta em 2/3. Para bases negativas, consulte o item “cuidado com o sinal". 


Adição (e subtração) de radicais 

Não há forma de simplificar expressões como va +b, quando os radicais envolvem fatores 
Primos diferentes, como por exemplo, J2 + /3 . Para que uma simplificação seja possível, é 
preciso combinar esta expressáo com outra, de forma que aparecam termos semelhantes, que 
Seráo colocados em evidéncia. Por exemplo, 48 x 442 -44.2 -242, portanto podemos 
juntar 1/8 4./5 como 2424 42 = 3.7. Quando náo existem fatores comuns envolvidos, nào 
Podemos juntar os radicais como nesse caso. 


Colocar fora do radical 
Muitas vezes o radicando é rico em fatores, que podem ser simplificados com o índice da raiz, 
resultando em um radical com números menores. Exemplo: 


У27 = 493 = [9.3 343 
V500 = 125.4 -3/125./4 = 5/4 


Para realizar esta operação, devemos identificar dentro do radicando, um fator com uma 
Poténcia igual ou máltipla do índice do radical. 


k. 
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Colocar dentro do radical 


Pode ser necessário realizar a operação inversa, que é colocar um fator que multiplica y 
radical, para dentro do radical. O fator passará entáo a fazer parte do radicando, 
multiplicando-o. Exemplo: 


5/2 = 52.2 = V50 


Para “entrar no radical”, um número tem que ser elevado a uma poténcia igual ao índice do 
radical, e vice-versa. 


Multiplicacáo e divisáo de radicais 


Essas operações são apenas as operações básicas com potências de expoente racional, 
Exemplos: 


J2.45 = 25 = 10 
2 42 


3 Ууз 


Quando os radicais tiverem índices diferentes, devemos reduzir todos ao mesmo índice. 


Exemplo: 
J/23/5 =%/2 5/25 =%/200, o que é o mesmo que dizer: 


1540 23.53 = 2555 = 7119: = [8.25] = 00 


Operacóes algébricas com radicais 


Seguem os mesmos mecanismos das operacóes com expressóes algébricas envolvendo 
variáveis reais: Exemplo: 


(/7 + 43|,/7-43)- 7-3-4 (Produto de uma soma por uma diferenca) 


Este é um exemplo no qual sáo multiplicados dois nümeros irracionais, com resultado inteiro. 


Potenciacáo de radicais 


Um radical nada mais é que uma poténcia com expoente racional. Elevar uma poténcia a 
outra consiste em multiplicar os expoentes. Exemplo: 


1 3 d 
(Ло) 48 =102 210 2 - 10/10. Também pode ser feito como: 
(Vio) = Jio? =/10%10 - 104/10 


Redução ao mesmo índice 


Para multiplicar, dividir ou comparar radicais de 
ao mesmo índice. Exemplo: 
3. 2 


11 32 5 
2.3/2 222.23 22625 — 26 


índices diferentes, é necessário reduzir ambos 
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OU se são iguais. Inicialmente 
comparamos os valores dos 


Com 
Vamos EE as raizes ao mesmo indice. Como os Índices sáo 2 e 3 on 
ndice será 6. Para isto, elevaremos os radicandos ao cubo e ao quadrado respectivamente 
cando com | | 
"md е 52? 
Como 103 = 1000 e 322 = 1024, segue-se que Ло < 3/32 
cuidado com o sinal 

P 

q 
А operação X , com x negativo e p e q primos entre si, não pode ser efetuada quando q for 
par. Vejamos alguns exemplos: 


С 5)” nào pode ser efetuada, é a raiz quadrada de -5, que nào existe по conjunto R. 


(- 5)? pode ser efetuada, pois a base negativa resulta em um valor positivo, 


quando elevada 
a sexta poténcia, portanto sua raiz quadrada pode ser efetuada. 


Se nessa expressáo simplificarmos o 6/2 para 3/1, estaremos errando, pois 


(Es) 2-125 enquanto Es)” = +125 t 


Por isso dizermos que está correto simplificar o índice do radical por um valor par, somente 


quando a base & positiva. Quando a base é negativa, podemos fazer a simplificacáo desde que 
resolvamos antes o problema do sinal: 


(sy? 2 (sy? -5 


No caso de b 
seja se náo e 
elevada e um 


ases negativas, devemos antes de mais nada, checar se a operacáo é válida, ou 
5 š . 

Xiste raiz de índice par de uma base negativa, sendo que uma base negativa, 

expoente par, torna-se positiva. Só depois desse ajuste fazemos a simplificação. 


2 
(~ 5) ; Permitido, pois o denominador do expoente é ímpar. O 2 no numerador torna o 
t 
“sultado Positivo, 

2 
(sj 


T „еза tsi 
4: Permitido, pois o 2 no numerador torna o radicando positivo. Reduz-se a +5 


Ao 
| nu Ntrar 


uma base negativa, olhamos para o numerador do expoente. Se for par, 
amos a 5 ? 


ase tinuar Se a base for negativa e o 
O f para positiva, aí podemos simplificar e con . : ga E 

x ir npar i ém tem que ser impar, caso contrário a 
Pera P р entáo o denominador tamb 


ao é Proibida. Exemplo: 
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(- 5) = МАО PODE !!!! 


OBS.: As operacóes consideradas inválidas no conjunto dos números reais sáo permitidas se estivermos 
operando com nümeros complexos. 


Exemplo: yx? 
Esta operação é sempre permitida, porém o resultado não é x, mas sim, |x|. Como tomando 
apenas a expressão, não sabemos a priori se x é positivo ou negativo, temos que usar o 


módulo. 


Questões com radicais envolvendo bases negativas podem ser usadas como “pegadinhas” em 
provas de concursos, entretanto, algumas vezes são falhas da banca, que pode não ter atentado 
ao problema da base negativa. Nesse caso, o tratamento errado da base negativa resulta em 


um erro na questão, que torna-se passível de anulação. 


Exercícios 
E1) Exprimir os radicais na forma de números racionais, quando possível: 


a) 425 f —./0,16 к) –4/—64 
b) – V81 0) 4/-8 i) 0,49 
c) - 4225 h) 1,69 m) ./0,0001 


d) _ [22 » |? n) _ |36 
64 16 25 
е) Pa j 196 о) 3.27. 
144 25 125 


Е2) Completar сот >, < оц = 


2 4 k) 43. X5 
a2 (S) (5 ) Уз АБ 
5 45 3 43 
3 
gb E 22525 ) 1145 
16 116 9 9 
c) k__Vk, 0<k<1 h) 2 1 m) 450. 47 


42.18 ) k dk, 01 "р 
9 Vo 12 15 
n 7 MEAE 42 
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f) 36x? y'z* 
9) 4 0,042%w* 
h) 3/125х7 y5z° 


) з Rea 
1 y 
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dos seguintes monómios, considere positivas todas as variáveis 


k) POXKL 
Ter 
m) ЯРШЛЫГЫ 


5 
2 
3x0. 


w 


12 
0) 1627 
z 


E4) Colocar os fatores para dentro do radical e efetuar os radicandos 


a) 243 0 345 к) 742 
b) xJ» 9) 343 ) 543 
c) 1042 h) 3/2 m) 5/8 
d 2/10 i) 24/5 n) 943 
e) 53/4 p 745 o) 10/10 
E5) Colocar o maior valor possível para fora do radical 
а) V98 9 4125 k) 4/243 
b) 427 9) 432 ) 450 
c) V18 h) V75 m) /54 
d) 472 i) 4300 n) /500 
e) 3/16 p 3/32 o) 4/1024 
Еб) Efetue e simplifique 
а) 4/5 +-/500 f 450 – /8 k) J12 + 427 + 4/75 
b) V12 + 4/75 + /108 g) 428 +47 4-175 i) у49х* - J9x* 
9 42.» 8 +./32 h) 4/75--4/27 m) /81x —/64x 
4 3x? + 12x? ) 52/32 п) 4/8 + 34/2 
°) Sk + /80% y 472--/50 o) 448 + 427 
E7) Efetue as multiplicações: 
а) уа . 10a , а>0 ) 3/18.5V18 k) V3x./12x 
b) 454/5 g) /48.4/75 ) 3У6.5415 
9 J10./2 h) 424.5-/3 m) 2./х.54х , х>0 
о (VE) » (43) п (/&x)(2x») 
52) (5-42) ©) (з + 43143 - 42) 
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E8) Efetue e simplifique, considere todas as variáveis positivas 
a) /50 + J2 f J36 + J2 k) 480 + /5 
b) 6/14 «3/28 g) 5/6 «3 ) V98 2 
с) Bey + ty h) Va? bic* + Марс m) \/х*у?2° + Lo 
d) V6 +3/2 i) 4200 +3/100 п) V24 +6 
e) 4/54 +42 j) A ty! + xy 0) (x + Jy) +> 


E9) Efetue as poténcias 
a) (/2) 063) 9 (v3) 
b) sy 0.57): оеро 032) 
o) (243) h) (totes) т) (200) 
(V3 + /5) ) (243) n) (8 +/50) 
e) (V50) 0 (15] о (198 - /72) 


Racionalizacáo de denominadores 

A racionalização de denominadores consiste em escrever uma expressão de tal forma que não 
aparecam radicais no denominador. O interesse em evitar radicais no denominador é facilitar 
as contas e reduzir os erros de arredondamento, pois antigamente esses cálculos eram feitos 
manualmente. Hoje em dia sáo usados calculadoras e computadores que apresentam erros de 
arredondamento menores, entretanto as questões de racionalização continuam sendo 
cobrados. Seu conhecimento é importante mesmo no caso de preparação de dados para um 
computador minimizar os erros de cálculo. Por exemplo, considere a expressão abaixo: 


1 
2 
É trabalhoso calcular manualmente uma divisão, na qual o divisor tem um grande número de 


casas decimais, como é o caso de 2. Mesmo que seja usada uma calculadora ou 


computador, o erro de arredondamento resultante da representação aproximada de 2 torna- 
se maior quando seu valor está no denominador. Este problema sempre ocorre quando temos 
números irracionais no denominador. 


A= 


A racionalização de denominadores consiste em multiplicar a fração, no numerador e no 
denominador (para que não se altere) por um número irracional, de tal forma que O 


numerador se torne um racional. No caso da expressão 4-1 IN , este fator racionalizante é 


42: 


ques 1ху2 42 
72 42х42 2 


42 


Portanto, a expressáo ES é igual a 1/ У2 ‚ porém com o denominador racionalizado. 
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. : : 3 
: Racionalizar O denominador de. ^? _. 
gremplo 5-7 


que O denominador se torne um racional, multipliquemos ambos os termos da fragáo por 


p: 
3x(/5 +42 X42). 
ia UE y 5-2 ей) 


gxercicios 
E10) Racionalize оз denominadores 


5 45 y 3 
M i 3/10 313242 
45-1 2-43 443-5 


5-743 
1443 


т) 


h 2 
“Ла 77-45 

"En ced 
PE 532 “5-5 


60 
i 343 4 242 542 4243 45-4342 


Radicais duplos 
ão é abo 

é assunto que normalmente nào e a OR : título 
нг Еш ылас livro cujo título nào será citado aqui trata эё кун Es i bi 
“Curiosidade” Outro livro tradicionalíssimo simplesmente nào 21012 ode ser 
lado este RUE é sempre cobrado nos concursos para DT ? P 

y te capítulo. 
constatado pelas questóes apresentadas na parte final des p 


übi ressáo 
O probl iste em extrair a raiz (em geral quadrada ou cübica) de uma exp 
problema consis 


ú intei dical: 
formada pela soma de um nümero inteiro e um ra 


rdado nos livros de matemática para o ensino 


em outra equivalente da forma a+ Jb. 


lo: ressão y4+ 243 
Бод хонох: s a e b tais que 44243 =a+Wb . Elevando esta 


A a a a 


Queremos determinar os números racional 
*quacáo ao quadrado, ficamos com: 


4*243 -(8445| 
4-2/3-22 e b 2a b 


Temos duas expressóes que possuem u 


bém ser iguais. 
35 partes racionais devem ser iguais € as partes irracionais devem tam gu 


a? +b=4 0) 
243 2445-2425 (Ш) 


| 
| 
і 
| 
| 
| 
| 
a parte racional e uma parte irracional. Sendo assim, | 
m 
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Da segunda equação temos a?b = 3, ou seja, a?  3/b. Substituindo este valor da а? па 8 


equação ficamos com: 


3b*b-4 
52-45-3-0 
b=1o0ub=3 


Substituindo b na 1º equação, achamos os valores correspondentes de a: 
b=1e a=+3 
b=3e a=tl 


Note entretanto que a raiz quadrada tem sempre um valor positivo, então devemos eliminar os 
resultados negativos. Além disso, de acordo com (II), a deve ser positivo. Sendo assim, as 


soluções válidas são b=1 e а= 43 e b=3 e a = 1. Logo, 


444245 = 4341 


De fato, se elevarmos (5 +1) ao quadrado, encontraremos y4+ 243. 


Esta solução apresentada merece duas observações importantíssimas: 


1) Este é o princípio geral para transformar um radical duplo em uma soma de radicais 
simples, e pode ser usado quando você esquece a fórmula (que será apresentada) que resolve 
o problema diretamente, ou em problemas para os quais a referida fórmula não se aplica. 


2) Se dois valores reais são iguais, então as suas partes racionais são iguais, e suas partes 
irracionais são iguais. Neste problema usamos que 243 =2ab (equação (II)), apenas porque 
temos certeza (o problema deu este dado) que a e b são números racionais, ou seja, 2045 é 
um “irracional puro", e а? +b é um racional. Se essas informações não fossem fornecidas a 
respeito de a e b, não poderíamos formar essas equações. 


A fórmula de transformação 
Note que nem sempre é possível realizar a transformação de um radical duplo na soma de 
radicais simples. A transformação só funciona quando o número que está dentro do radical é 


um quadrado perfeito, ou seja, o quadrado de uma expressão do tipo Jx +y . Supondo que 


isto seja válido, vejamos a fórmula que realiza esta transformação. 


Seja o valor y At JB ‚оц seja, a fórmula que iremos deduzir serve tanto para y 4+ „/В como 


para VA-vB . Faremos a dedução para o caso da soma, o da diferença é análogo. 
Queremos determinar x e y, tais que: 


VA JB = x e Jy 
Elevando ao quadrado temos: 


A4 B 9 x & y *24 xy " 
MEE 


— 
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Ca P 

amos supondo que esta transformacáo é possivel, e que os valores de A, B, x e y sáo 
“пай. Sendo assim, podemos identificar a parte racional e a parte irracional nos dois 


on 22 
rac da equação: 


membros 


A= xt y 0) 
gel des ® 


ре (II) temos que B = 4.xy, ou seja, xy = B/4. Dessa forma temos a soma das nossas incógnitas 
k yc eoe produto (xy = B/4). Podemos assim formar uma equação do 2º grau cujas 
soluções são a soma e o produto das nossas incógnitas (z? – Sz + Р = 0): 


2 - Az + B/4 = 0 
422 - 4Az + B -0 

AAx 164 —44.B. ALVA -B 
27 24 Е 2 


Como partimos da suposição de que x e y são racionais, é necessário que o número dentro do 
radical, A? — B, seja um quadrado perfeito. Se isto nào for atendido, não será possível realizar a 


transformação. Se chamarmos C = A? — B , ficamos entáo com: 


Se o mesmo cálculo for feito para y A— JB , chegaremos a: 


Exemplo: CMRJ 2007 

Sendo 4 = 17-2450 — V1 € 240 , o valor de (A+ 242|” é: 
(o (1 (92 (руз (94 

Solução: 


É claro que os radicais assustam aqueles que não conhecem o assunto. Nem pense que vai 
Precisar elevar um número à 2007? potência, pois para isso seria preciso usar um computador. 
Quando esse cálculo é pedido, normalmente а base é O ou 1, que pode ser elevada a 
expoentes absurdos, dando como resultado, 0 ou 1. 


Sem perda de generalidade, vamos mudar o nome da expressáo de A para K, evitando 
Confusão com o “A” da fórmula 4 A+NB . Será preciso transformar os radicais duplos em 
Somas ou diferenças de radicais simples, e sabemos que isto só é possível quando А? — B é um 
Чаадгадо perfeito. Felizmente, vernos que em 17-24/30 = 17-4120 , ou seja, A=17 e B=120, 
eA? B vale 289 — 120 = 169, que e quadrado perfeito, então С = 4169 = 13. Temos então 
^m, B-120 e C=13. О primeiro radical se reduz a: 


U -4129 = pr _ 17-13 _ 15-42 
2 2 
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O segundo radical fica: 
417--4120 - 5 + o = 415 +42 


007 
Subtraindo, ficamos com K =-2v2 . O problema pede (к 4242 ) 2029-9 


Resposta: 0 (A) 


Exercícios 
E11) Transforme os radicais duplos em soma ou diferenga de radicais simples 


442445 04-47 ю ү7-2-/0 
9)/7-2-10 9 Л0—2./21 ) Л9+8у/3 
9 174-4415 h) 412-2435 т) J6-245 
d /11-642 ) 4/52-30-/3 п) /25--4-/39 
e) 46--:2:/5 ) 43-242 о) 19-6/10 


E12) Simplifique as expressoes 
а) (*) ү3--413--4-/3 0450-5475 ю /х-:24/х-1-4х-2мх-1 


(x22) 
b) 6-х-442-х g) 434242 Ї543-5448:5:434-48 
(0<х<2) 
c) 4/49+20./6 h) 417-2-/30 m) 47--24/6 + 47 —246 
j) 4144645 ) /х+2у/х-1 (02) — n Ji0-4/6 - 10-446 


e) (*) 4/56+ 245 j) 4354-2043 o) 454--14-/5 


Raízes para lembrar 
É útil memorizar algumas raízes quadradas e cúbicas, vocé poderá ganhar tempo em algumas 
ocasióes. Aqui estáo raízes importantes para lembrar, com 2 casas decimais: 


УО - 316 


Claro que lembrar raízes quadradas é mais importante que as raízes cübicas. Vocé por 
exemplo já deve ter memorizado a raiz quadrada de 2 como 1,4142, ou seja, até com mais 
precisáo, e a raiz quadrada de 3 como 1,732 e a raiz de 10 como 3,16. Se precisar de valores 
aproximados de raízes de outros nümeros, pode fatorar e multiplicar os valores memorizados. 
Por exemplo, a raiz quadrada de 15 é igual ao produto das raízes de 3 e de 5. 


юэ | 
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ЖРЭҮСЕ Cálculo de Radicais 
ítu 


> 549 
rcícios de revisão 
E rci plifique, considere as variáveis positivas 
3) be - 
é 2738) f J2(/5 243 +442) k) 1-45) 
O | 9(01-41-0) „уду 
do 
Р TRO VES h) (ло -3/3 V3 « 42) m) yy 
4 х?у? 
à (ZAA )3/8-4/374/8-4/37 Jea] 
2 
e) (18 +376 + 4/2) ) (/2-43| 
ЕМ) Efetue e simplifique, considerando todos os radicandos positivos 
а) va! -b (a, b positivos) 0 vv v256 k) уг 
а+Ь Jx. 
ТИИ TENIS y i -259 (eyes) 
yx? +2xy у? 
NE 5 h) le ay?) m) VAYA (0<х<у) 
ne yx? +2xy + у? 
9 657 ) ЛЭН п) fe -3x!y 3? -y* 
: 2 
9455 14528 9) заа -8JƏ += /64a” 
E15) Efetue e simplifique, considerando positivos os radicandos literais 
a) 380 , A 4 к) 4200 x 3108 
b) 
4128 9 (V2x7) ) a+b+2WVab 
©) V-13s 
5 TERRE m 324 c* 
d) 44 
MEET 32 +4162 y J48x172 n) ( Јав) xVasa't? 


411: 
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550 O ALGEBRISTA 


3 0) 
9 42719 43221602 
Е16) Efetue e simplifique 
a) Coloque em ordem crescente NCN 3/a*b* + Sa! | ab’ + bab 
1/5, /3,/26 
b) Calcule /8x /6 x /154/2 xy5J6 x/3 9) 32 + ын -4/2500 -(/2) 
6 


5 3 2 
в) Calcule 4242224... Ш =: Ru wu 


i 30 
d) Calcule 24/24/2424. ) 43/2500 + pp 
e) CN 416x y —425xy? -(x-5y Way j TARDE JB 


E 


x e y positivos 50 42-1 
Е17) Efetue e simplifique 

a) CN 65 T 9 J9- 45 49-- 5 k) 174-443 
Ax -1 

b) CN 54 E 9) V1+2N2 42-42 PE 
ү 

gc 55 5+ 2 h) 4(--43)7-443 п) | 242 
3-42 3-45 


; 2-/35-43) — y 345-442 
a E2 09 ka турур 


3 E | 15 Л 
2 j) Calcule 0) Simplifique 
e) BEB 3/6 -2 I /х-4х-3 


Е18) Efetue e simplifique 


Simplifi 
8(887-486)(2и8-аг) NS | 

257-5х-43. 2x! +3x-9 |? 

3x? +x-4 (3х? +13x+12 
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Р 4 4 - Cálculo de Radicais 
E capitulo 1 = 


A A ЕРЕ | J|x43 

9-272/2-45 45-43 9) Simplifique _ V X *3 2 
242 -N5 5-43 que o pI 
45 Vx+3+2 Vx43-2 
9 4 h) Racionalize e simplifi 
+-_—= пар. ue 
95-45 245 «342 T i 
Vx - x -3 | 

d) (^ гМа +x 2y fb )+ БЯРЛ ) Simplifique 


44127 -5х427х 4 24 75x? 


e) Simplifique a expressão 


1.000.000 x 4/128 x 32º 
== еу 07 
2266) x 4/1024 
E19) Racionalizar os denominadores e simplificar 
8) Ух f v25 k) Уз 
42-4х JJ +1 417 +2 
b = g 13 +27 y 4/6 +24150 
x- 43-47 43 
y V18 + V50 һ) Ух-45 m) — 
48 Ух +45 Va +1 
d) Уа-5--4а-5 i) 3-3 n) 2 
Уа-5-4а-5 5-43 45-47 
e) a А 1 1 
j —— 0) —— 
Va +b 54 Ao V2 -1 
E20) 
а) f) Obtenha o valor numérico da ехргеззао 
ал =| abaixo, considerando x = 0,625, y = 0,125 
беле) +4125 «(Vz) ez = 0625. à 
5 3 5 | 
x + 2(гу + ху) +4)? Y? f 
x! +4 y? +4xy | 
b | | 
1185-2525) 9) () 3--242--43-242 
| C 
| Misc Ї19--4/297 h) O nümero d 2434242 – 43-242 é 
| um nümero natural. Qual é esse nümero? $ 
0) (+ 
ALENCAR Mr: i) 3/-8157-3х1/3--5х4/24 


SU 2-- 4/3, encontre um inteiro ou j) Se /(х)= Ух, calcule 1(2-8)-/70) 
Л 
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O ALGEBRISTA 


so LS ВАТА 
racional igual a x* m š 
x 
E21) () CN 78 - O produto de dois números ë 2880. O primeiro destes números ë um 
quadrado perfeito e o segundo náo é quadrado perfeito, mas à raiz quadrada do segundo por 


falta excede a raiz quadrada do primeiro de 2 unidades. O maior destes dois nümeros é 


(A) múltiplo de 15 (B) menor que 50 (C) maior que 90 
(D) menor que 68 (E) maior que 70 


E22) Fatore 6a 63ab? -34112475” +2ab/343ab —5bW28a*b 


E23) Exprimir 412--4140 na forma Ja +Wb, sendo a e b inteiros. 


E24) Resolver a equação х-1-45 


E25) Еаюге a expressão (х? + 6)78 + 2x(x? + 6)% + xXx? + 6)3⁄2. 


E26) Calcule o valor de 42 2d 24242... 


ES -19 Р 
3(13)-2 


(99 (B)3 (O 43 тю (E) 3^ 


E27) Simplifique 


-3 24 
E28) Simplifique |287,2 Z 


—3r's 


(А) 4257/2 (В) al (C) 1025 (D) 4rs'z (Е) NRA 
r 


E29) Resolva a expressáo 24 


606-9) E] 


ы +9(7+2*) 
(А) 14 (В) 35/3 (С) 11,7 (0) 92/3 (Е) 46,7 


E30) Calcule Mo. 445 -1/9-4-/5 


(А) 3 (B)6 (C)92 (D)27/0 (E) 18/5 
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РТТ” 


(O7 (D)! (B4 


14,3 3n 
implifique == 
p32) Simp 3,37 3 


45 в) У (С) 421 о) 48 (Е) V15 
0 = 2 3 


х y [% = JE Sis 
api 8)38 O- (D)-1/12 E) 124 


5 
Racionalize 
© 43 44 


a 5-1) (B) 53+) (o (/з+1) m 3-1) © 5(/3+2) 
2 2 


Efetu implificar a expressáo 3 
E35) Efetuar e simp 25 


(y5 (B J3 (O17 (D) Е (Е) МКА 


Ма+Ь por alo é: 
(E) NRA 


E36) O quociente da divisáo de a? 
1 

NE mL 0 DI 

e Mere TUER. ^ лж 

fa ei 


E37) Considere o número real m na expressão: 3-1 ^m 
Nestas . 
condicóes: 
: EA -] 
A) m = 14 (B) m = -2 (D) m = 2 Mm ло | 


) m ë a raiz da equação m? - 5m — 14 = 0 t 
do conjun 
| Dispondo em ordem de grandeza decrescente 08 elementos 


51/10; 40Д: 3/0,1 }, temos: 

(A) (0,2; 1/10; 2/01; Jo1) (B) (./01:4/0,3 1/10; ын 

QUI oi јот;оз) Ф) 002: Jr VO 
“lo; Vo 0,2; 1/10) 


(n 
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554 O ALGEBRISTA 


E39) Se x é um número inteiro e valem as relagóes 2x -J2 «6 e 1—2x< 4, entáo х n 


(A)-3 (В)4 (O312 (D)3 (E) Indeterminado 


45 4: Уз é equivalente a: 
45 


E40) A expressão 
| 5 


TIS 2 С)1 (D-1 (E МВА 


E41) Exprima É como uma porcentagem de 46. 
8 
(A) 75% (B)50% (С) 25% (Р) 6,25% (Е) 400% 


4х-1 
Jx? - x 4x? -1 


1 deri: C — I-Jx (EB) x/x-1 
Б (В) /х-1-4х a (D) 1- Jx 


E42) Simplifique 


E65) CN 81 - 3/10+64/3 é igual a: 
(А) 1-47. (В) 1+У6 (O) 1445. 00) 1+3 (E) 142 


5.4" ЭКС 49 +4? 
4* —2* 4* —4*? 


Е44) Simplifique а expressáo | 
(д) /3("1 +2) (B) 27 +16 (С)42°+1 (D) B(e-) E 25744 


2472.47.47. 
JE 


(sz GN» (С) 248 (0)242 (E) 242 
E46) CN 52 - Simplifique a expressão J16x y – 25x” — (x -5УМху 


E45) CEFET 99 - Simplifique 


E47) CN 75 - Simplificar a expressá: АУА - 343 

) P pressáo ME 
(A) 4-94-443 (B) 4+3+/34 (C) 4-344 
(D) 3- 4 J3 (E) 9-4 (F) NRA 


E48) CN 77 - O valor de 3168 $/0,125 é: 
(А) 28 (B) 4/4 (С) 4/2 (0) 2/2 (Е)4/2 


Scanned by CamScanner 


Am 14 - Cálculo de Radicais 


m do 1? grau se anula para x = ./2 
t américo dessa expressão para х = 48 & 


(942 (42 0) 34/2 (E) 242 


ин” Efetuando 2-2, e УЗ, obémae 
+. 


a m5 (042 02; Bi 


55) (*) CN 83 - 43424242 -A3- 23242 , € igual a: 


мІ 82 (©З (D)4 (B5 


555 


е tem valor numérico 2-48 рага х = 1.0 


59) () CN 83 - Va? —2ab — b^ , onde а e b são números positivos é um número real se, e 


somente se: 


№ 221+ 8) 722 © 5542 (D) 220 © 221 i 


ЕЗ) CN 83 - Calcule o valor de: 


| | 21 оно | 


2 


53 


212 Bo 


(А) 139 (В) 120 (C)92 (D)121 (E) 100 


E54) (*) CN 86 - O número V1+3/4 + 3/16 está situado entre: 


AJlel5 (B)15e2 (C)2e25 (D)25e3 (E)35e4 


= — - - 


1 
43 +412 +1 


é: 


E55) () CN 87 - O denominador racionalizado de 


IA) 10 (B) 8 (O4 (р)з (E)2 


37 
) CN gg. O valor da expressáo 
А) -10 


| 1 l | é 
+ ——— + +...+ 
1442. 42443 4342 V99 +10 
(8)-9 (C)10 (p)9 (E)10 
Es) 
pen 9-0 | ашай da fração irredutível, resultante da racionalização de 


507 
М UA 128— 16/48 
@)22 (033 (рула (E)55 
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EE 
IIA SALGEBRISTA 
E58) CN 92 - O resultado mais simples para a expressão 4/(/48+7) 44/48-1 é 
(А) 205 (848 (O4 (02/7 (5 JA 313-7 


| 
41242 «3 
(44241 é4é4/2«2 (442-1 (0)42-42 Œ 1-42 


E60) CN 96 - Calcule o valor de: 32 443454 2| 1 


Jarpa] 55 


é igual a: 


E59) CN 93 - O nümero 


(A) ВВЕ (В) ы зы (С) = 
(Р) 24534342 -V30 (Е) 243 4342 + 44/30 


24 


E61) (*) CN 98- 


45-43 42 
(A)0e2 (В) 2е4 


24 


ё um número que está entre: 


(D)6e8 (Е) 8е10 


CONTINUA NO VOLUME 2: 97 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) а)5 


e) 1/12 


E2) Completar com >, < ou = 


a) (2) 
5 \5 


у < [1 
16 Vi6 


c) k < Jk , 0<k<1 


f) -04 
g)-2 
h) 1,3 
i) 34 
j) 145 


) k> Jk , k>1 


р 
3 V4 


k) 4 

1) 0,7 
m) 0,01 
n) 6/5 
0) -3/5 


k) 43. As 
0311. 45 
m) 4/50 > 4/7 
п) a) L qi 

12 5 
9 A 


2 
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8) 


E 


E8) 


B) 


8) 4Х 

b) зах” 
0) y 
g) 5819 


a 
T 
c) V200 
a) v40 


a) 742 
b) 343 
C) 342 
d) 642 


a) 1145 
b) 1343 
0) T2 
d) ҮЙ 


8) 20410 
b) {5° 
с) 245 


d)k 


a)5 

b) J2 

©) y43/x 
d) 4/54 


а) 242 
b) 53/5 


c) 12 


d) 84-2415 


: "T Cálculo de Radicais 
E ¡tu 0 


e) 7/x 

f) 6xy2z3 
g) 0,224w* 
h) 5xy2zº 


e) 4500 
f) 45 


0) 427 
h) 3/54 


e) 242 
9 55 
0) 4-7. 
һ) 543 


e) 54 5k 
9342 
g 847 
h) 243 


e) 3x? 
f) 270 
g) 60 


h) 30/2 
е) 3 


) 342 
9) 542 


h) abc c 
e) 2504/2 
n 3/9 


g) 16у" 


һ) һс?4/а?Ь 


i) xy? 

j) ху 

k) ab2c3d4 
l) К 


i) 160 
j) 4245 


k) /98 
) 475 


i) 1043 
j 23/4 
к) 943 
) 5/2 


i) J2 
) 442 
к) 10/3 


|) 10x? 

i) 343 
5-246 
к) 65] 

) 45410 
i) 4800 


y 4/29 


k) 4 


m) х5у15225 
п) x2z/w2 
0) 2y3/z 


m) 4200 
n) 4243 


o) 1000 


m) 34/6 
п) 1045 
0) 4-7. 


т) Vx 
n) rius 
0) 745 


m) 10x 


п) 2/21 y” 


0) 1 
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557 


558 
Е10) 


E11) 


E12) 


E13) 


E14) 


E15) 


547 


a) 

7 
b) 4541 
с) 3-242 


jo 


à /6 4 42 
2 
b) 45-42 


с) 245 +45 
d) 3-42 


8) 48-41 
b 2-42-x 


с) 4342 
a JIO +42 
2 


a) 440 


b) 40 


с) 1042/21 
d) J21 


a-b 
a+b 
b) Jx^y? 


nf 
5 


d) J3 


a) 


a) 4430 
b) 8/2 


с) -5 


в) 21/6—28 
19 


6 
0 
y 980 


2 
0) 424 43 
h) Jn +35 


e) 4/5 +1 


e) 4/5 +1 
»2(/642) 


9) V2 +1 
h) V15 -V2 


е)4/3 +4+34/3 +4/6 
9 J10 -246 +8 


0) 2 
h)2430 - 445 -9 - 3/6 


e) 45 


02 
g) 4x 


h) VG -4y) 


e) 95/3 
r 26-15-/3 
8 


0) 14 


i 10-- 6/2 


y 1510 - 6/15 
38 
к) 6/3 «442 


y 1243 415 
23 


i 343-5 
j) 42-1 


45-42 
) 44-43 


i /х—1+1 
j) 245 +45 


К) 24x-1 
) 2/2 


) з 
j) 54246 


k) 64245 
l) ху 


+ у) 


5/8 


j) Ху 


) 245/3 
j) 742 


к) 60/2 


О ALGEBRISTA 
m) 6-/3-13 


n) 245-45 
17 


0) 
15/2 + 5/30 -10/3 


m) 45-1 

n) 13-4248 
о) J10 -3 
m) 246 

п) 4 


o) 7--4/5 


m) 5/ ху” 
8415/3 +18 
n) шиг 


m 7-2 
y+x 


n x— y 


o) а(1ба—5)/а 


т) 2./с 


n) 5ab 


Scanned by CamScanner 


| dicais 
o 14- Cleo CË e 559 
1 


(0 б h) 92414 ) Ja + Jb 
9) 2 ) 542 j) 6 
ifs <Š 26 « 43 g j 
ga a К 1 e) 3x xy h) 2 
b) 
92 0 9abVab i) -3043 
e) 25/64 : 
87 NES )2443 m) JA 5 +1 
х-1 
Ln рам р 284692) 6+0 
b 10 2 
o шы g) 3/22 k) 2 (454) 0) xx! -3х 
3 
d)-11256 h) 1 E 
) YA 5- 
8(5--) 
H) 34/242 a vizadb+xybla q) +7 
a uel 
b) 4/2 e) 40 y a EEE 
3 
8745 p 2-3 03х/3х 
ü) Dz 
as x E 16-43 m) Va? –2/а +1 
a+b? 
yx p 5 7-5 25-59 «3/3. n) -(/5-47) 
T 6 134 
3 9) -2 7 451-2-/1 о) 3/4 +3/2 +1 
13 
д а+үа? ғ pxt5-245x ) 1442 
b х-5 
E 3135 
-43-4/5 03 0)2 ) Joh 2 
9544: h 
gg "^ e) 194 h)2 
ы D+ ув 2) -36abVTab E23) /7+/5 Е24)х-54541 
ээ 
(1+ X(x? + 1)/6)2 Е26) 2 Е27) (В) E98) (А) 
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Шинээ... | 


E Pe ШҮД 
E29) (B) E30) (A) E31) (A) E32) (B) E33) (C) 

E34) (A) E35) (C) E36) (D) E37) (C) E38) (E) 

E39) (0) E40) (B) F41) (C) F42) (B) E43) (D) 

E44) (E) ЕА5) (C) E46) Зх xy E47) (B) E48) (D) 

E49) (E) E50) (A) E51) (B) E52) (A) E53) (A) 

E54) (C) E55) (C) E56) (D) E57) (D) E58) (С) 

E59) (C) E60) (D) E61) (B) 


Resolucóes de exercícios selecionados 


E12 а) 434 134443 

Radical mais interno: Л13--443 - Л13--/48 

C = 13? -48 = /169-48 = V121 =11 

faxa = ЗЇ! + BI 2021-2430 


Radical mais externo: 


434243 +1 = 444245 = 444412 


С=ү4 -12-2 
44 412 2 = [+ +22 = {3 +1 
R: 43-1 


E12 e) 1/564-2445 


Inicialmente calculemos a raiz quadrada, depois a raiz quadrada do resultado. 


4564-2445 =... 


Os números váo ficar grandes, mas podemos colocar 2 para fora do radical, ficando com 
números menores. 


456--24-/5 = m 180 


C = N14 -180 = 


456 --24-/5 = (Em. NUI te: 20--/5)- )= 6+2./5 


Extraindo a raiz novamente 


46-245 = 464-420; C - J6 -20 =4 


}в+з5 = [87^ + (6-4 = \/5 +1 


R: 4/5-1 


A 
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1014 Cálculo de Radicais 
(tU 


Mesa 


„талдо а expressáo de P, podemos escrever 
Ch 
ph 0ouP-2 


Solução: 
0 fator racionalizante do denominador de Va —3/b é obtido pelo produto notável 


к-у) + ху + y? = x? — y?. Fazendo x= a e y =3/b, ficamos com: 
TEDES ab - XP? ]-a-à 
No nosso caso temos: 

1 \/х? +3/x +1 NUES x +1) 


hd Belo +3/x+1) - x-1 


R 2 +ух+1) 


х-1 


Ё17 k) 47 + 4/3 


Solução 
Como é uma raiz quarta, temos que extrair a raiz quadrada duas vezes. 


(+43 = 
A=7,B=48, C2 4^ -B -1 
зал |4*C , а uis 
Кы 2-7 2 

do a raiz quad 
2443 -9 


A= 
2,8-3, С--44-43-41 


‚УЗ 
“ТА 84) 


rada novamente: 


Ba з 
миы 58 46-25 


561 


agora? Na 
Он Solução, existe fórmula para transformar radicais que envolvem raízes cúbicas em soma. 
4453 ll é chamar ов dois radicais de a e b, e elevar a * b ao cubo. 
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Ми... | 


seo O ALGEBRISTA 


(a+bY = а? +3ab(a+b)+b* 
(2+6) =9+4/5 -9—445 +3ab(a b) = 18+3ab(a + b) 
Pelos valores dados, vemos que ab vale 3/9 +445 xiJo - 445 = 481-80 =1 


Entáo, chamado a * b - K, ficamos e levando em conta que ab=1, ficamos com: 
КЗ = 18 + ЗК 

О problema dá uma ajuda, 
positivo, já que o primeiro radical é positivo, e o segun 
positivo. Testemos portanto o valor K = 3: 

27 =18+9: OK 

Vemos portanto que К = 3 é raiz da equacáo. 

Fatorando o polinómio K? - 3K - 18, colocando K - 3 em evidéncia, ficamos com: 
K3 - 3K - 18 = (K - 3)(K? + 3k + 6) 

O trinómio do 2º grau obtido na fatoração tem 
único valor de K que satisfaz é K = 3. 


afirmando que o valor dado é um inteiro. Aliás, um inteiro 
do notamos também facilmente que é 


delta negativo, portanto raízes imaginárias. O 


Resposta: 3 
E20 g) 434242 – 43-242 
Solucáo: 


uadrado. Veja porém se o sinal da expressáo é 


Se esquecer a fórmula, chame de K e eleve ao q 
entáo o resultado é positivo. 


positivo ou negativo. O primeiro radical é maior que o segundo, 


RERNI 43-242 
К? 234242 «3-242 -248 242 43-242 
К2-6-249-8 


К? =4 > K=2 (vimos que a expressão é positiva) 
Resposta: 2 


E21) CN 78 - O produto de dois números é 2880. O primeiro destes números é um quadrado 
perfeito e o segundo náo é quadrado perfeito, mas a raiz quadrada do segundo por falta 
excede a raiz quadrada do primeiro de 2 unidades. O maior destes dois números é 


(A) múltiplo de 15 (B) menor que 50 (C) maior que 90 
(D) menor que 68 (E) maior que 70 


O enunciado foi descuidado, mas faltou dizer que tratam-se de dois nümeros inteiros. Um 
deles é certamente inteiro, pois é um quadrado perfeito, mas seria melhor ter dito que ambos 
sáo inteiros. Em questóes atuais, como existe revisáo e anulacáo, este descuido náo ocorreria. 
Partindo do principio que ambos são inteiros, obviamente são positivos, para que as suas raízes 
quadradas existam. Como 2880 é o produto dos números, vamos fatorar 2280 e ver como seus 
fatores podem ser distribuídos pelos dois números: 

2880 = 20.32.5 

Para que o primeiro nümero ѕеја um quadrado регїейо, ele deve apenas ter duplas de Vut 
iguais. O fator 5 deve obrigatoriamente pertencer ao segundo nümero, que não é quadrado 
perfeito. 

2880 = 4x 4x4x9x5 

As opções são: 


T número  [Známeo — — 
DO хахахох9 


4x4x9x5 


— | 
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plema diz que a raiz quadrada do segundo, por falta, excede em duas unidades a raiz 
0 pr? da do primeiro. Por isso, algumas das 8 opções não satisfazem, ou porque o primeiro 
A pequeno de mais ou grande demais em comparação com o segundo, vamos entáo 


Agora vamos extrair as raízes quadradas, sendo que a do primeiro número é a exata, e a do 
segundo número é por falta a menos de uma unidade, ou seja, qual é o menor inteiro menor 
que 0 nümero dado, de forma que seu quadrado seja menor ou igual ao número dado. As 
raízes sáo entáo: 


Raiz do 2° número 
por falta 


De todas as possibilidades, a única que atende ao enunciado é a terceira, os números sáo: 
4х9= 36е4х4х 5 = 80 


Resposta: 36 е 80 


M3) 1106/3 é igual а: 


AT (в) 1+6 (С) 1+/5 0) 1443: (E) 1+2 

Solução: 

2 radical duplo só pode ser transformado na soma de radicais simples, quando o radicando 
um quadrado perfeito ou cubo perfeito (no caso de raiz cúbica) de uma expressáo na forma 
44-45. д condicáo de que A? - B seja um quadrado perfeito, que torna possivel a 

nio, assegura-se na verdade que a expressáo no radicando seja de fato o quadrado F 
trab PO especificado. O mesmo ocorre com cubos, mas a expressão é um pouco mais 

д, me A forma mais fácil 6 fazer tudo ao contrário. Se o radicando do enunciado é o | 

raiz de 1 €Xpressáo com raiz, esta 50 pode ser uma raiz de 3. A ünica opcáo que tem esta | 

a expressao (С . Devemos então elevar ao cubo a expressão (D) para verificar se o seu cubo é | 
А 5) О enunciado. { 

De fato 71343 +33 (1+ /3)=10+643 | 

Se não. à Opção correta é a (D). 1 

dos Pudéssemos testar, teríamos que estipular o resultado com parámetros desconhecidos, | 

» elevar ao cubo e igualar os radicais nas duas expressóes. Como e expressáo ao | 


Scanned by CamScanner 


ann. |! 


564--__.--_ ы 0 AIGEBRISTA 
cubo é 104-643, а expressáo original deve ser da forma A+BW3, já que náo existe outra 


raiz envolvida. 

(4+8/3) =10+6/3 

A +3В?-/3 +3(4+ BA3) ABA 

A +9АВ? 38 +34? B)- 10 6/3 

Como A e B são inteiros, igualamos os termos irracionais das duas expressóes, ficando com: 
„Зівв? +34ºB)= 6/3 

B -AB-2 

В(42-82)-2 

A equacáo só pode ser satisfeita por valores A e B inteiros quando A=1 e B=1. Testando esses 
valores para a parte racional, temos: 

А +9АВ? =10 OK! 

Portanto a transformação fica com À = 1 e B = 1, ou seja, o valor procurado é ]+ J3 


Resposta: (D) 


E51) 434 23/242 —43— 23/242 , € igual a: 
(А)1 (B2 (O3 (D4 (B5 


Solução: 


Podemos eliminar facilmente a raiz cúbica, pois 22 = (/2 i entáo podemos escrever а 
expressáo como: 


/4-2-7-43-2-7 -434-/8-43-48 


Fazendo C = N 4 - B =1, a expressão é reduzida a: 


(E EH EHE: 


Resposta: (B) 


E52) Ja? —2ab — b° , onde a e b são números positivos é um número real se, e somente se: 
А) 2»14-42 (B 222 (02242 s LEN 
5 : Л (D) 20 (E) x 1 


Solucáo: 

É preciso que a expressáo dentro do radical seja positiva ou nula, ou seja, 

а? -2ab -b? 20 

Note que as opções discutam o valor de a/b, então vamos dividir toda a expressão por b^, о 
que é permitido, porque este valor é positivo. 


2 
B 22-150 
b) “b 


Completando os quadrados no primeiro membro, ficamos com (somamos 2 408 dois 
membros): 


= -22 
(5) „е? 


А expressáo do primeiro membro é um quadrado, portanto: 


| 
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2 
2-1 22 


- 


A que о quadrado da expressão entre 
módulo seja maior que 42 » OU seja 


а ү»4/2 ou 15-402 
} 


Parénteses seja maior ou igual a 2, é preciso que seu 


E gunda opção não Ocorre, pois aebsão positivos, 
A única opção válida é a primeira, ou seja: 


b 


a/b nào pode ser menor que -1-42 


Resposta: (А) 


E54) O número ү1+3/4 +3/16 está situado entre: 
(А)1е15 (В)15е2 (C)2e25 (D 25e3 (Е) 3,5е4 


Solução: 


Uma calculadora resolveria o problema rapidamente, mas não é о caso. Facilitaria se 


soubéssemos o valor de 3/4 . Se este valor for indicado como z, o radicando da expressão seria 
2+1+1. Poderíamos escrever a expressão do radicando como: 


3 
2—1 
Z +z+1= 


z—1 

À conta ficaria bem mais simples, pois se z é a raiz cübica de 4, 23 seria igual a 4. O radicando 
ficaria como: 
4-1--3 
2-1) med 
Vamos estimar o valor da raiz cubica de 5, através de aproximacóes sucessivas. Este valor está 
compreendido entre 1 e 2, pois esses nümeros elevados ao cubo sáo 1 e 8. Vamos entáo 
Começar com a primeira aproximação, a média entre 1 e 2 = 1,5 
lS = 15 x 1,5 x 1,5 = 2,25 x 1,5 = 3,375 
"tamente podemos encontrar uma aproximacáo melhor, que é 1,6. 
b63 = L6x 1,6 x 1,6 = 4,096 

Penas um pouco maior que 4, então a raiz cúbica de 4 é um número um pouco menor que 
6, já que tomando 1,5 o resultado é 3,375, que é tão menor. Já que o problema pede valores 


*Proximados tomemos 1,6. Entáo a expressáo seria: 


0 radicando é portanto um número um pouco maior que 5, e 45 vale 2,23. Como as opções 
i Problema dáo faixas de toleráncia bem largas, podemos ter certeza que este valor está entre 
a *› Que é a орсао (C). Claro que na prova náo podemos usar calculadora, mas se 
emos, o valor exato seria aproximadamente 2,26. 
“Posta; (С) 


55 o 
denomin i i de — ——— € 
s ador racionalizado de /3 +412 +1 
Bjs (c, (D3 (E)2 


Ё 
E 
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Solucáo: А А 
Podemos formar uma diferença de quadrados no denominador, multiplicando ambos os temos 


da fracáo por 48:5Е1-45112: 
(/3-14412|1,/3-1-412)-341-243-412 


Como 12 = 243 , esses radicais cancelam e o resultado é 4. 
Resposta (C) 


2 2 

Eb ==" as 

45-43 402 
(A)0e2 (B)2e4 (C)4e6 (D)6e8 (Е) 8е10 
Solucáo: 
Devemos racionalizar denominadores, mas substituir valores sempre é uma boa ideia. 
2 25-43) =, A 
45-43 5-3 
Esta primeira parcela resulta em 2,23 + 1,73 = 3,96, aproximadamente. 


A segunda parcela envolve a raiz cúbica de 2, que é 1,25. Fazendo 2/1,25 encontramos 1,6 
Finalmente calculamos 3,96 — 1,6 = 2,36. A faixa que engloba este valor é (B), entre 2 e 4. 


Resposta: (B) 


é um número que está entre: 
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squações redutíveis ao 
segundo grau 


pito dificilmente surgem questões em concursos que peçam a simples resolução de uma 
ão do segundo grau. Ao invés disso, são mais comuns as equações que não são do 2º 
mas através de uma manipulação algébrica e uma substituição apropriada, recaem no 
segundo grau. Os principais tipos são: 


M 


Equações irracionais 
Equações biquadradas 


As equações irracionais envolvem radicais com incógnitas. Em geral a solução é obtida 
devandose ao quadrado os membros da equação, visando eliminar os radicais. Ao final é 
preciso testar as respostas na equação original, pois o procedimento de elevar ao quadrado em 
geral introduz raízes estranhas. 


М equações biquadradas são equações especiais do 4? grau. Para resolvé-las é preciso fazer 
ma substituição de variáveis, resultando em uma equação auxiliar do 2º grau. Também nesse 
80 é preciso eliminar as raízes estranhas. 


че capitulo traz ainda exemplos de outras equações que não são do 2º grau ou biquadradas, 
“sam técnicas de resolução parecidas. 


цас : 
Wacóes biquadradas 
палме Piquadradas são equações do 4º grau que mediante uma substituição de variáveis 
uma equação auxiliar do 2º grau. O tipo mais simples de equação biquadrada é: 
х, bx? + T 
Tu 4 
е 
Ча, "Азды equação do 4º grau que possui apenas expoentes pares para x. Para chegar à 
à substituição x? = y, Assim recaímos na equação auxiliar: 


y, ro. : 
nh, de 
Ё ot do com a fórmula quadrática, temos 


equação do 2? grau em y. Uma vez resolvida duas equações: 
lvemos as du | 


Valores Possíveis para y: yı € yo. À seguir reso 


^ 
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х? = у, 
х? = yo 


Não se trata de um sistema de equações, mas sim, de duas E го. com suas 
próprias soluções. O conjunto solução da equação original é a união dos conjuntos solução das 
duas equações acima. 


Exemplo: Resolver x! - 13x2+ 36 = 0 


Fazendo x? = y, ficamos com a equação auxiliar y? - 13y T 36 = 0, cujas soluções são 
S = (4, 9). Agora usamos esses valores de y na equação x^ = y: 


x2= 4 > x =? ou x = -2 
х2=9 Ə х= 3 ou x = -3 


Testando as raízes, vemos que as quatro satisfazem à equação original, portanto: 

5 ын (2, -2, 3, -8) 

Exemplo: Resolver (x? + x? - 8(х2 + x) + 12 = 0 

Esta náo é uma equacáo biquadrada, mas é do quarto grau, e pode ser resolvida através do 
uso de uma equação auxiliar do 2º grau, com a substituição y = x? + x. Ficamos com: 

y? - 8y + 12 = 0, cujas soluções são yı = 2 е уо = 6. Temos agora duas equações: 


1)x2+x=239x2+x-2=039x=10ux=-2. 
2x2+x=639 x2+x-6=039x=20ux=3. 


Portanto o conjunto solução é: S = (1, -2, 2 e -3) 


Exercícios 
El) Resolver as seguintes equacóes 


а) xt- 1232 * 7220 f) xt- 112 + 28 = 0 К) xt + 5x2+6=0 
b)x*-9x2+8=0 g) x! – 13х2 + 36=0 1) x20 — 1025x10 + 1024 = 0 
с) x*-8x2-9=0 h) x! - 13x2 - 48 =0 m) 22% - 40,2: + 256 = 0 
d) xt- 8 + 1520 i) xt- 6x2 - 16 = 

) )х!-6@°-16=0 n) 2х-34/х-20-0 
e)x* - 122 + 32 = 0 ))5849х3-8-0 


о) /х-7/х-8-0 
Equacóes irracionais 


in S incip 2. endum incógnita dentro de um radical. Para resolvé-las, é preciso 
цөн 8 зан E 2. © c evar a equação ao quadrado, visando eliminar os radicais. Ao final 
que testar ав raízes encontradas, pois quase sempre surgem raízes estranhas. 


Exemplo: Resolver Ух-3-4-1 
(A) 12 (В)-6 (O0 (0)6 (E) NRA 


«ad 
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/у-344-1 
harn 


х-3=9 
x=12 


569 


Agora testamos a raiz encontrada na equação original: 


/i2-344-1 


34471: RAIZ ESTRANHA 


A raiz encontrada não serve como solução. Trata-se de uma raiz estranha 
Resposta: (E) NRA 


Exemplo: Resolver 4Ї3х--16-46:: > 

Solução: Isolando o radical no primeiro membro e elevando ao quadrado, temos: 
4/3х-16-6-Хх 

43х-16-х-6 


3x 416 = x? +12х +36 

х +9х+20=0 

x=-40ux=-5. 

Testemos as soluções na equação original: 


x--k /(4)+16-6=-4 


2-6--4 ОК!!! 


х--5 3-5)+16-6=-5 
1-6--5 ОК!! 


Аз duas raízes servem. 


Resposta: S = [-4, -5) 
As equacóes irracionais náo tém uma fórmula geral. Diferentes configurações podem surgir 
durante o algebrismo necessário à eliminação dos radicais. Algumas vezes é preciso elevar 


toda a equação ao quadrado mais de uma vez. 


Exemplo: 45Хх-1-4х-46-3 


Solução: Isolemos o primeiro radical. 

V5x-1- x6 -3 

У5:-1- 3-Vx+6; Elevando ao quadrado temos: 
Эх-1-9-х46-64/х-6 

4Х-16--6/х--6 

2x-8= -3-/х--6: Elevando ao quadrado: 

ho -32x e 64 - 9(x 6) 


4x? -41х-10-0 
s: 10 e 1A. 
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Testando as raízes na equacáo original: 


X710: 45.10-1- 41046 23 


7-4-3 OK! 


Х= 14: ү5/4-1-41/4-6-3 
1/2-5/2=3 RAIZ ESTRANHA !!!! 


Resposta: x = 10. 


Exercícios 

E2) Resolver as seguintes equacóes: 
AEN PE EN mer 0 4x5 x =1 k) /14x-21=x+2 
b) х-5-4х-7 0-/7-4х-43-2Х-1 | 04х44-244х-4 
с) 1—/2х+1=х mU /Ззх+1+/х-4=3  )24412-2х-х 
4)-/3т-1-2-43т рс AN E n) /3x+18=x 


e) () VIO=6x =x-3 sya PE 


Outras equações redutíveis 


Equações com outras formas algébricas podem ser resolvidas com o auxílio de uma equação 
do 2º grau, ou até mesmo do 1º grau. A ideia geral é fazer alguma operação algébrica para 
chegar a uma equação auxiliar mais simples. Devemos tomar muito cuidado com a introdução 
de raízes estranhas. As raízes encontradas devem ser testadas na equação original e eliminadas 
caso não a atendam. Isto normalmente ocorre quando elevamos a equação ao quadrado, o 
que faz valores negativos tornarem-se positivos. 


Exemplo: 

Resolver a equação 2" =64 

No caso temos uma equação exponencial. Uma expressão exponencial deve ter a base 
positiva, e a simplificação a ser feita é: 

ах= ау €» x=y 


Ou seja, duas exponenciais de mesma base sáo iguais se e somente se seus expoentes 580 
iguais. No nosso caso temos: 


2*-* = 64 
ox = 2° 


x2-x=6 


o grau. Suas 


Ou seja, nossa equação exponencial original foi reduzida a uma equação do 2 o 
ta em гай, 


soluções são x = -2 e x = 3. Geralmente a redução de uma exponencial não resul 
estranhas. Por via das dúvidas, é bom testar sempre. 


x = —2: 
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(2-С?) = 29 — 64 ok 


Resposta: x=-20UX= 9 


Exemplo: 
Resolver g2*y*- 8(y? + y) + 12 = 0 


solução: 


mos desenvolver O quadrado, mas ficaremos com uma expres 


2 t NT sáo com poténcias 4,3,2е 
quacáo que nào é biquadrada. Entretanto podemos fazer a substituição k = y? + у, 


Роде 
Le uma е 


ficando com: 


k- 8k +12=0 > k = 2 ou k = 6. Isto resultará em duas novas equações, cujas soluções 


devem ser unidas (OU): 
к=2:у2+у=2 Э y=louy=-2. 
k=6:y2+y = 6 Э y =2 ou y = -3. 


Resposta: S = (1, 2, -2, -3) 


Exercícios de revisdo 
E3) (*) Resolver || = J -6-0 


ЕА) (*) Resolvendo а equação 2* ** = 64, a soma das soluções será: 


1 8 (05 D2 (9-1 


д 2x ° 91 
Е5) Encontre a soma das raízes da equacáo 9 21753 


Ws m- (0 D 09 3/4 


E6) Resolver a equacáo 2“ 563 


E7) Resolver x4 - 12x? + 32 = 0é 


| k 25 
ik 
Y 75 


E9) Resolver x! + 5x2- 36 = 0 


| E8) Resolver a equação 


E10) Resolver x4 Е 3x? 24-7 0 | | 
6. 733-870, encontre o valor de а * b^. 


Ell) Sendo a e b as raízes reais da equação Х 


Ei2) Resolver x? + х! -65 0 
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E13) Resolver l = EUM 


1-х l+x 


E14) Resolver x! + 2x? - 8 = 0 

E15) Resolver 2^ .47* =1/8 

E16) Resolver 22.2” = 256 

E17) Resolver para х: ax? -2ax ! -1-0 

E18) Resolver 42x -5 + (2x + 5)? = J4x 4-20 

E19) Calcule x em 8"* + х? =7/3-4/2) 

E20) Se x"? + y? = ax? Зи) encontre a relação x/y. 


E21) Resolver x^? 4 x'^ -6=0 

E22) Calcule x em função de a eb: 5 - 22% -24x 
Jx 

E23) Se 1 - 6x + 9/x? = 0, determine 3/x. 


2 
-3 
Е24) Resolver 27 TESTO 


E25) Resolver (y? * y? - 80? * y) * 12-0 


1 1 
E26) Resolver —— + ———— =] 
2-1 


2 
E27) Resolver £= -(2 E J 20 
4 х-4 


E28) (*) Sejam A e B dados por: 


тээл m В- 2 
| 2 
maps TE 22 
— — Di 2621 
x+1 х+2 


Se | AB|74, qual é a soma dos possíveis valores de x? 


E29) Resolver 8|х+1 [2 - 2|x + 1| = 15 


ЮР” | 
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| Encontre X em х+1+ух -4х4-/х-7 
, gs (02 0)! (B9 


capítulo 15. 


т мат 6/х+6—У2х—5 =17 
| E 
522) Resolver a equacao E 28 -2 
(a) + (8) 1/12 (C) 6 ou -4 (D) 6 0u4 (E)-6 


2 
ЕЗ) Resolver а equacáo ° + 2 - 4х + 3 -9-0 
x x 


E34) Resolver x Же, 


E35) () Resolver z= +4 + 
X — 


х-4х-! EU 


х+ух+1 5 


136) Resolver 


K 5-320 € 


E37) (*) A soma das raízes reais de x 
(A) Não tem raiz real (В) 65 (С)9 (D) 10 (E)8 


E38) CN 88 - A solução da equação 2-4/3х-1 4Max-124 € 
(A) divisor de 30 (B) múltiplo de 5 (C) fator de 40 
(D) múltiplo de 7 (E) divisível por 9 

2e3.0 


БӨ) CN 86 - Uma equacáo biquadrada tem duas raízes respectivamente iguais 
valor do coeficiente do termo de 2° grau dessa equação é: 


А7 Bs (qu -u (B)! 


М) A equação 2x — 3x1/2 + 1 = 0 tem du 
Ai вз (05 (p4 (832 


as soluções. A soma dessas soluções ë: 


7] 
1) (*) CN 86 - O valor de x no sistema 
léx - у= | 


А 1142 -4/y 433 =! 


1546/2 
N 1541447 (В) 15+12/2 (© 15+10/2 0) +82 ME 


Scanned by CamScanner 


0008 


574 O ALGEBRISTA 


E42) Resolver x? + V12x-28=0? 


E43) Quantas soluções reais possui a equação Vx+1+ Jx 24x t 4x7? 

(А) 4 (B3 (O2 (D)1 (BO 

E44) CN 85 - Considere a soma de n parcelas 5 = n!5 + n!5 + nl5 +... + nd. Sobre as raízes da 
equação 4/5 =13n? —36 podemos afirmar que: 


(A) seu produto é -36 (B) sua soma é nula (C) sua soma é 5 
(D) seu produto é 18 (E) seu produto é 36 


E45) Determine o domínio da função /(х)= 


(A) [5, 10) (В) (5, 10) (С) (5,20) (0) (5, 22) (E) (—0o,+00) 

Е46) Resolver а equação 4х – 18.2* + 32 = 0. Qual ё a diferença entre as duas soluções? 
(4) 0 (B! (O2 (0)3 (E4 

E47) Resolver a equação 3%*1 = 9x, 

(А) х=-2 (B)x=-1 (С) х=0 (D)x-1 (E)x=2 


1 + 1 q 
x-Vx x-4x 


E49) (*) Resolver Yx+9-Vx-9=3 


E48) Resolver 


E50) Quais sáo as raízes reais da equação х? +18x+30= 2 x? + 18x +45 ? 
E51) CN 84 - А soma das raízes da equação х? -6х+9 = Ad x? —6x-6 é: 
(А)6 (B)-12 (C)12 (D)O (E)-6 

E52) Resolver /x+10+ 4/x+10=12. 

E53) Resolver a equação xP - 6xl8 + 8-0 

E54) Quantas soluções reais tem a equação 4х-5-3-22 

E55) Resolver (x? - Зх + 2)(x? — 3x - 4) - (x? - 6x + 8) = 0 

E56) Resolver 22х – 3.2* - 4 = 0 

E57) Resolver (x? - 3x)? = 4 — 3.(8x — x?) 


E58) (*) Determine ceR tal que x!—4x-c-248x!—32x-—8c tenha exatamente duas 
soluções reais para x. 


— 
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сар! 

859) Quantas soluções reais tem HOxcl=x+2? 
(a) O gi (O0? (D3 (E4 

860) Resolver à equação exponencial 2º =4* 


(a) 72 (В) x=00ux=2 (C)x=1 (D)x-4oux-2 (E)x=0 
861) Байг 
(a) x=-1 ou x= 4 (B) x -3 (C)x=00ux=3 (D)x-0 (E) x71 


Resolver 4 equacáo exponencial 3* 


160) Resolver а equagáo gi 29? 


)-1 (BO (C) 1/4 (D)i8 (E) 34 


E63) Resolver a equação 2 -5х-81 = x+4 
(5 8)-5 (©) -5/2 (D)9 (E)3 


E64) Resolver 410-2x — 4096 
ipm (- (O2 0)5 (D! 


E65) A equagáo x * Jx +9 = 7 admite рага raízes 
(A) dois números racionais fracionários positivos 
(B) dois números racionais inteiros 

(C) um número racional inteiro е positivo 

(D) um número racional inteiro e negativo 


(E NRA 
E66) A respeito da equacáo хэ! +]-Vx+ 2=0 podemos afirmar: 
(A) só admite uma solução, € ela é irracional — 
(B) só admite uma solução, € ela é racional positiva 
(C) só admite uma solução, ё ela é racional negativa 
(D) é impossível 
(E) NRA 
1 e x#+4 


E67) Resolva a equação abaixo, 


2 
х -8х+16 х7-5544 E 
2 +2 —— =5 1 
X 516 2x48 x+! хоо! 
E68) Resolver a equação 1-5 х-1 -2 
20) Сопзідеге аѕ equações abaixo € calcule 7. 
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E70) (*) O valor de энх NE , com xER,, é certamente: 
x +1-x 

(A) Um valor entre 0 e x 

(B) Um valor entre x/2 e x 

(C) Maior que 2x 

(D) Um valor que diminui à medida que х cresce 

(E) Um valor entre x e 2x 


E71) CEFET 2010 


2 
Sendo x um número real positivo, q = 2 e b- (5) , entáo a/b vale: 
х + 


a (ву Ух су Ух р) 245 


х(х+1) ок (х+1) х(х+1) 


Е72) CN 75 - Calcular o menor valor positivo de К, para que a raiz real da equacáo 
4— x! — K =1 seja um número inteiro. 

(А) 1 (B)60 (С) 27 (D)37 (Е) 40 (F)NRA 

E73) CN 76 - Dar a soma das raízes da equação 4/2х-4-312х-4--2 

(А) 12,5 (В)1,5 (C)7 (D)75 (E)O 

E74) CN 77 - Uma das raízes da equação J24- x —42—-x = 4/2 é: 

(A) V2 (8)-45 (С)-43 (0)-42 (E) dó 


3 - 
E75) CN 78 - A soma das raízes da equacáo шин ны -4/1458х-4729 --2 é: 
(А) 20,5 (В) 10,5 (С) 33,5 (D)30, (E)23, 


Е76) СМ 79 
Sendo x e y nümeros positivos e x maior do que y, que satisfazem о sistema 


{ /х-у-үх-у-5 
x — у? -6 
vamos ter x? + y? igual a: 
(А) 48,5 (В) 42 (С) 40,5 (D)45 (Е) 45,5 
E77) CN 80 - Sendo X = 1-3, = = -1, 1], será vazio o conjunto: 
(А) (xeX 1423/22 -1-42) (В) (xeX (хэ 1ex«-2) 
(C) (хєХ | x2+x=x3+x) (D) (xeX | x- Jx 42-0) 
2 
(E) (хєх | 215 509) 
-x42 
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CN 80 


ET ma das soluções da equação У2х-1-4У2х41-3/2х41-0 dá um número: 
А 50 


(B) par entre 42 е 310 
(A) nul а maior que 160 (D) irracional 


» racional 


$79) СМ 81 - A equação 43х-41-42Х-1-1 tem duas raízes cuja soma ё: 
(А) 10 (B4 (C)8 (0)5 (E)6 


CONTINUA NO VOLUME 2: 113 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 
E) а) S= REI 42-242 | f S= p J£ AR | k) Мао tem raízes reais 
95-1-1242-2/2| 9 S=(2,-2,3,3) ) S = {1,2} 
©) S ={3,—3} h) S =(4,-4) m 5 = {3,5} 
9 8-1/3-/3,/5-45| 0) 5= 04/2,-24/2) п) S= 2 
8 


| 


8-0-2242,-242| ђ 5 = {-1,-2} o) 5 = 8°) 
E2) ajx=10ux=10 f) Impossível em К k)x=5 
b) S = Ø g) x = -1/2 ou x = 3/2 )х=5 
exc һ)5=@ m)x=4 
d) m = 3/4 )x=7 n)x=6 
e) Impossível em R )х=2 
E3) х= Зоцх = -3 EA) (E) E5) (B) Еб) х= -2ou x = 3 
E7) x2 £2 ou х = +2,/2 E8) К-1/2 E9) x = 2 ou x = -2 
EO) x = 2 ou x = -2 E11) 5 E12) x = 1/2 ou x = -1/3 
ЕЗ) x -Qou x = -3 E14) Tai El5) х= 1oux = 3 
Еб) n «204 n 24 E17) х-а(/2-1) ou х= -al/2 +1) 
El 5 Ж З 
9 «53 Е!9) x = 27 Е20) 25/9 E21) x = 27 oux = -8 
LA E23) 1 E24) х= -1 oux = 4 
b+2 


BS» (1,2, 2, -3) E26) x = 2 E27) x = 4 ou x = 6 
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E28) -2 E29) x = 1/2 ou x = -5/2 E30) (E) E31) x - 3 
E32) (D) E33) х= oux -2 E34) x = 1 ou x = -2/3 
E35) x=-1/15 E36) x = -16/18 E37) (D) E38) (A) x=3 

E39) (D) E40) (C) E41) (B) E42) x = —3 £431 
E43) (D) E44) (C) ЕА5) (C) E46) (D) E47) (B) 


E48) x < 1 oux 23 E49) x=+4/5 E50) x 2-9 61 


E51) (C) E52) x = 71 E53) x = 8 ou x = 64 E54) 0 

E55) x-ti42,x-2,x-4 E56) x - 2 ES) х= -1, хов = 2855 
E58) -12 < c < —4 E59) (C) E60) (B) E61) (C) 

E62) (E) E63) (A) E64) (C) E65) (E) E66) (C) 

E67) x = 2 E68)x-17 — E69)z-0 E70) (C) E71) (А) 

E72) (D) E73) (A) E74) (C) E75) (C) E76) (А) 

E77) (D) E78) (E) =363,5 E79) (E) 


Solucóes de exercícios selecionados 


Е? e) /10-6х-х-3 


Solução 

Elevando ao quadrado: 
10-6x=x2-6x+9 9 x?- 1 9 x - 1 oux 7-1 
Testando as raízes: 


J10—6.1 21—3 (FALSO) 


V10-6(-1) 2-1 —3 (FALSO) 
Foram introduzidas raízes estranhas quando a equação foi elevada ao quadrado. 
Resposta: Não há raízes reais 


E2 h) J3x -1-4x-4 73 


43х-1-3-4х-4 
3x+1=9+x-4-6/x-4 
2x-4=-6/x-4 
х-2--3/х-4 


x! -4х-4:-9х-36 
х? -13+40=03 x= 5 ou x= 8. Testando па equação original: 


a)x=5: 


Scanned by CamScanner 


capítulo 15 - Equações redutíveis ao segundo grau 
15414:45-4 -3 

4+1=3: FALSO! 

b) х= 8: 


[4314 N8-4 =3 


542-23: FALSO + 


579 


Resposta: S = Ø 


E3) Resolver || - J -6-0 


Solugáo: 
Sabemos que J zx. Fazendo y - |x| ficamos com: 
y-y-6=0 > x--2ou-y-3 


A solução x 5-2 não serve pois um módulo não pode ser negativo. Serve apenas y = 3: 
|х| =3 > x = 3 ou x = -3. 


Resposta: x = 3 ou x = -3 


E4) Resolvendo a equação 25 ** = 64 , a soma das soluções será: 

(1 8-3 (O5 2 BA 

Solução: 

64 vale 2º, então: 
xX+x=6..x2+x-6=0Px=20ux=-3. А soma das soluções é -1 


Resposta: (E) 
E28) Sejam A e B dados por: 
a — M E 
1 2 
1- 2-—— 
¡A RES 
х+1 х+2 


Se |АВ|-4, qual é a soma dos possíveis valores de x? 
Solução: 

Simplificando, temos A = -x e B = 2(x + 1)/x. 

Fazendo | АВ | = 4, temos: 

Ix+1| 2-229 x =] ou x = -3 

А soma dos valores possíveis de x é -2. 


Resposta: -2 


E35) Resolver En +4 En -5 
Х х-1 


Solução: 
icaremos com menos cálculos ser fizermos: 
E ; x _1 
— =a ,nesse caso о outro radical será ,|—— == 
" х-1 a 
5 equação ficará: 


ão a = = 4. Agora determinamos x: 
£u ^ а? — 5а + 4 = 0, cujas soluções são à 1 еа = 4. Ago 
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a=19 1-1 = 1 > impossível 
х 


a-423 1-1 ү6 Dx=-1/15 


х 
Resposta: x - -1/15 


E37) A soma das raízes reais de x -x^ —3=0 é: 

(A) Não tem raiz real (В) 65 (С)5 (D)10 (E)8 

Solução: 

Façamos a substituição y = x^ . А equacáo poderá entáo ser escrita como: 

yl-y-2-0, equacáo que tem duas raízes reais para y, pois seu delta é positivo. 

O problema pode a soma das raízes reais para x. Se as raízes reais para y sáo a e b, as raízes 
reais para x serão a? e b3, já que x = y3. Portanto o que o problema pede pode ser calculado 
como a? + ЪЗ, Os valores a e b são raízes de nossa equação auxiliar, e conhecemos os valores 
de (a + b) e a.b, em função dos coeficientes dessa equação: 

a? + b? = (a + b)(a? — ab + b?) = (a + b).[(a + b)? - 3.ab] 

Logo a? + b? =1.[1 - 3.( -3)] = 10 


e 


+13 
2 


Também poderíamos ter encontrado as soluções da equação auxiliar, que são 
calcular a soma dos seus cubos, que dá o mesmo resultado. 


Resposta: (D) 


F41) O valor de x no sistema 
l6x-y-1 


J|x«2 -3[y 433 21 


é: 


(A) 151442. (В) 15+12/2 (©) 15+10/2 (0) 1548/2. (E 15+6V2 
Solução: 

16x = y + 1, então y + 33 = 16x + 32. A 2% equação fica: 

16x-y=1 


Vx+2-4/16x+32=1 

J|x42 -21x 42-21 

Fagamos k — 1x2 

Ficamos entáo com 

k? - 2k - 1 = 0 , cujas soluções são k=1 + J2 . Como k tem que ser positivo, pois é uma raiz 


quarta, ficamos apenas com a raiz positiva, k=1+2 . Substituímos este valor na fórmula 
original e determinamos x: 


к-4х-2-1442 
Vx+2=(1+ 42] -3-2472 
x«22 242] 2111242 
х-15-1242 

Resposta: (B) 


— 
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go) Resolver х-9-4х-9-3 581 


lu 40: Ш 
TIONER 


д-(49)-(:-9)-3Ма2-813 
)--9 -81 n —l=x -81 Y x=+4/5 


Resposta: X = 1445 


: tal ? Ax ш йү -32. 8. 
858) Determine ceR tal que х” -4x -c- 48x? -32x -gc. tenha exatamente duas soluções 


reais para x- 

Solução: | T 

Observe que o radicando é igual a 8(x? - 4x - c), portanto podemos escrever a equacáo como: 
a= 48a › sendo a =x -Ax- c 

As soluções da equação transformada são duas: a = 0 ou a = 8: 

Equacáo 1: x2-4x-c=0 

Equação 2: x? - 4x - c = 8 

Para que tenhamos exatamente duas soluções, temos duas opções: 

Opção 1: cada uma das equações 1 e 2 tem uma solução, totalizando duas soluções. Isto não 
pode ocorrer, pois mesmo contando uma vez só cada raiz dupla, não existe como ter um valor 
de c que torno À = 0 em ambas. 

Opção 2: Uma equação tem duas raízes reais, e a outra não tem raízes reais. Será preciso 
escolher c adequadamente para tal. 

Fazendo Д>0 na equação 1: 16 + 4c > 0 > c> -4 

Fazendo A>0 na equação 2: 16 + 4(c + 8) > 03 c > -12 

Para que o número total de solucóes seja 2, é preciso que uma equacáo tenha 2 raízes reais e a 
outra nenhuma, e vice-versa. Se ambas as equações tiverem 2 raízes, então a equação original 
terá 4, contrariando o que o problema pede. Devemos ter então c entre -12 е-4. Para с> -4, 
serão 2 raízes de cada equação, totalizando 4, e para c < -12 o número de raízes será zero. 


Resposta: -12 < c < -4 


Е70) O valonde. | ,сошхєВ, é certamente: 
х2-1-х 
(4) Um valor entre 0 e х 
(B) Um valor entre x/2 e x 
(C) Maior que 2x 
(D) Um valor que diminui à medida que x cresce 
) Um valor entre x e 2x 


Solução: 
as xeR,. Vejamos quais opções podem ser 


Apenas um Р al de à 
j a del ta para qualquer valor 3 Эр 
eliminadas, Pecado : 30 а P рел Valeri 1. Testemos os valores de x = 0 e expressáo 
түүсэн do problema: 


)1 está entre 0 e 0: FALSO 
c 64 entre 0 e 0/2: FALSO 
š ° maior que 0: CORRETO 
| Fazendo x = 1, valerá 5 = 42 +15 2,41, aumentou 
1 


E 
) 1 está entre 0 e 2 x 0 : FALSO 


k 


e náo diminuiu: FALSO 


41 


14 
| 
1 


| 
I 
| 


! 


| 
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Ll d °з =: езш E TT TT у PUNIRE RECO QE a 
Das 5 opções, quatro são imediatamente eliminadas para X = 0, a (C) é a única que tem 
possibilidade de estar correta para qualquer хєК+. Para não perder tempo fazendo a prova, 
esta é a opção que deveria ser marcada, mas podemos provar isto para qualquer x, e não só 


usando eliminação. Devemos mostrar que: 


1 > 2x (?). Como х é positivo, inverter a expressáo náo afetará o sinal (>): 


4x! +1-х 
4x! +1-х < Es () + 4x! 41« 1 + x (?) Elevando ao quadrado: 
2x 2x 
x! +1< l e+) 0< EUR (O que é sempre verdade!) 
4x? 4x 


Logo provamos que a opgáo (C) é verdadeira para qualquer х 


Resposta: (C) 
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sistemas пао lineares 


fstudamos nos capítulos 8, 9 e 10, as equações, sistemas e problemas do 1º grau. Suas 
características 880 que para serem resolvidos, requerem o uso de equações do 1º grau. Muitos 
problemas recaem nesse caso, como mostram as centenas de problemas do capítulo 10. 


Existem outros problemas que necessitam de equações mais complicadas. Este capítulo chama- 
se “sistemas de segundo grau”. Resolver este tipo de sistema consiste em solucionar um 
conjunto de equações do segundo grau. Entretanto, o seu conteúdo vai muito além dos 
sistemas do segundo grau. Podem recair em equações mais complicadas, como por exemplo, 
as equações exponenciais, irracionais, etc. Seria portanto correto chamar este capítulo de 
“sistemas de equações não lineares”, já que abrange não só os sistema do 2º grau, mas também 
outros mais complexos. 


Em linhas gerais, resolver um sistema não linear consiste em substituir uma incógnita em 
função da outra, formando uma equação com uma só incógnita, que pode ser do segundo 
grau, exponencial, fracionária, etc. Não existe um método fixo para resolver esse sistema, mas 
é claro que a experiência com o algebrismo será a maior ferramenta de resolução. 


Alguns exemplos 
Você já conhece álgebra suficiente para resolver todos os problemas deste capítulo. Vejamos 
exemplos: 


iplo: Sejam x e y dois números reais tais que X + y ^ 5 e xy = 7. Calcule x ry. 
^10 (Bil (cjoo (D)31 (Е) 125 
D problema tem duas incógnitas e fornece duas equações: 
А 
Зэр essas duas informações são suficientes para determinar X € у. Quando conhecemos a 
? Produto de dois números, basta formar a equação do 2 grau: 


xi. 
Sx+P=0 


No 
“aso, temos х? 


k 


- 5x + 7 = 0, o que resulta nos seguintes valores para x e y: 
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5x425-4.7 
2 


O problema é que tratam-se de raízes complexas. Além disso, não são pedidas as raízes, mas 


sim, a soma dos cubos das raízes. 


Como o problema pede a soma dos cubos, podemos calculá-la sem saber os seus valores, mas 


sim, os valores da soma e do produto: 


‚3 + уЗ = (x + ука - ху + у?) = (x + y) + y)? 3001 = 55? - 3.7) 75425 - 21) 754720 


Em geral, podemos calcular várias expressões simétricas envolvendo dois números, em funcáo 


de sua soma e seu produto. 
Resposta: 20. 
Exemplo: Quantas solucóes reais tem o sistema 
x-y=3 
x2-y=-1 
(A)O (B! (C2 (D)3 (E) infinitas 
Solugáo: 


Um método para identificar o número 
soluções. Vejamos este caso, que pode ser resolvido por comparação: 


de soluções é resolver o sistema e contar quantas são as 


у=х- 3 
у= х2 +1 


x2+1=x-3 
x2-x+4=0 


A equação tem delta negativo, portanto não tem solução real. Isto significa que 08 gráficos das 
duas equações não se cortam, ou seja, não existe um ponto comum. 


Resposta: O 

Exemplo: Para quais valores de x as duas funções abaixo se interceptam? 

y = 2x? - 26x — 7 e Зу = 6x + 69 

(А) х=21 (В)х-15 (C)x--1 (D)A eC corretas (E) Ве C corretas 


Solução: Os pontos de interseção de duas curvas (isto inclui retas) são as soluções (x, y) do 
sistema formado pelas equações dessas duas curvas. 


y = 2х2 — 26x - 7 
y=2x+23 


(simplificamos a segunda equação por 3) 
2x? - 26x - 7 = 2х + 23 

2x? — 28x - 30 = 0 

x?-14x - 15 = 0 
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zes são X ^ 15 e x = -1. Note que não é preciso calcular y, pois o problema pede apenas 


As P tes de x nos pontos de intersecáo. Se fosse necessário calcular y, bastaria substituir os 
valo e x na 2* equação, determinando y. 


or es d 


Resposta: (E) 
¿álgebra ou aritmética? 


« preciso tomar muito cuidado com as questões envolvendo sistemas (o mesmo se aplica a 
ões), pois O problema pode se referir a números reais, ou a números naturais/inteiros. О 
roblema anterior pede o número de soluções Teais. Trata-se de um problema de álgebra, cuja 
solução requer métodos algébricos. Existem entretanto questões envolvendo equações ou 
sstemas com números inteiros ou naturais. Nesse caso, não se trata de um problema de 
algebra. Métodos aritméticos (divisibilidade, números primos, etc.) sáo necessários. 


Exemplo: CN 2010 

Estudando os quadrados dos números 
naturais, шп aluno conseguiu determinar 
corretamente o número de soluções 
inteiras a positivas da equação 

5x2+ Пу? = 876543. 


(o (B1 (O2 (0)3 (E4 


equae 


Solução: Note que o problema fala se soluções inteiras positivas da equacáo. Em casos como 
este, provavelmente uma abordagem algébrica náo dará resultado algum. Мао adianta tentar 
encontrar a solucáo, mesmo porque é apenas uma equacáo para duas incógnitas. Em geral 
problemas que envolvem soluções com números inteiros requerem uma abordagem aritmética 
(divisibilidade, números primos, congruéncia, etc.). Náo existe um método específico para 
resolver esse tipo de problema. 


O problema indica que x e y devem ser números inteiros. Sendo assim, x? e y? só podem 
terminar com o algarismo 0, 1, 4, 5, 6 e 9. Como estão multiplicados por 5 e 11, temos: 


9, 
5х? só Pode terminar com 0 ou 5. 


Эл 50 pode terminar com 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 
x + Hy?) só pode terminar com 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 


Sendo assim, (5x2 + 11y2) nunca poderá ser 876543, que termina com 3. O autor da questáo 
Pediu ao aluno para dar o número de solugóes de uma equacáo que não tem solução. O aluno 
нэ tentar resolver esta equacáo vai perder tempo e náo vai acertar a questáo. de com 
& ie Questões de aritmética disfarçadas de questão de álgebra. Isto não é uma equação. É uma 


a numérica". 
Resposta: (A) 
ро: O quadrado de um número positivo x é 60 unidades a menos que o quadrado de 
Что inteiro positivo y. Quando vale x + у? 


5 Bis (co. (р)зо (E)36 


Wo 
| (А) | 
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Solução: O problema é uma mistura de álgebra com aritmética. Note que são dadas duas 
incógnitas, x e y, porém uma única equação, que é y? - x? = 60. A informação que falta é a de 
que tratam-se de números inteiros. 


Lembremos que y? - x? = (y + x)(y - x), que vale 60. Como x e y são inteiros, y + x ey - x 
também 880 inteiros. Devemos entáo decompor o nümero 60 em dois valores inteiros. As 
opções são: 


60 е1 
30е2 
20е3 
15e4 
12e5 
10е6 


Essas são as únicas opções, considerando que (y + x) ё maior que (y - x). Poderíamos agora 
resolver os seis sistemas para determinar x e y, mas podemos ganhar tempo se notarmos que a 
diferenca entre esses dois fatores é 2x, que é um número par. Entáo ou ambos sáo pares ou 
ambos são ímpares (os dois fatores). As únicas opções possíveis são 30 e 2 (y=16 e x-14) e 10 e 
6 (y=8 e x = 2). Ambas as soluções servem: 


x = 14 e y = 16 Ə y? - x? = 256 - 196 = 60; x + y = 30 
x=2ey=8 39 y?-x?=64-4=60;x+y=10 


Entretanto, entre as opções que o problema oferece, a única é (D). 
Resposta: (D) 30 


Braco robótico 

As equagóes lineares e náo lineares 
com três variáveis (x, y, 2), que 
denotam um ponto no espaço, são 
largamente utilizadas nos cálculos de 
movimentação e posicionamento de 
dispositivos robóticos. O modelo da 
figura é usado em testes, pesquisa e 
desenvolvimento, ou seja, рага 
“reinar” a programação das equações. 


Exercícios de revisão 


El) Adivinhe um número, sabendo que está entre 1000 e 3000. O número é um cubo perfeito. 
A soma dos seus dígitos é um número primo que é 2 unidades maior que um outro número 
primo. 

(А) 1156 (В) 1331 (C) 1728 (D)2197 (Е) 2744 


— 
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—+—=— 
pa. 
ade 
t d 
y ху 


y Dados que 2*.J2* -128=0 e YF 3/25 _ 
(92 (B)28 (С) -56 (0) 80 (E) 56 


32 =0, encontre x + у. 


gf) Quantos pontos as curvas de equacóes x2 + у= 4еу= 


д0 8! (O2 (D)3 (B4 


2 — 2 têm em comum? 


po) Dois números reais x e y são tais que sua diferença é 6 e a diferença de suas raízes 
quadradas é 1. Encontre x + y. 


(18 (В) 37/4 (C)49/4 (0) 372 (E) 3485 


ЕТ) (*) Sejam x, y e 2, números reais que satisfazem às seguintes equações: 
(2125 po El xh owe Calcule 2-3 
xz 5 x< 15 3 x-z 


0-18 (B)-2 (С) 12 (D)-3 (E)7/15 


E8) (*) A média de três números inteiros 
0 produto desses números é 96, qual é a s 


A5 (8)6 (Q7 (D)8 (Е)9 


positivos é 5, e a média dos seus inversos é 17/72. Se 
oma dos dois menores nümeros? 


E9) Dados x = 3/y e y? = 10 — x?, com x e y números reais nào nulos, calcule (x — y).(x — y). 


42 (B5 (С)-2 (D)8 (E)-1 


E10) Em uma reunião foram trocados 55 apertos de máo entre os participantes. Sabendo que 
сайа uma apertou a máo de todos os demais, qual é o número de participantes do evento? 


ЮМ Bio (C)99 (D)8 (Е) МКА 


Ш) Três números inteiros positivos consecutivos são tais que o quadrado do segundo menos 
vezes o primeiro é igual a 30 unidades a menos que o dobro do terceiro. Qual é o menor 
desses Números? 
E D 
M) () Quantos cubos perfeitos maiores que 1 sáo divisores de 99? 


Ё = 
М) Qual valor de c ocorre na solução do sistema de equações abaixo? 
Ї * b + с= 1 4 


a.b = 14 
а o 


El4 
Un cera uma equacáo exprimindo a em termos de be c, se: 
Уа xty=bext+y = с2, 


\ 
ч 4 
11 
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E15) Quantos pares (x, у) satisfazem às equações x + y = 2 e x + у2= 4? 


Е16) Suponha que х е у sáo positivos e que: 
xy = 1/9; x(y + 1) = 79 e у(х + 1) = 5/18. 
Qual é o valor de (x * 1)(y * 1)? 


E17) Adicionando um certo nümero ao seu quadrado, o resultado é 72. Encontre o número. 


E18) O dobro da soma de um nümero com 7 é quatro menos que o quadrado do nümero. Se 
o número é п, entáo essa afirmacáo é escrita algebricamente como: 


(А) 2n * 7 - 1? - 4 (B)2n+7)=(n-42  (C)2n+7)=n?-4 
(D) 2n +7 = (n - 4) зат ае, za 


E19) Quantas soluções tem o seguinte sistema de equações: 


(с-2) «o - 1f =4 


y-1 


= 
x2 y 
(4)0 (B1 (O2 (D)3 (E)4 


E20) Encontre x e y, sabendo que x + y = 5e x? + у? = 17 


E21) Resolver o sistema 
х? + y?=25 
3x-y=5 

E22) Resolver o sistema 


UU 


E23) Resolver o sistema 
х? - 2у? = 1 
х? + 4у? = 25 
E24) Resolver o sistema 
x? -ү2-0 
х+у=1 
E25) Resolver o sistema formado pelas equações 3 + E =13 е 1 ET 
y ху 


E26) Dois números positivos são tais que seu produto, sua soma e sua diferença de quadr ados 
são iguais. Encontre o produto desses números, 


E27) O comprimento de um jardim retangular é 3 metros a mai del 
LE s que a largura. Se a áre 
jardim é 36 mê, qual equação poderia ser usada para encontrar as Ши jardim? 


(А) х2+3х+36 =0 (В) х2-3х+36 =0 (С)х2-3х-36-0 (D) х2+3х-36 =0 (E) x2-36 = 0 


—G 
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2 
$98) Encontre os pontos de intersegáo de (0+3) _(х-2ў -]ex- —10(y +3) +2 


4 25 


$99) CN 89 - Resolvendo-se o sistema: 
[yz = %⁄4 


Xy Y-2= 4424 
хум = 16/24, 


x+y+2z 
х.у.2 4 
(А) 214 (B)35/8 (С) 35/16 (D) 105/16 (Е) 105/32 | 


tem-se que é igual a: 


E30) Determine a soma das raízes do sistema 
х2 + у? = 20 
xy -6 


():2 (B) £2/5 (С) +4/2 (D)+3/2 (E) 443 


E31) CEFET 98 


Seja a fração p/t, onde p +t = 3 e p.t = 5. Que número devemos adicionar aos termos da 
fracáo para encontrarmos o inverso do seu quadrado? 


E32) CEFET 2001 
+y) xy! . 

Sobre o conjunto verdade da equação | Z+) = 222 no universo dos números reais, 
ху ху 

Podemos afirmar que: 

(A) é infinito (B) é vazio 

(C) é unitário (D) contém números positivos 


(E) contém dízimas periódicas 


E33) (*) CN 78 - Na solução do sistema 


[DO + зкуз «ante + 2у2 
20 dy + 9y2 = 2. y2 


e ЯГ : 
"contramos, para x e y, valores tais que x + y € igual a: 


^ (2 (01 (D 5 (E)-3 


E34) (*) CN 81 
2 
* IX =2, х?2? -3 6 zy = x , o produto dos valores de x nesse sistema é: 
* жур x +2 zZ +y 
(A) 1 


5 (B)-24 (c)-32 (D)25 (E)34 
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E35) CN 83 - O maior valor de y na solução do sistema 


Ух +3/y =3 
Vx +3/y? =5 


(A)! (B)16 (C)32 (D)64 (E) 128 


é: 


E36) CN 84 - No sistema 


x3 - 3x2y + 3xy? - y? = 8 
(x? - y?) (х? - 2xy + y”) = 12 


a soma dos valores de x e y é: 
(4) 1 (В) 34 (023 (D)43 (8) 3/2 
E37) CN 87 - O sistema 


{ x? – J 5x = 8000 
0,001x — y = 5000 


(A) tem apenas uma solução (x, y), х<0 e y«0. 
(B) tem apenas uma solução (x, y), x>0 e y«0. 
(C) tem apenas uma solução (x, y), х<0 e у>0. 
(D) tem duas soluções 

(E) nào tem soluções 


E38) CN 88 - Sobre o sistema: 
[ x? +4у =7/6 


x“ – y 21136 


роде-ѕе afirmar que: 


(A) é impossível (В) é indeterminado (C)x-1/2 (D) x= 5 (E) y = 1/16 


CONTINUA NO VOLUME 2: 90 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


E1) (D) E) eft + е y ge ЕЗ) (В) 

E5) (B) Еб) (D) E7) (D) ES) (C) E9) (D) 

E10) (A) El)3ou9 Е19)9 E13) 6 E14) 2ab = b? - c? 
Е15) 2 E16) 35/18 El7)8ou-9 E18) (С) E19) (C) 

E20) (1, 4) ou (4, 1) E21) (0, -5) ou (3, 4) 

E22) (4, 2) ou (-4, -2) E23) S = ((3, 2), (3, -2), (-3, 2), (-3, -2)) 
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EA OA MO MEE 25 ou 2-45 
no) E28) Náo se intersectam E29) (E) E30) (C) 
FT: E32) (B) E33) (B) E34) (B) E35) (C) 


resoluções de exercícios selecionados 


E) (*) Resolver 
E dad 


x жу a 
EU 
y ху Б 
Solução: 


Muitas vezes substituições facilitam contas. Faremos uma substituição que irá eliminar os 
denominadores das equações originais, apesar de não evita-los totalmente: 

lx7 m, l/y = n, l/a = p, 1Ь = q 

Ficamos entáo com o sistema: 

ш?+ mn = p? 

125 mn = q? 

Subtraindo as equacóes: 

m-n? = P? - q”, ou seja | 
n nm - n) = p? - q? (1) 

Somando as equações: 

m° + 2mn + n? = р? + q? 


Mp2 man /р +2 0) 


Usando. essas duas novas equações (1) e (2), somamos para encontrar m, e subtraímos para 


2 
m= S QN e n- q 

Үр? egi | РТ: 
Agora Substituímos de volta os valores de х, y, a e b, ficando com: 


Resposta; da +b e yum la +b? 
a 


E) зь 
Jam X, y e z, números reais que satisfazem ás seguintes equações: 


| 
X4 1 25 

— Án ] — 1 1 2- у 

x^3 PI аж =>: Calcule 2-2 
Mu, O2 (O2 (D)-3 (718 


ху, + | cando as equacóes por yz, xz e xy, respectivamente, ficamos com: 
0, tegund Xyz +] = -xz/15; xyz + 1 = xy/3 
E жа, Membros 840 todos iguais a xyz + 1. Igualando 08 segundos membros e ajustando 


— Эн 
l 3 igualando os denominadores, temos 


f 
1 
24 
z Ë 
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DAS LUE , dividindo todos por xyz е eliminando o denominador 15: 
15 15 15 
scho agora chamemos essas frações de 1/k, ficamos com: 


— = — Z — 3) 


x y zZ 
x = ЗК, y =-k, z = 5k 
а= у SEPA 23 


x-z 3k-5k 


Sendo аѕѕіт, о que o problema pede, 
Resposta: (D) 


E8) A média de trés nümeros inteiros positivos é 5, e a média dos ds inversos é 17/72. Se o 
produto desses números é 96, qual é a soma dos dois menores números! 


(45 (B6 (O7 (0)8 (B9 

Solução: 

Chamemos os números de a, b e c. Das informações dadas pelo problema, ficamos com: 
atb+c=15 

abc = 96 

1а + 1/b + 1/c = 17/24 Ə (bc + ac + ab)/abc = 17/24 > bc + ac + ab = 68 

Na terceira equação fazemos bc = 96/a e (b + c) = (15 — a), ficando com: 

96/a + a(15 — a) = 68 

a? — 15a? + 68a - 96 = 0 

Observe que como será ensinado no capítulo 21, em uma equação polinomial com coeficiente 
do termo maior grau igual a 1, os coeficientes seguintes 840, a menos se sinais alternados, a 
soma das raízes (15), a soma dos produtos tomados dois a dois (no terceiro grau) (68) e o 
produto das raízes. No caso, as raizes da equação são os números a, b e c procurados. Temos 
então que resolver a equação do terceiro grau: 

ad – 15a? + 68a – 96 = 0 

Existe uma fórmula geral para isso mas na prática não é usada, é muito complexa. O mais fácil 
é encontrar pelo menos uma raiz, e então reduzir a uma equação do segundo grau. De acordo 
com o teorema das raízes racionais, esta raiz é um divisor de 96. Temos que testar se números 
como 2, -2, 3, -3, 4, —4, etc. são raízes. Acredite que isto é mais fácil que usar a fórmula geral 
do 3º grau. Os números 2 e -2 não são raízes. Testemos a=3: 

27-135-204-96-0! 

Então 3 é raiz façamos então a divisão da equação por a - 3: 

(a3 – 15a? + 68a — 96) : (a - 3) = a? - 12а + 32 

Então a equação pode ser fatorada como: 

(a - 3)(a2 - 12а + 32) = 0 

As raízes do trinômio do 2° grau são 4 e 8. Portanto as raízes da equação do 3º grau são: 

3, 4, e 8. Esses são os três números procurados. Os dois menores são 3 e 4, cuja soma é 7. 


Resposta: (C) 


E12) Quantos cubos perfeitos maiores que 1 são divisores de 99? 
Solução: | 
99 = (339 = 939 = 927, 
O único fator primo deste número é 3. Para form 
que escolher uma potência para este fator 
portanto: 
1, 33, 36, 39, 312 315, 318, 321, 324 e 327 
Como o problema pede os maior 

ыг es que 1, tem ivi 4 1 
шог. аон а ын | os 9 divisores. Nào devemos considerar 08 


Resposta: 9 


ar um divisor que seja cubo perfeito, temos 
que seja um múltiplo de 3. Esses divisores sáo 
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capítulo 


50) Resolvendo-se o sistema: 
-8 
yz = 04 


хуу? „5% 
хума „162 


+y+Z 3, 1 
тве que x*y** é igual a: 
х.у.2 


л) 204 (В) 358 (С) 35/16 (0) 105/16 (Е) 105/32 


Solugáo: 


Note que os primeiros membros seguem uma lógica. É como se fossem o produto x.y.z | 
faltando um fator Vx, ly e 42. Para descobrir o valor de x.y.z, vamos multiplicar as 


equações membro a membro. 


oot - (5 > а= 160 


Ён) $a 15.3. 2316.23 ,-4 
3 87 8 9 3 9 


x 
(5) 422 1223 yo 3 6.22», 8 
dy 3 42 4-29 3 9 
(oz) 1642 27 27 16 3 9 
zu cud isla, MEN РЕС. M — —— LA sas 
л 27 1642 7 1642 9 42 2 
Usando esses valores de x, y e z, ficamos com: 

„Ж, 
Ху+г 9 9 2 105 
чч 16 32 
Resposta: (E) 


E33) CN 78 - Na solugáo do sistema 


К+ Sy + 3xy2 + y3 = 9x2 + y + ду? 
X - 4ху + 2y2 = x2 _ y2 


encon 
105, para x e y, valores tais que x + y é igual a: 


(A 
LE (O1 (D)5 (Е)-3 


a Väo; 
bus 

дао (x+y) = 2. (x «y? 3 х+у=0оцх+у= 2 

оир ЁК y) (+ ус y) Э x у = 0ou2(x -y) ex + y 

a) x+, 9 as soluções individuais: 


Мау 0ех-у=0 9 х=0еу=0 
Эх-усу 2 Х-у-0ОЖх-Оеу-0 
Оху 9 Х-у=0 9 x-ley-l 
ex-y=] Э x = 3⁄2 e y = 1⁄2 


593 
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A solução (B) não é a única, nem o enunciado afirma isso, mas € verdadeira, as soluções dos 


casos (c) e (d) são tais que x + y = 2. 


Resposta: (B) 
2,2 2.3 2,2 : 
E34) Se Xy 2.9, Х2 se 2X -y,oproduto dos valores de x nesse sistema ё: 
x° + y! x +2? z + y 

(A) -1,5 (B)-24 (C)-32 (0) 2,5 (E) 34 

Solução: 

As equações ficam mais fáceis se forem invertidas: 

Jod LL dod [o doof 

l у 2 x" 2 3 2 yu 


Somando as duas primeiras: 
2 l Luiz e usando a terceira, ficamos com: 


—+—=— +—, 
у z 2.3 
2 1 - 5 , eliminando os denominadores: 
> x 6 


5х2-6х-12-8 
O produto dos valores possíveis de х é o produto das raízes desta equação, -12/5 = -24. 


Resposta: (B) 


KC-390, da Embraer 


Alunos da EPCAr 


——-—— 94 
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педиас̧ӧеѕ do segundo 
grau. 


Cuidado com o sinal 


As inequações são relações entre duas expressões, envolvendo sinais #, <, >, €, ou >. Todas 
essas relações são chamadas de “desigualdades”. A técnica para resolução de uma inequação 
com # é exatamente a mesma usada nas equações, apenas usam o sinal # ou invés de =. Já as 
inequações com sinais de <, >, S, ou 2 requerem um cuidado adicional: o sentido da 
desigualdade é invertido quando ambos os membros são multiplicados por uma quantidade 
negativa. 


Exemplo: -3 > —7 
3<7 


Exemplo: x2 > 3x 
x>3 (ERRADO: tem certeza de que x é positivo?) 


Isto deve ser levado em conta, por exemplo, na eliminacáo de denominadores. O caso fica 

ша "pin ado quando náo sabemos se O valor que estamos multiplicando é positivo 

їг. o. | preciso resolver tais inequacóes sem realizar operacóes como multiplicacáo por 
gativos. Felizmente Һа como resolver as inequacóes sem o uso desta operacáo. 


In 5 T 
o, Mação com trinómio do segundo grau 
ро mais b 


tinômio "s ásico de inequacáo do 2? grau é a que tem zero no segundo membro, e um 


grau no 19 membro. Exemplo: 


2 
x `Sx+6<0 


А soluçáo 
m, 


desse Чро de inequacáo é muito fácil. Vimos no capítulo 13 que um trinómio do 2° 


Bray te 
аг, e A 
Рага valores de х entre as raízes, o sinal contrário ao do coeficiente a. 


| 
| 
í 


ЕЕРЕЕ 


N 5 En uM ALS na ND agi: жайса 


La ctam amana, Rte се a to 


——— 


[mem 
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Observe que o valor do trinómio tem sinais 
diferentes, para х compreendido entre i 
raízes, e para x fora do intervalo entre as 
raízes. Quando o coeficiente de x? ё positivo, 
o trinómio é negativo entre as raízes, e 
positivo fora das raízes. Quando o coeficiente 
de x? é negativo, a concavidade fica voltada 
para baixo, e o trinómio é positivo entre as 
raízes. А regra geral é a seguinte: 


Entre as raízes, o trinómio tem о sinal 
contrário ao de a. 


Sa 
LA 


Todas as bancas examinadoras gostam de usar questões sobre inequações 


O trinómio do nosso exemplo, x? — 5x + 6, será portanto negativo para x compreendido entre 
as raízes, que sáo 2 e 3. Logo, a solugáo da inequação x? — 5x + 6 < 0 é: 


S = (2, 3), ou seja, o intervalo compreendido entre suas raízes. 


As raízes 840 os valores de x para os quais o trinómio troca de sinal. Quando um trinómio do 
2? grau náo tem raízes (A<0), nào trocará de sinal, ou seja, será sempre positivo ou sempre 
negativo. Isto dependerá do sinal de a. Se a>0, o trinómio será sempre positivo, e se а<0, o 
trinômio será sempre negativo. No caso de A=0, o trinómio será positivo quando а>0 е 
negativo quando а<0, exceto para о caso em que x é igual à raiz do trinómio, caso com que 
seu valor é zero. 


— | 


Scanned by CamScanner 


£ 
UA 17 - Inequacóes do segundo grau 


па inedia а 
Quando 3-0, o trinómio náo tem 

"Y AS Falzes, portanto nunca muda de 

2 ax sinal, é Sempre positivo ou sempre 

Negativo, Tudo depende entáo do 

sinal de a. Se 0, o trinômio é 

Sempre positivo, se а<0, o trinómio 


Quando 4-0, o trinómio tem uma 
4-0 raiz dupla хү. Para este único valor 
AER Хү, O trinómio será zero, para todos 
Ú 9s outros valores, o trinómio será 
sempre positivo (se a>0) ou sempre 
negativo (se a<0) 
xi 


Sendo assim, resolver uma inequacáo do segundo grau envolve o estudo da variacáo de sinal 
do trinómio, о que está diretamente relacionado com o seu A. 


08 gráficos abaixo mostram o comportamento do sinal do trin 
consequência, da solução da inequação do 2º 
trinômio tem duas raízes distintas, x, e хо. 


ômio do segundo grau (e em 
grau) para o caso em que A>0, ou seja, o 


O trinómio terá sempre o sinal contrário ao do coeficiente a, para x ш е 
Res Х| e xo, e terá o mesmo sinal de a, para x compreendido fora do intervalo en 


"izes, Escrevendo de forma algébrica. Veja as explicações abaixo e olhe as figuras acima: 


Pa bec ADO, raízes хү e Хо: 
Y <0 para x, < x < xo (x € (xi x9)) ( 
y > 0 para x «xj ou x > xo (x € (—00, xi) У (x> 00) 


o intervalo aberto, de хү a хо) 


a 
оэ Y? 0 para x, < x < x; (x € (xi, x2)) 


Y 0 para x < xy ou x > xo (x € (—00, xi) У (ко 00)) 


Ex 
tn plo: Х2-8х-15-«0 
Омо Xi 73e x, = 5 

Omio será negativo entre as raízes 


Resposta: 8-0, 5) 


L 


Scanned by CamScanner 


ins. | 


ALGEBRA 


Todos eles precisam dominar inequações 


Exercícios 

E1) Resolver as seguintes inequações do 2º grau 
a)()x2+3x+220 0х2-10х-3950 k)x2+x+120 
b) x? - 10x + 16 «0 g) х2+ 7x - 302 0 i) x2 + 4x + 100 > 0 
c) x - 6x + 40 > 0 h) x2 + 14x + 48 > 0 т) 2x2 + 5x-7 20 
d) x2- 2x- 80 <0 )х245Х-3650 n) 10х2 + 7x * 1 «0 
e)xà - 4x- 1220 jx? + 2x-63«0 o) 10x? + x + 10« 0 


Inequacáo fracionária 
As equações fracionárias são resolvidas mediante a eliminação de denominadores. Com as 
inequacóes náo podemos fazer isso, pois a eliminação de denominadores pode afetar o sinal 


da desigualdade. 


Exemplo: 
3 1 21 > &1-(-2)2(x-1x-2) 9 х? -3х+2-1=0 > х? -3х+1=0 


х-2 х-1 


, 3549-4 3145 
UE EC 


Já na inequacáo do 2? grau, a eliminacáo de denominadores nào pode ser feita, pois afeta O 


sinal. Devemos manter os denominadores e chagar na forma ШОРТ (ou outro sinal de 
D(x) 


igualdade, como >, $ ou 2). 


Exemplo: 


x-2 „ (*—1(х-2) 
) 


-1 
(x-2Xx-1) (x-1Xx-2 (х-1Хх-2) 


| 
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b r-2-6- 0r 6-2 
5 X (x - 1-2) 


( numerador é um trinómio do 2? grau com A>0, a>0, e tem como raízes 3545 Como 4/5 
"d 


vale aproximadamente 2.2, tais raízes sáo aproximadamente 0,4 e 2,6 


3-45 
45 1 9 345 
2 2 
TY 
seguir montamos uma tabela em que as linhas representam os fatores da inequação, sendo 


uma para cad 
шээж Чэ ян do segundo grau e uma para cada fator do primeiro grau. Fazemos 
verticais sob cada valor crítico (no caso, as raízes do termo de 2? grau e as 


raizes dos termos de 1? grau). 


3-45 1 9 34 45 
2 2 


(as 


“0” os valores que anulam a inequacáo 
am o denominador. 


Note 

ue na li 

i ER dna “resultado”, marcamos com 
erador) e com “x” os valores proibidos, que anul 

ada fator, em cada intervalo 

tivo entre as raízes € positivo 

contrário. O fator 


ositivo ou negativo, de c 
erador será nega 
ara x > 1 e negativo em caso 


А Partir dai 

iier, b PaArCammOS o sinal, p 

E ше i iare uni o trinómio do num 
"2 será Bon o. O fator x - 1 será positivo p 

0 num vo para x > 2 e negativo caso contrário. 

e 

> sud Pi negativo entre essas duas raízes, i 

tey А poluse x. O denominador tem dois “valores proibidos , qU 

lici 9 Para x<2 para х>1 e negativo par? x«l, 0 segundo fator se 
“almente mar . De posse desses valores, construímos um qua 

camos, em ordem crescente, esses valores críticos: 


nulo para essas raízes e positivo para 
e são 1 e 2. O primeiro 


rá positivo para x>2 e 


dro de variação de sinal. 
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3-45 1 9 3+5 


Lembrando que sinais negativos contados um nümero ímpar de vezes, resultam em um valor 
negativo, e contados um número par de vezes, resultam em um valor positivo. A inequação 
resolvida por intermédio deste quadro é: 


Al 
(х-1Хх-2) 
Para que a fração seja menor que zero, os valores de х devem pertencer os intervalos que, 
reunidos, resultam no seguinte conjunto solucáo: 


gat 355 Mox 3445, 


2 2 
Exercícios 
E2) Resolver as inequações 
2 = 
4x 43 3х-1 f 2 ы 2 
ш з 4 Яс x-3 x45 
5 2522-21-25: dci. 
1-х x-1 5-х 
2 2 2. 
7x* — 22x 29 | h) E +: 
4x? -3x-45 X +5 
2 - 
d) A R3 6 090) 2X 23 1 
x х-3 x+] 
e) 1 *16 «6 )3:1,х33 
х+3 x-3 x«l 


Outras inequacóes 


As inequações do 1º e do 2º graus não são as únicas existentes. Podem surgir inequações com 
outras formas algébricas, como módulos, raízes e exponenciais. Uma raiz de índice par tem 
sempre valor positivo, entretanto é preciso obrigar que o radicando seja positivo ou nulo, O 
que resulta em uma inequação à parte, e deve ser feita a interseção do seu conjunto solução 
com a inequação resultante de forçar o radicando a ser positivo. Exponenciais são sempre 
positivas, portanto sào menos problemáticas. Nào existe um método geral para resolver 
inequações com expressões algébricas genéricas, é preciso realizar as operações algébricas 
apresentadas até chegar a uma forma simples que permita chegar à solução. 


—afl 
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om módulo 


módulos complicam equacóes e inequacóes, pois para resolvé-las é preciso 
o que pode ser muito trabalhoso, pois sabemos que |х| pode valer x 


ou =X, dependendo do sinal de x. 


equação c 


Expressões com 
«eliminar OS módulos”, 


Exemplo: Resolver | х2-4| «6 


Via de regra, um módulo requer duas hipóteses: conteüdo positivo e conteüdo negativo. Nesse 
caso, se tivermos x? — 4 positivo podemos substituir sem módulo por ele próprio, já que o 
módulo de um nümero positivo é o próprio nümero. 

(х2 — 4). Sendo assim, temos 


Por outro lado, se tivermos x? — 4, negativo, seu módulo será — 


dois casos: 


a) x? - 4» 0. 
alores de x tornam essa expressão positiva. Para isto, 


Inicialmente devemos determinar quais v 
2 _ 4 > 0. Podemos incluir aqui, os valores que tornam a expressao 
façamos entáo x2 — 4 > 0. Tal expressáo é um trinómio 


as raízes (^2 e -2). Incluindo as raízes nesta regra, 
(—00,-2] U [2, 00), e para tais valores de x, 


ente a este conjunto, a inequação fica reduzida 


resolvemos a inequacáo x 
nula, pois o módulo de zero vale zero, 
do 2 grau, que será positivo entre 
consideramos entáo como primeiro intervalo, 
бар |x? — 4| = x2 — 4. Portanto para х pertenc 


X -4«6 
X -10«0 


]vemos agora esta inequação. O primeiro membro é 


22 юм o módulo eliminado, reso ai | 
| Omio do 2º grau, com a>0, e raízes — 10 e Д0 . О trinómio será negativo entre as 

ыг OU seja, no intervalo (— Ло, Ло ). Note que os extremos do intervalo não satisfazem, | 
ie *quacáo exige que o trinómio seja menor que zero. Agora devemos fazer a interseção | 
solução provisória com (—00,-2] У [2, о), resultando em Sl = (-410 ,-2] Ç [2, J10 ). ! 


Ц.ЭРРТ 


ara ү ‹ 2 
"lores de х que tornam esta expressáo negativa, temos |x? - 4| = [e = 4) 


xà 
| -4 se 
k rá negativo se хє(-2, 2). Nesse caso teremos: 

É | 


E 
14 | 
PE 
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-х2+4<6 
-х2-9<0 


A expressão -x? - 2 será sempre negativa. É fácil ver que como x? é sempre positivo, -x? — 9 
será sempre negativo. Outra forma de ver isto é que trata-se de um trinómio do 2? grau com A 
negativo, portanto terá sempre o sinal de a (negativo). 


Portanto, o conjunto solugáo desta inequacáo é R, mas é preciso fazer sua intersecáo com a 
condicáo quer permitiu eliminar o módulo, que nesse caso é x € (-2, 2). Devemos então fazer а 
intersecáo de R com este conjunto, resultando em S2 = (-2, 2). 


Finalmente, fazemos a união dos conjuntos solução S1 e 52, resultante do desmembramento 


do módulo: 
S=SIUS2=((-V10,-2]U [2, J10)) o (-2, 2) = (- V10, 10) 
Resposta: 5 = (-410,-10) 


Inequacáo com exponencial 


A ideia é bastante simples. Partimos de uma inequação exponencial, ou seja, com incógnita no 
expoente, como 


2* «8 


Devemos exprimir os números que nào sáo exponenciais, na forma de uma exponencial, 


como: 
эх « 93 

Podemos agora converter a inequação para 

x«3. 

Esta conversão é válida porque a base da exponencial é maior que 1. Generalizando, temos: 
ах < ау Э x < y, desde que tenhamos 271. 

Se tivermos a base entre 0 e 1, a conversáo correta seria: 

ах < ay ® х > y, desde que tenhamos 0<a<1. 


25 pa 
Exemplo: Resolver 27-53 f <16 


Vamos exprimir 16 como 2^, ficando com: 
2* -x-2 < 24 


Como em uma exponencial com base maior que 1, quanto maior é o expoente, maior é 
valor, e vice-versa, temos: 

x?-x-2«4 

x?-x-6«0 


o seu 


— st 
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v 


“cap 


0 ginómio S 


| 


erá negativo para x compreendido entre as raízes, que sáo -2 e 3, ! | i 
1 
.. «х «3 | 
osta: | 


pxercícios _ 

Resolver as inequações 
P ppe- sx +61 512 е) () Ix? * x € 1| S [x2 2x — 3| 
| NE 
x+6 х-4 


02-4 x^42 х 
011) ss" 9) 0) B > 15) 
? 2 125 


EE 


FE UE PT, hb xe la 
х-2 x 


Exercícios de revisáo 
Е) Encontre um valor náo nulo para c tal que o intervalo aberto (-3c, c) seja solugáo da 


inequação x? + 2cx — 6c « 0. 


E5) Juquinha toma uma peça de arame com 12 dm e o dobra em duas partes, uma com 
medida x e outra com medida 12 — x. A seguir dobra as duas pegas de arame para formar dois 


quadrados. Encontre os valores de x tais que a soma das áreas dos dois quadrados seja menor 
2 
que 5 dm”. 


(4) 0,4) U (8, co) (В) (4,8) (С) (4,6) 0) (5,8) (E) (5, 12) 


E6) Resolver x? -1«13x —13. 
(A) 45х«3 (B x«-4oul«x«3 (C)x<-3 (D)-4<x<loux>3 (E)x«3 


E7) Se x é um número inteiro, encontre a soma de todos os valores distintos de x tal que: 
&-IP(x- 4).(x +2) «0 
44 B5 (06 (D)7 (E9 
E8) Resolver x +x-12<-6 
E9) Resolver x2-7x+12<0 
(A) (.. 
Ba G5 (96-49 0 =) DOI 


E10) (x 
E (*) Resolver a inequação (2x — 1р <9 
50 BE (0) (ouge) 0) (0-9) (51-13 


"c 1+4x-x? : 
н. От subconjunto do conjunto solugáo da inequagáo Гү) >0é: 
(A) (x j 
D) Bs diei (B) (xeR | x<2) (C) (xeR | x«0) 
a CM (B) [xeR | 16848) 
2) Resolver х3 4 x ox » 7 


"La 14 
Ww 5 172! 
OR AM i 

21 
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E13) Resolver х(х * 7) 2 -12 


(А) [-3,00) (В) (-00,-4] (С) (—00,-4] ou [-3,00) (0) M, -3l 
Е14) Resolver x? 2 x + 6 
(А) (-ө-298,6) (В) [23] (О(-өюг8мре) (0)(-0/-906) (E) (2,3) 


E15) Resolver x? + 6x - 1620 
E16) Quantas soluções tem a inequação |x? + 1| «0? 
E17) Resolver x* + x? - 6x2 < 0 


E18) Se (x + 1)? é maior que (5x - 1) e menor que (7x - 3), encontre o menor valor inteiro 
possível para x. 


E19) Determine a intersecáo das solugóes de x? - 3x + 2 « 0 e x? - 3x/2 « 0. 
E20) Resolver 2x? + 5x -32 0 
E21) Qual o menor valor de x para o qual nào seja válida a relacáo |x2- 8x| > (x + 4?? 


E22) Resolver x? + 1 2 x? + x 


E23) (*) Resolver 41-23 «2 


E24) Resolver 3 goo 
х-4 х-6 


E25) O conjunto S, solugáo de (x - 3)? 50, é: 

(А) (xeR |x>3) (B) (xeR | x<3} (C) (xeR | xs3) (D) (3) (E R - (3) 
2x-3 

х? - 10x +25 

(А) x<32 (В) 3/2<х<5 (C)x25 (D)x<5 (E)x-10 


E26) Para que a fração seja negativa, é necessário que: 


E27) CN 89 
O maior valor inteiro que verifica a inequação х.х + 1).(x — 4) < 2.(x — 4) é: 


(A)1 (B) negativo (C) par positivo (0) ímpar maior que 4 (E) primo 


E28) CEFETO 2001 
Calcule a soma dos valores inteiros de x que satisfazem à inequação (x - 5)(2х + 1) 50 


E29) CEFET 2010 


A soma dos números inteiros que satisfazem а inequacào — x? + 21x 32 0 é: 


(93 (B4 (O5 (D)6 


Scanned by CamScanner 


" 


ү 
k ий 


capítulo 17 - Inequacóes do Segundo grau 


605 
$30) () CN 75 - Resolver a inequacáo (x = ly. Хо 4х-4 9 


2 2 
CX *tx-] 


pst M mor 5 ГЭ ТЭД 
E31) CN 76 - Resolver a inequacáo x +5х+16 
х= 5х+4 


" impossível (В) qualquer x rea] (C) x«2 (D) 1«x«4 (E) x>3 


E32) CN 78 
A soma dos valores inteiros e Positivos de x 


que satisfazem a inequação : 
сх +4х+7 das 
-x +3x+4 
(08 (8)10 (O6 (D (ум 
E33) CN 80 
Um exercício sobre inequações tem como resposta (xeR | x < -1 ou 0 < x < 5). O exercício 
pode ser: 
2-4х-5 
(A) — (В) Er +4х+5х)>0 (С) (e -4x -5x)> 0 
1 E 
(D) — — —— 20 —- > 
-x +4x2 +5х ) casu 


E34) CN 83 - A soma dos valores inteiros 
EE 

M! Bs (сув (nes (52 
E35) CN 84 


À soma dos valores inteiros de x, no intervalo -10 « x « 10, e que satisfazem a inequacáo 


| 
C +4х +4 +1) Sx2-4 é: 1 
8)42 (B)54 (C)-54 (D)-42 (E)-44 : 


que satisfazem a inequação abaixo é: 


E36) CN 85 - Dois lados de um triângulo são iguais a 4 cm e 6 cm. O terceiro lado é um 
Número inteiro expresso por x2 + 1. O seu perímetro é: 


OBS; A Condição de existência de um triângulo exige que cada lado seja menor que a soma e maior que a diferença 
dos Outros dois, 


(A) 13 em (B)l4cm (C)15cm (D)16cm (E)20cm 


JSx-9 

Não tem solução 

(c ал Solução contida no 42 quadrante 

(D) é m" Solução que contém o 22 quadrante T 

(b Satisfeito apenas por um ponto no plano cartesian 
em Solução apenas para y22 


(A) 


Ea SS tc E 
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E38) CN 86 | 
O intervalo solução da inequação (x + 3)(x + 2)(x - 3) > (x + 2)(x — 1)(х + 4) é: 


(A) (4-1 B (24) (O) ex (D) (36) Е) C12) 
E39) Colégio Naval 2015 


(5x — 40) 


< 0. Sendo assim, 
х? - 10x +21 


Seja S a soma dos valores inteiros que satisfazem a inequacáo 


pode-se afirmar que: 


A) S é um nümero divisivel por 7. 
B) 5 é um nümero primo. 

C) S? é divisível por 5. 

D) JS é um número racional. 

E) 3S + 1 é um número ímpar. 


CONTINUA NO VOLUME 2: 80 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) a)xs-2oux2-1 f)-3sxs 13 k)S=R 
b)2<x<8 g)x<-100ux>3 )S=R 
c)S=R h)x<-8oux>-6 m)x <-7/2оих > 1 
d) -B8« x « 10 )-95х54 n)-5«x«-2 
e)x s-20ux26 )-9<x<7 0)8-0 
E2) а)х <-3⁄4 ou x > 3 e) x < -3 ou x 2 -2/5 i -3-2/3 € x «-1 ou 
b)O«x«1 f)-5«x S-10ux»3 —-3+2./3<х<3 
c)-3«x«00u5/A«x«163 0)х<0ои0<х<5 )x<-10ux>3 
d)0<x<10ux>5 h)-2<x<2 
ЕЗ) а)-1<х<6 e) -2 < x S 1/2 ou x 2 4. 
b)x>0 fx<-Gou-1Sx<40ux2>6 
c)xs1oux22 glisxs2 
d)1<x<20ux>3 h)xs0 
Fj) c - 2 E5) (8) E6) (B) E7) (B) E8) S = (-3, 2) 
E9) (B) E10) (E) E11) (D) E12) [-2, 0] U [1 ,00) 
Е13) (C) El4) (A) El5) x S-8oux 22 E16) Nenhuma 
El7) x *-3ou0 «x «2 E18) 3 E19) 1 «x < 3/2 
E20) x S -3 ou x 2 Йй E21) -1 E22) x 2 -1 
E23) -J2-1«x « 42 +1 E24) -6 «x S 1/4 ou x > 4 E25) (D) 


 —- 
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896) (А) E27) (E) 3, x«-2 ou 1«x«4 E28) 10 E29) (D) 
ЕЗ0) (F) куш) E32) (С) E33) (А) E34) (E) 
иу BOO ГН 

ЕЗ9) (В) 


Resoluções selecionadas 


El a) (*)x2+3x+2 0 
É sempre bom fazer o esboço do gráfico. 


Solução: 
O trinómio tem a>0, então é negativo entre as raízes, 
positivo “fora” das raízes 


Raizes: -1 e -2 
+ + Positivo para x S -2 e para x 2 -1 
-2 Л Resposta: x < -2 ou x 2 -1 


2 — 
E2 a) (*) x +3 3x ls 


3 4 
Solução 2. š = 
Como todos os denominadores são valores positivos, podemos eliminá-los sem alterar o sin 
de desigualdade. 


+3 3-1. 2 

A ^ ha 
402+ 19 9x + 3 > 24 => Ax? -9x - 9 > 0 
Raízes: 
4х9 = 36 (produto) 
9 = diferença, menor leva o sinal do meio | 
Зе 12,3 ficará negativo, dividindo novamente por 4: 
-3⁄4 e 124 = 3 
Raízes: -3/4 e 3. Positivo “fora” das raízes 

posta: х < -3/4 ou x > 3 


Sugo: a 
uma inequaçáo fracionária, os denominadore 
comprometer o sinal de desigualdade, denominadores deve 


4 imi sob pena de 
s náo podem ser eliminados pe 
m ser mantidos. 


ea di, 54 —<0 

o х-| х-1 x-l 

Х-1 

ХА Scl. 29 ә 3x <0? eme d 

22 ie do numerador e do denominador: 


Devemos agora fazer o quadro de variação de sinal 
do numerador : 0 
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Raiz do denominador: 1 
Façamos o quadro de variação de sinal da fração: 
0 1 


88-28 AR нада PEC 
NC NUN ийси ЕКШ 


Para que a fração seja negativa devemos ter 0 < x «1 
Resposta: 0 < x < 1 


O numerador é positivo para x > 0, zero 
para x = 0. O denominador é positivo para 
x > l, e negativo caso contrário, sendo 
proibido o valor x = 1, pois anula o 
denominador. 


E2 i) 2x cx 


х-3 x+1 
Solução: 
2 sigo | 2x x „лу 20325 (82-43) co 
x-3 x«l x-Y Va (с-3Хх-1) (2-3Хх41) 
х * 6x -3 


2 7 <Q. As raízes do numerador e denominador são: 

(x-3Yx1) 

Numerador: -3+24/3, que são aproximadamente –6,4 e 0,4 

Denominador: 3 e -1 

Fagamos o quadro de variacáo de sinal, marcando esses pontos em ordem crescente: 


230941 14 -34243 3 


+ 


Os valores que апшат o denominador são suas raízes -3+2/3. 0 — 1 e 3 são valores 
proibidos, pois anulam o denominador. Um valor de x que anula ambos, numerador e 
denominador, também é “proibido”, já que nào podemos ter 0/0 — náo é permitido fazer 
simplificações em inequações, a menos que seja marcado aquele valor anulador como restricáo 
- n&o é o caso deste exemplo. É fundamental que todos esses pontos críticos sejam colocados 
em ordem crescente, caso contrário os intervalos ficaráo errados. Vemos que os intervalos que 
atendem à inequacáo (fracáo menor ou igual a zero) são: -3-2/3«х«-1 e 
-34243 € x «3 


Resposta: -3-243 € x e-1 ou 244224343 


E3 a) |x?- 5x * 6| < 12 
Solugáo 
Antes de resolver, é interessante visualizar втай 


camente o que ocorr ioualdade, 
que pode ser representada pela figura abaixo. Ч е com esta desigu 


Mi rc e l = 
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О primeiro membro da desigualdade é o módulo de uma parábola. O gráfico da parábola tem 
valores de x negativos entre as raízes, e positivo “fora” das raízes. Quando usamos o módulo, a 
parte negativa torna-se positiva, o que equivale a rebater esta parte negativa, verticalmente, 
como vemos na figura acima. A inequação quer que este módulo seja menor que 12. Supondo 
que a reta horizontal acima seja y = 12, o que devemos fazer é exatamente encontrar para 
quais valores de x o gráfico da parábola fica abaixo da reta. 

Façamos a resolução sem usar a figura, mas olhar a figura é sempre bom para melhorar nosso 
entendimento. 

A expressão que está dentro do módulo pode ser positiva ou negativa. Vamos determinar 
inicialmente para que valores esta expressão é positiva, então: 

x2-5x+620 

A solução desta inequação do 2º grau é o conjunto dos valores que estão fora do intervalo 
entre as raízes, que são 2 e 3. A solução é portanto x S 2 ou x > 3. Para esses valores de x, o 
módulo é o próprio valor da expressáo, entáo podemos eliminar o sinal de módulo: 
Xi-5x +6 < 19 .x?- 5x -6«0 39 -1<x<6 

Devemos fazer a intersecáo deste intervalo, com o intervalo que torna o módulo positivo, ou 
seja, x < 2 ou x > 3. Esta interseção será -1 < x 5 2 ou 3 < x < 6 

De fato, olhando para o gráfico, os pontos -1 e 6 sáo os valores de x nos quais a reta y = 12 
corta a parábola. Entáo a parábola estará abaixo da reta entre —1 e 2 e entre 3 e б (gráfico fora 
de escala). 

Devemos agora tratar o caso no qual o valor dentro do módulo é negativo, ou seja, para x 
entre 2 e 3, Dependendo das alturas relativas da reta e da parábola, a reta poderá cortar ou 
náo a parábola nesta regiáo. 

Fazendo x? — 5x + 6 « 0, concluímos que este valor será negativo entre 2 e 3 (entre as raízes), 
nesse caso o módulo será essa expressáo com o sinal trocado. Eliminando o módulo e 


trocando o sinal, temos: 

X K5x-6«19 9 x2-5x+18>0 | 
за expressão é sempre positiva, pois é um trinómio do 2º grau com а>0 e Д<0. Sendo assim, 

qualquer valor de х faz este valor positivo, mas devemos fazer a intersecáo com o intervalo 

Considerado, ou seja: 

RO (2,3) = (2,3) Ra | 
i to devemos adicionar o intervalo (2, 3) ao já encontrado no primeiro caso, ou seja: 

14 XS20u3 < x < 6: (-1, 2] U [3, 6). Sendo feita a união com (2, 3) ficamos com: 

x › б). Isto mostra эн io а l reta corta apenas os dois ramos laterais da parábola, e 

8 região entre 2 e 3, 

Resposta: -1< x«6 
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ЕЗ e) |x2* x * 1| < |x? * 2x - 3| 
Solucáo 


Com dois módulos, no caso geral temos que considerar quatro possibilidades e dividir em 
quatro intervalos, para os valores nos módulos sendo ambos positivos, ambos negativos, um 
posiivo e um negativo e vice-versa. Entretanto, neste problema temos uma grande 
simplificacáo. О valor x? + x + 1 é sempre positivo, pois trata-se de um trinómio do 2° grau 
com delta negativo (A = —3). Portanto, tem sempre o sinal de a, ou seja, positivo. Podemos 
portanto eliminar seu módulo, já que é sempre positivo. Resta portanto analisar as duas 
possibilidades de sinal para o segundo módulo: 
x? + 2x — 3: Negativo entre as raízes: -3 < x < 1 

Positivo caso contrário: x S -3 e para x 2 1. 
Caso 1: valor negativo: 
х2+х+1<0-х2- 2х +3 
2x? + 3x — 2 < 0 Ə -2 < x < 1/2, fazendo interseção com -3 < x < 1 ficamos com [-2, 1/2] 
Caso 2: valor positivo 
х2+х+150 х? + 9х -3 
х 2 4, fazendo interseção com x < -3 ou x 2 1 ficamos com x 2 4. 
Finalmente, fazendo a uniáo dos intervalos dos casos 1 e 2, ficamos com: 
-2 S x S 1/2 ou x > 4. 


Resposta: —2 < x S 1/2 ou x 2 4. 


E3 g) БИЕЭ! 
9 125 


Solução: 
A primeira providência é passar as exponenciais para a mesma base. Usemos a base 1/5: 


х?+2 3х 
J 
5 5 
Como a base está entre 0 e 1, o sentido da desigualdade é invertido quando passamos da 


inequação original para a inequação com os expoentes: 
x? + 2 < 3x Y x? — 3x + 2 < 0, as raízes são 1 e 2, o trinómio é negativo entre as raizes. 


Resposta: 1 < x < 2 


E10) Resolver a inequação (2x - 1)? < 9 


(A) 1,4) (B)(-1,2] (©) (=0,-1] Y [2,00) (Ш) (—00, -1) U (2,00) (E) [-1, 2] 

Solução: 

A inequação x? 5 К, sendo k um valor positivo, é equivalente a 

-k < x S К, ou seja, x deve ter um módulo menor ou igual que k para que seu quadrado seja 
menor ou igual que k2. No nosso caso, а inequação é equivalente a: 

-3S2x-1<3, que é um sistema de 2 inequações: 

-352х-19Эх2-1 

2х-153 9 x S2 

Cuja intersecáo é -1 S x 52, o mesmo que [-1, 2] 


Resposta: (E) 
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£23) Resolver |” “| -28| «2 1 
| 1 

ag to complexa a resolucáo devid d | | 
ia muito CO evido ao desmemb : { | 
эе algumas simplificações: mbramento dos módulos, mas podemos 1 


a) Simplificação: x? + 1 é sempre positivo, então Ix?*1| 2x24] 
para desmembrar |x |, vamos considerar dois casos: x > 0ex<0 


Caso 1: x 20 

х2 +1- 2х| «2 

A expressáo x2 — 2x + 1 é um quadrado, seu valor 
módulo pode ser eliminado: 


&-19 «23 -42x-1«42 9 - 21x «4241 


Fazendo a interseção com x20 ficamos сот 0 x < 4/2 +1. Esta é a primeira parte da solucáo 
Caso 2: x < 0 

|x2+1+2x] «2 

(x+12<2D -42 «x41«423 «x2 exe 2-1 


Fazendo a interseção com х < 0, ficamos com — 4/2 -1«x «0 (Segunda parie). 
Unindo os dois intervalos ficamos com: 


Sd ter ex 


Resposta: - 2-1 x 6241 
| T 
(x-1) v -4х-4 >0 
e +x-1 

(А) х<1 (В) х>2 (C)x2-2  (D)x<2 (E)x=1 (F) МКА 
Solução: 
Sinais dos fatores do numerador e do denominador: 
а) (x - 1)3= (x - 1)(x - 1)? : Sinal + para > 1, О para x = 1 e — рагах < 1 
Note que x = 1 é solução, pois torna a expressão nula. 
b) (x? - 4x + 4) : ё um quadrado perfeito, sempre positivo, mas é zero para x - 2, que é | 
solucáo também. 
c) -х? + x — 1: Trinómio do 2º grau sempre negativo. | " 
Estudando a variação de sinal da fração, temos que será positiva para x < 1, mas zero, que 
também é solução, para x = 1 e para x = 2, então a solução da inequação é: 
xs 1 ou x = 2 
Кезровіа (Е) МКА x 

BS: a solução х-2 é uma “pegadinha” que o aluno esquece, q 
Pegadinha 2-2 di i niai 40 anos depois, na prova de 2015. Conclusáo: Estudar as 
questões clássicas é vantajoso. 


é sempre positivo ou zero, então seu 


E30) Resolver a inequação 


fazendo-o errar a questáo. Uma 


E37) CN 86. O sistema 
y2x*2 
ySx-2 
(A) náo tem solugáo 
) tem solucáo contida по 4* quadrante 
(D tem solução que contém o 2? quadrante 
É satisfeito apenas por um ponto no plano cartesiano 
tem solução apenas para y22 
Solução: | 


ша. | 
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As duas inequações têm como solução, regiões do plano xy, а 1* equação, acima da reta у = x 
+ 2, a segunda, da reta y = x — 2. A solucáo do sistema é a intersegáo das duas regióes, que ё 
vazia. 


Resposta: (A) 


E39) Colégio Naval 2015 
(5x — 40) 


< 0. Sendo assim, 
x! -10x 421 


Seja S a soma dos valores inteiros que satisfazem a inequacáo 


pode-se afirmar que: 

A) S é um número divisível por 7. 

B) S é um número primo. 

C) S? é divisível por 5. 

D) ЯГ é um nümero racional. 

E) 3S + 1 é um número ímpar. 

Solução: 

Note que o numerador é um quadrado, portanto é sempre positivo ou nulo. O numerador 
zero é solução da inequação, pois usa a desigualdade “menor ou igual" , e o valor que anula o 
numerador (x = 8) não anula o denominador, portanto x = 8 é solução. Considerando agora 
valores de x diferentes de 8, temos que o numerador é positivo. Para que a fragáo seja 
negativa, é preciso que o denominador seja negativo, ou seja, para x compreendido entre as 
raízes do trinómio que está no denominador. 

As raízes do trinómio x? – 10x + 21 são 3 e 7, portanto será negativa para 3 < x « 7. Esta faixa 
de valores torna o denominador negativo, e também a fracáo negativa. Portanto a solugáo da 
inequacáo 3 «x < 7 oux = 8. 

Os valores inteiros que satisfazem a inequação são portanto 4, 5,6 e 8 i 

O valor de S ë 4 + 5 + 6 + 8 = 93, › 9, 6 e 8 (que muitos esquecem). 


A resposta certa é (B), S ë um número primo. 
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Problemas do segundo 
grau 


Este capítulo é continuação da sequência de tópicos: 


Equações do 2º grau 
Sistemas do 2º grau 


Um problema do 2º grau é um problema como os apresentados no capítulo 10. Devemos 
interpretar o problema e descrevê-lo através de uma ou mais equações. Resolvemos a equação 
ou o sistema de equações e chegamos à solução do problema. 
Este capítulo tem 0% de teoria e 100% de exercícios. Obviamente esses problemas poderiam 
estar dentro dos capítulos de equações e sistemas do 2 grau, mas por motivo de organização 
didática preferimos dedicar-lhes este capítulo separado. 


Exemplos 
Exemplo 1 


А diferenca entre os quadrados de dois nümeros inteiros e consecutivos é 47. Desses dois 
Números, o maior é: 


AB (822 (C)21 (D)25 BA 
Solução: Dois n 


F úmeros inteiros consecutivos podem ser representados por n e n * 1. 
9 


mamos então a seguinte equação, baseada nas informações do problema: 


ns 9- 
0 Ён que ё um dos números. 
9 Número é n + 1, que vale 24. 


Probl, o Pois de resolver a equação e dar a resposta, devemos ler novamente o enunciado do 
ma, pois nem sempre a solução da equação é a solução do problema. 


a: O maior número é 


(E) 24. 
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| ———— мм з= 2 =] ORGIA, 
Exemplo 2 


Uma cerca em torno de uma piscina tem um comprimento 7 m maior que sua largura. A área 
dentro da cerca é 44 m?. Quais são as dimensões da área cercada? 


Solução: Devemos sempre fazer o 
desenho quando o problema envolve 
figuras geométricas. 


х+7 


Da figura, temos: 


x(x + 7) = 44 
х2 + 7x -4420 9 x-4oux--1l 
(resposta da equação). 


Passemos agora à resposta do problema. O valor -11 não serve, pois isto resultaria em uma 
dimensão negativa para a largura do retângulo. Sendo assim, o único valor possível para x é 4. 
As dimensões do retângulo são 4m e4m * 7 т = 11 m. 


Resposta: As dimensóes do retángulo sáo 4 m e 11 m. 


Exemplo 3 


(CN 77) - Um retângulo é tal que se aumentarmos de 1 cm a menor de suas dimensões, a sua 
área aumentará de 20%, mas se tivéssemos aumentado cada uma das dimensões de 2 cm, a 
área seria aumentada de 75%. О perímetro do retángulo é de: 


(A)32cm (B)24cm (C)26cm (D)20cm (Е) 28 cm 


Solucáo: 


O problema envolve duas incógnitas, que sáo as duas dimensóes do retángulo, e seu 
enunciado dá informações que permitem chegar às duas equações necessárias para sua 
resolução. Os dois problemas anteriores também tinham duas incógnitas, mas seus enunciados 
forneceram informações claras que permitiram exprimir as duas medidas em função de uma 
só incógnita (no Exemplo 1, n e n + 1, no Exemplo 2, x e x + 7). Já neste problema não é dada 
uma relação direta entre as medidas do retângulo, será mesmo necessário trabalhar com duas 
incógnitas. 


y y No segundo retângulo da figura, temos 
a dimensão x aumentada em 1 cm. O 
| y(x+1) E AAEE E ты 
aumento de 20% a área original. Então 


y(x + 1) - xy = 0,2.xy 
y+2 
(o aumento é a diferença entre as áreas, 
(у+2)(х+2) - que vale 20% da área original). 
y X 


Que resolvido dá x = 5. 


| 
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+ 9) - xy = 0,75 ху 
+4= 
+ 4=0,75.5y 


x=5ey 


0 problema pede o perímetro do retángulo: 5 * 


Resposta: (C) 26 cm. 


Exemplo 4 


Qual éam 
(А) 99000 m? (B) 22.500 m? (C) 36000 m? 


Solugáo: 


x.(300-x) 300-x 


Sendo assim, a área do retángulo é S(x) = Х4 
tada para baixo, 


parábola com a concavidade vol 
abscissa do vértice, ou seja, a mé 
valor é xm = 150. O valor máximo 


Resposta: (B) 22.500 m?. 


Exemplo 5 


En : А 
is Contre o perímetro de um retángulo, 
Ч comprimento 6 4 cm maior que Sua largura. 


ів ():4 (C)26 (D)36 (5)28 
Solução: 


x+4 


8 - Problemas do segundo grau 


iro retángulo, cada dimensáo do retángulo original foi aumentada em 2 cm, e 
ca que isto provoca um aumento de 75% na área original. Formamos então : 


0,75 xy; já determinamos que х = 5, entáo 


aior área retangular possível de cercar com 600 metros de cerca? 


dia aritmética 
da área será S(150) 


em centímetros, 


615 


5+8+8 =26 


(D) 4000 m? (E) 90000 m? 


O retángulo tem lados iguais, 2 a 2. Portanto 


temos duas larguras, e mais dois 
comprimentos, que somados dão 600. Então, 


uma largura e mais um comprimento somam 
300. Podemos então chamar essas medidas 
de x e 300 - x. De fato, se somarmos aos 


quatro lados, teremos 
х + x + 300 - x + 300 - x = 600. 


300 - x) = 300x - x2. Graficamente, é uma 
e seu valor será máximo quando x for a 
das raízes. Como as raízes são O e 300, este 
= 300.150 — 1502 = 22.500 


sabendo que sua área é 45 cm?, e que 


De acordo com à figura resultante do 


: » 
enunciado, temos 


x(x + 4) = 45 
х2 +4х-45=0 

x=-90ux=5 

ão pode ser negativa, 
| para x é 5. Às 
5e5+4=9. 


uma dimensáo N 
possíve 


i 
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O perímetro é 5 + 5 + 9 + 9 = 28 cm. 


Resposta: (E) 28 cm. 


Aritmética avançada: nem sempre as equacóes 


resolvem 

Vocé nào deve pensar que equaçóes resolvem tudo. Existem problemas de aritmética 
avançada que não são resolvidas com métodos totalmente algébricos, mas com uma 
combinação de álgebra e aritmética avançada. É o caso de problemas que envolvem números 
inteiros que têm informações como “sabendo que os números são inteiros” ou “sabendo que 
os números são primos”, muito comum em concursos como Colégio Naval e IME. Por 
exemplo, o problema pode ter duas incógnitas e apenas uma equação, o que como sabemos, 
não é suficiente para descobrir os valores das duas incógnitas. Ao invés disso, é usada uma 
informação aritmética, que deve ser usada para suprir a falta de equações. Infelizmente não 
existe um método preciso para resolver esse tipo de problema. Apenas desconfie do seguinte: 
quando o problema tem mais incógnitas do que equações, e as variáveis são números inteiros, 
trata-se de um problema de aritmética avançada. 


Exemplo 6 
Mostre que a diferença entre os quadrados de dois números primos maiores que 3 é sempre 
um múltiplo de 24. 


Solução: 

Esse é um tipo de problema dos citados nesta seção, e seu objetivo em ser apresentado aqui é 
mostrar que nem sempre equações resolvem o problema. Este, no caso, não é resolvido com 
equações, mas usará técnicas algébricas e aritméticas. Seu enunciado também precisará ser 
adaptado para o formato “A-B-C-D-E”, no caso da prova do Colégio Naval, mas está no 
formado apropriado para uma prova discursiva do IME (prove que). O importante aqui é 


apresentar o conceito algébrico/aritmético. 


Um número múltiplo de 24 é ao mesmo tempo múltiplo de 8 e de 3. Vamos então mostrar 
inicialmente que esta diferença de quadrados é um múltiplo de 8, depois mostraremos que é 
um múltiplo de 3. Esta divisão do problema em duas partes é possível porque 8 e 3 são primos 


entre si No caso geral, um valor é múltiplo de A e de B se e somente se é múltiplo do sem 


MMC. 
Chamemos dois números primos de x e y, sendo ambos maiores que 3. Sendo assim, 


podemos afirmar que x e y são ímpares, já que o único número primo par é 2. Podemos então 
chamar x de 2n + 1, e y de 2k + 1, sendo n e k dois inteiros maiores que 2, para que 3. 


A diferença dos quadrados dos primos x e y é portanto: 
x? - у? = (x + y)(x - y) = (2n + 2k + 2)(2n - 2k) = 4(n + k + 1)(n - k) (1) 


Queremos mostrar que x? - y? é um múltiplo de 8, até agora mostramos que é um múltiplo de 
4. Devemos entáo mostrar que existe mais um fator 2 entre os inteiros n + k*len- 
Brilhantemente (tirado da “cartola”) vamos calcular a diferença entre esses dois valores: 


(n * k * 1) - (n - k) = 2k + 1, 
Esta diferença é um número impar. Sendo assim, os fatores (n + n + 1) e (n — k) têm paridades 


diferentes, ou seja, um deles é par e o outro é impar. Nào temos condições de identificar qu 
deles é o par e qual deles ё o ímpar, mas podemos ter certeza de que um deles é par. Sendo 


e” | 
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duto (n + k + 1)(n - k), exi 
assim, no pro JM , existe pelo menos um fator 2 incluído : k4 
1(8- к) = 2m, um inteiro par. Voltando à nossa relação (1), podemos 21 seja, (n * k 


оу (n t k+ 1)(n - E) = 42m = 8m 


[sto mostra que esta diferenca de quadrados é um múltiplo de 8 
Note que náo a hon equações algébricas, mas usamos conceitos aritméticos de 
divisibilidade, e também de álgebra, no caso, a fatoração da diferença de quadrados. 


Mostraremos agora que oa diferença de quadrados é também um múltiplo de 3. É um 
resultado impressionante; a diferença dos quadrados entre dois primos é sempre um múltiplo 
de 3, e mais ainda, um múltiplo de 24. Isto pode ser constatado com alguns exemplos: 


72- 52 = 49 – 25 = 24 
112- 52? = 121 - 25 = 96 
112-72= 121 - 49 = 72 
132 - 52 = 169 — 25 = 144 


Observe que todos os resultados sáo múltiplos de 24. A mesma propriedade náo funciona se 
ambos não forem primos, por exemplo: 


92 _ 52 = 81 - 25 = 56 


tiplo de 8. Na demonstração 


Note que a diferença de quadrados de dois ímpares é sempre múl 
usamos apenas o fato de 


que fizemos, náo usamos o fato dos números х e y serem primos, 
serem ímpares. Então a diferença de quadrados de dois impares maiores que 3 sempre será 
um múltiplo de 8, mas não necessariamente múltiplo de 3. 

Vamos agora usar o fato de serem primos, e concluiremos que esta diferença de quadrados 
obrigatoriamente terá que ser um múltiplo de 3. 


Sejam então x e y primos, maiores que 3, ou seja, podem ser 5, 7, 11, 13, etc. Todos os 
números inteiros positivos, maiores que 3, podem ser divididos em 3 categorias: 


1) os múltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18... 
2) ов múltiplos de 3 somados com 1: 4, 7, 10, 13, 16, 19... 
3) os múltiplos de 3 somados com 2: 5, 8, 11, 14, 17, 20... 
ros inteiros positivos de 3 em diante. Na verdade 


Essas três categorias englobam todos 08 núme | оо 
Poderíamos estender um pouco mais, começando do zero, mas O problema fala dos números 
Primos maiores que 3. 


m estar nas categorias 2 ou 3, mas 


e y, eles só pode 
s rimos (exceto o 3, mas o 


últiplos de 3, que não são p 
maiores que 3). 


5 dados dois nümeros quaisquer X 
rokh. na categoria 1, pois lá estão os m 
lema especificou usar apenas 08 primos 


rias 2 ou 3, ou seja, são múltiplos de k 


Conclui 
Uimos entã encem ás catego 
ntáo que x e y pert da seguinte богц! 


som, : AP 
ados com 1 ou 2. Podemos entáo exprimir x € y 


X=3k+d 
Y=3m+e 


j 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


nhac: ш. 


—Á— 


Болд ханын жийн 


Scanned Бу CamScanner 


E 


618 O ALGEBRISTA 


L| MEN TEN CUM Kuu 2 2225 
Onde k e m sáo inteiros positivos tais que x e y sejam primos maiores que 3, e os números de 
e podem valor 1 ou 2. Escrevemos entáo: 


x? - y? = (x + y)(x - у) = (8k + 3m + d + e(3k - 3m + d - e) 


Como os nümeros d e e só podem valor 1 ou 2, de forma independente, só podem ocorrer 


duas situacóes: 


a) de e iguais: Fará com que o segundo fator acima seja igual a (3k - 3m), um múltiplo de 3. 
b) Фе e diferentes (1 e 2): A soma d + e valerá 3, portanto o primeiro fator (3k + 3n + d + e) = 
(3k + 3m + 3) será múltiplo de 3. 


Isto mostra que se x e y forem primos, náo poderáo ser divisíveis por 3, e sua diferenca de 
quadrados necessariamente terá um fator 3. 


Logo x? — y?, com x e y primos maiores que 3, é um múltiplo de 24. 


Nas questões de aritmética avançada, a álgebra sozinha não resolve, mas ajuda a chegar á 
solução, principalmente com o uso de fatoração e produtos notáveis. 


Este é um livro de álgebra, e todos os exercícios e questóes aqui apresentados podem ser 
resolvidos usando apenas álgebra. 


Exercícios 


El) Se cada dimensáo de um retángulo for aumentada de 5 cm, uma dimensáo se tornará o 
dobro da outra e a área aumentará de 95 cm?. Encontre as dimensóes originais. 


E2) (*) (CN 82) - Ao extrairmos a raiz cúbica do número natural N, verificamos que o resto era 
o maior possível e igual a 126. A soma dos algarismos de N é: 


(A) 11 (B9 (O8 (D? (86 


ЕЗ) A diferença entre dois números é 10. Qual é o menor dos dois nümeros, se esta diferenca 
excede a raiz quadrada do maior deles, em duas unidades? 


E4) A soma dos quadrados de dois nümeros inteiros e positivos é 41. Achar esses nümeros, 
sabendo que sáo consecutivos. 


E5) (CN) A soma de dois números é 13. O primeiro mais a raiz quadrada do segundo é 5. 
Achar os nümeros. 


E6) (*) Um indivíduo que fez uma viagem de 6300 km, teria gasto menos 4 dias se percorresse 
mais 100 km por dia. Quantos dias gastou na viagem e quantos km percorreu por dia? 


E7) (CN) Certa quantia é dividida em partes iguais, por um determinado nümero de pessoas. 
Se aumentássemos de 6 o nümero de pessoas, cada um receberá R$ 6,00 a menos, e se a0 
contrário, o número de pessoas diminuir de 2, cada um receberá R$ 3,00 a mais. Achar 0 
número de pessoas e a parte de cada uma. 


E8) (CN) Um tonel continha 100 litros de vinho puro. Retirou-se certa quantidade de vinho, 
que foi substituída por água. Em seguida retirou-se igual quantidade de mistura, que também 
foi substituída por água. Quantos litros foram retirados de cada vez, se a mistura final tem 64 
litros de vinho puro? 


— 
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tul 
cap! С bend 
Achar trés nümeros sabendo que as soma deles é 28 
£9) am édia geométrica dos outros dois. AS Tine 
deles 


5) (CN) Um rádio de R$ 280,00 devia ser comprado por um о 4 
go) g iam em partes iguais. Como três deles desistiram, a quota de cue i dori tam 
сой entada em R$ 12,00. Quantos eram os rapazes? 


fou aum 


CN) A soma dos inversos de dois nümeros é 2. O produto desses nümeros mais o 


ви) (CN) 


inverso de um deles é igual a 8 menos o inverso do outro. Calcular os dois números. 


E aeee зл ma mes e 4 


819) PROFMAT - Com 80 metros de corda, um fazendeiro deseja cercar uma área na forma 

retangular, sendo que um dos lados não necessita de cerca, pois é limitado por um rio, sendo 

necessário cercar apenas 3 lados. Quais devem ser as medidas do retângulo para que a área 

seja a maior possível? 

ЕЗ) (*) PROFMAT - Se x e y são tais que 3x + 4y = 12, determine o valor mínimo de z = x? 
2 

юуг 


CONTINUA NO VOLUME 2: 40 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


ЕІ) 3 cm e 11 cm. E2) (B) E3) 64 ЕА) 4e 5 
gy is - 9433, o 174433 E6) 18 dias, 350 km por dia 
2 2 
E7) 18, R$ 24,00 ЕВ) 20 L E9) 4,16e8 E10) 10 
ЕП) 6+ 4/30 E12) 20 x 40m, sendo um lado de 40 m limitado pelo по 
E13) 576/100 


Resolucóes selecionadas 
E (CN 82) - Ao extrairmos a raiz cúbica do número natural N, verificamos que o resto era o 
Maior possíve] e igual a 126. A soma dos algarismos de N é: 


^"! (9 (cs (D)7 (86 


Solução: 
Se o Testo maior possível é 126, então 127 resultaria em um cubo acima. Temos então que 


e 
n +8 шон cubos perfeitos, cuja diferenca é 127. 
3n2 - n° = 127 
ў 3а +1 = 197 > 3n243n 126 -0 > n2 * n - 42-0 9 n=60un=-7 
N - d natural, a solução negativa não serve. Fazendo n = 6 temos 
n“ + 126 = 216 + 126 = 342. Sua soma de algarismos é 9. 


Sposta; (B) 


teria gasto menos 4 dias se percorresse 


Ер (*) Кт 
: Um indi z 1 d 6300 , 
ivíduo que fez uma viagem се uantos km percorreu por dia? 


` por dia. Quantos dias gastou na viagem € q 
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Solucáo: 


Percurso total: 6300 km, em x dias 

Percurso diário: 6300/x 

Percorrendo 100 km a mais por dia, levaria 4 dias a menos: 

(6300/x + 100)(x – 4) = 6300 Ə x = -14 ou x = 18 i 

O percurso foi feito portanto em 18 dias. A cada dia percorreu 6300/18 = 350 km. 


E10) Um rádio de R$ 280,00 devia ser comprado por um grupo de rapazes que contribuiriam 
em partes iguais. Como trés deles desistiram, a quota de cada um dos outros ficou aumentada 
em R$ 12,00. Quantos eram os rapazes? 


E13) () PROFMAT - Sexe y sáo tais que 3x + 4y = 12, determine o valor mínimo de z = x? 
+ y2. 

Solução: 

Se x e y fossem variáveis independentes, o valor mínimo de x2 + у? ocorreria se x e y fossem 
zero, entretanto isto não é possível porque x e y estão relacionados. Vamos então formar a 


expressáo de z, usando apenas uma variável, por exemplo, x, exprimindo y em função de x. 
z = х? + y2 = x2 + [(3x- 12)/4]? = 


в +(3x-12)]= psx —72х +144] 


Lembrando do capítulo 13, as parábolas possuem um ponto de mínimo (vértice) quando a » 0, 
e a ordenada desse ponto é igual a -A/4a. 


No nosso caso ficamos com o seguinte valor de mínimo: 


1 A -(72-425444) - -(5184-14400) 576 


16| 4.25 1600 1600 100 
Resposta: 576/100 
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Funções 


A maioria dos tópicos sobre funções foram apresentados no capítulo 11. Voltamos agora no 
assunto, desta vez fazendo exercícios que usam os conhecimentos ensinados nos capítulos 12 a 
18. Recomendamos que você releia a parte de funções do capítulo 11 antes de entrar no 
presente capítulo. 


Domínio 


O domínio de uma função, também chamado de “conjunto de partida”, é o conjunto de todos 
os valores x, tais que (x, y) pertença à função. Em geral o domínio é fornecido pelo problema, 
mas muitas vezes é preciso determinálo. Quando o domínio não é informado, no caso de 
funções de variável real, convenciona-se que é o maior subconjunto de R para o qual a função 
pode ser calculada. 


Exemplo: 
Determine o domínio da função dada por /(х)-4х-3 


О domínio deve ser informado pelo problema, mas quando é deixado de forma implícita, 
Considera-se o maior subconjunto de R para o qual a fórmula da função pode ser aplicada. No 
Caso devemos ter x — 3 > 0, ou seja, x > 3. Portanto o domínio é [3, oo) 


Exemplo: Encontre o domínio de f(x)= ul 
x 


A) [2 00) (В) [2,2) (С) (22,2)Ju(,0) (D) (-0,2)u (2,0) (Е) [2:20 (2,00) 
Solução: 


Tem 


08 duas Testrições algébricas que devem ser levadas em conta para determinar o domínio: 


O rad; del 
radicando deve ser positivo ou zero 
denominador náo pode ser zero. 


lto Tes š = : 
“до ia em duas inequacóes, e uma vez resolvidas, fazemos a intersegáo dos conjuntos 


> Já que ambas as condigóes devem ser atendidas: 
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A 


Mero нааш ВЧЭЕНМНҮА 
2)x-2%0 

xX*2 

S2 = R - (2) 


Agora fazemos a intersecáo de S1 e 52: 
Resposta: S = [-2, 2) U (2, 00) 


Exercícios 
El) Encontre o domínio da função f (x)= 412-3x 
(А)х24 (B)xs-3 (С)-25х52 (0) -35х<3 (Ех5-2х22 


E2) Encontre o domínio da função |—— 
1-1 


Еипсао composta 

Uma interpretação muito útil de uma função é considerá-la como uma “máquina” que tem 
uma entrada e uma saída. Para cada valor x colocado na sua entrada, a saída fornece um valor 
f(x). 


Suponha por exemplo que a função F, 
representada pela “máquina” ao lado, tem como 
formula, f(x) = x2 — 2x. 


Se colocarmos na entrada o valor 5, o valor que 
será apresentado na saída 6 15, ou seja, 52 — 9x5. 


Para cada valor x colocado na sua entrada, F 
fornecerá na saída, um valor correspondente, 
dado pela fórmula f(x). 


f(x) 


Formar uma fungáo composta consiste em usar duas “máquinas”, sendo que a saída da 
primeira “máquina” será usada como entrada da segunda. 


Considere por exemplo as funcóes: 
f(x) = x? 
g(x) =x+1 


Formar a função composta g(f(x)), também indicada como gof(x) ou “g de f de x”, consiste em 
usar as duas máquinas f e g. Inicialmente o valor x na máquina f, e a sua saída entrará nà 
máquina g, dando como resultado, g(f(x)). 
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xemplo, se O núm 
9 го шаш má по 3 entrar na máquina f, será 
valor €? quina g, dando como resultado 10 gerado um resultado 9, (x?). Este 
, Ou seja, 9 + 1. š | 


-3 


f(x) =x? 


f(x)=9 
1 


g(x) =x+1 
1 
g(f(x))-10 


Exemplo: Se f(x) = x3-3x?* 5x- le g(x) = (x - 2)/3, entáo f(g(5)) vale: 
ns Bo (©! 0) 2 (Е)58 
Solugáo: Para calcular f(g(5)); calculemos primeiro, 8(5) 


gix) = (x - 2/3 
g(5) = (5 - 2)/3 
80) = 1 


Agora calculemos (g(5)) = (1): 


(x) = х3 - 3x? + 5x - 1 
{1)=1-3+5-1=2 


Resposta: 2 (D) 
rmalmente são algebricamente simples, 
der solucioná-las. 


mas é preciso ter O 


As questões sobre funções no 
conhecimento do conceito para po 


Solução: 


Trata-se d UN 
e um problema de composição a 
x+1)=(e+1)2-2(x 51) “177 х + 29х-2 


a 
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Еипсао afim 
A funcáo afim é aquela dada por uma fórmula do primeiro grau. Exemplo: 


у=3х+2 


Fungóes de R ет R podem ser representadas em um sistema de eixos cartesianos, no qual o 
~ 1 1 «, 
eixo y representa o valor da função. Por isso usa-se O eixo y como f(x). 


Exemplo: Encontre a equação da reta paralela a 8x + 2y — 5 que passa pelo ponto (1, 3). 
(A) y=4x (В) y=-4x+7 (С) у=2х+7 (D)y=-4x-7 (E) y=-2x-3 


Solucáo: 

Todas as retas paralelas a uma reta dada, ax + by + c 0, tém como equagáo, ах + by + К, 
onde k pode assumir qualquer valor real, ou seja, para cada valor de k, teremos uma reta 
diferente, mas sempre paralela à original. Dado um determinado ponto, existe apenas uma 
reta, para um certo valor de k, que passa por este ponto. 


No nosso problema, uma reta genérica, que seja paralela a 8x + 2y — 5 = 0, tem como equação, 
8x + 2y + k = 0. Para identificar qual passa pelo ponto dado (1, 3), fazemos x = 1 e y = 3 nesta 
equacáo e determinaremos o valor de k: 


8.1+23+k=0 
к= 14 


Então a reta pedida é 8x + 2y + 14 = 0. Simplificando toda a equação por 2, ficamos com 4x + 
y + 7 = 0, ou seja, y = -4x – 7 


Resposta: (D) y = -4x - 7 


Еипсао injetiva ou injetora 

Funcóes é um assunto ensinado a partir do início do ensino médio, e em alguns casos, no final 
do ensino fundamental. Por exemplo, náo faz parte do programa do concurso do Colégio 
Naval (apesar de questóes fora do programa poderem cair “disfargadas”), mas é cobrado no 
concurso da EPCAr e nos Colégios Militares. Mas definitivamente, mesmo nessas escolas, os 
conceitos de função injetiva e função sobrejetiva fazem parte do ensino médio. Uma função é 
injetiva quando 


/(х,) = f(x) se e somente se, x, = x, 


Isto significa que valores diferentes de x resultam em valores diferentes de y, e vice-versa. 
Quando uma funcáo é injetiva podemos usar o fato, por exemplo, para resolver certas 


equações. 
Exemplo: Resolver 2572 = 16* 


Solução: 
A função exponencial, do tipo ах, onde 0 <a < 1 ou a > 1, é injetiva (apesar desse resultado 
não fazer parte do ensino fundamental. Sendo assim, se a equação for escrita como: | 


9xt2 = 94x 
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aldade valerá somente quando os expoentes fore 


| 

К m iguais. Fste resultado ё apresentado no Í 

E fundamental sem o uso da nocáo de funcáo e de injetividade, mas matematicamente 6 | 

е o que ocorre. Por 1880, se fizermos f(x) = 2x (injetiva), podemos usar que f(x + 2) = f(4x) | 

¡sto x +2 = 4x, о que resulta em x = 2/3. | ї 
logo 


Quizas funções injetivas, que permitem cálculo similar na resolucáo de equacóes, sáo: 
К. x (para x20), хх 
2 


Хоё дие Х não é injetiva se removermos a restri 


cáo x20, já que па parábola, temos valores 
diferentes de x (exemplo: 3 e -3) 


que resultam em valores iguais de y (no caso 9) 


Uma funcáo injetiva necessita ser estritamente crescente ou estritamente decrescente. 


Existe ainda a classificação de uma funcáo como sobrejetiva, o sobrejetora. Ё, aquela em que 
todos os pontos do contradomínio pert 


encem à imagem, ou seja, para qualquer elemento y do | 
contradomínio, existe um x tal que y = f(x). Lembramos que no contradomínio é permitido 
que “sobrem elementos”, ao contrário do que ocorre no domínio (elementos x que não 
resultam em nenhum y devem ser eliminados do domínio). No caso em que todos os 


elementos do contradomínio possuem um x correspondente, a imagem coincide com o 
contradomínio, e a função é sobrejetiva. 


Quando uma função é ao mesmo tempo, injetiva e sobrejetiva, 


dizemos que ela é bijetiva, 
bijetora, ou uma bijecáo. 


Translacáo de eixos 


Considere uma funcáo qualquer y = f(x), com um determinado gráfico dado. Investiguemos o 
que ocorre quando a função é modificada para a forma: 


усан fg 


Iso é o mesmo que fazer y — f(x) * a. Portanto, para cada valor de y, somamos a. No gráfico 
EL este novo parámetro a tem como efeito, subir a curva de a unidades. 


y 


X 
р Х 


ç . 
toig dado o gráfico de у = f(x), para obter o gráfico de y - a = f(x) (considerando a 
hou Y = f(x) + a, basta mover o gráfico original para cima, de а unidades. 


aloga, = b 
ШТА Mente, para obter o gráfico de y + a = f(x), o mesmo que y = f(x) - a, basta mover o 
Orio; grálico de y _ 
e ail Para baixo, de a unidades. Sendo assim, a troca de y por y - a provoca uma 


b ? do gráfico, para cima ou para baixo. 
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Consideremos agora, ao invés da troca de y por y - a, a troca de x por x - b, Da mesma forma 
como a troca de y por y - a provoca uma movimentacáo do gráfico de forma paralela ao eixo 
у, a troca de x por x - b provocará uma movimentacáo do todo o gráfico, mantendo sua 
forma, de forma paralela ao eixo x. 


y 


y=f(x) 


Х Х 
O fato da troca de x por x - b provocar uma translagáo do gráfico para a direita (no caso de b 
positivo) é claramente justificável. Um determinado x, para resultar no mesmo valor de y, 
precisa ser b unidades maior, fazendo com que o gráfico seja movido para a direita. 


Esses resultados seráo importantes quando abordarmos no capítulo 20, o estudo do gráfico da 
parábola, entretanto tem outras inümeras aplicacóes. 


Exemplo: Qual função tem gráfico como o da figura? 
(A) y» Jx*2 
(B) у=х-2 
(С) у-мх 
(D) у=ух-2 


Solução: 
Conhecer gráficos de funções e o que ocorre com as transformações aqui apresentadas é 
importante para ganhar tempo na resolução de questões. 


Não há nada de errado em consultar as opções e verificar que o gráfico está relacionado com à 
função у= Jx . Este gráfico é uma parábola “cortada pela metade”, pois isso é o mesmo que 
x = y?, sendo x20 e y20. Realmente, o gráfico apresentado sugere uma parábola cortada 40 
meio, porém у = Ух passa pela origem, como na figura abaixo: 


—— ti 
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2 dado по enunciado é similar ao 
gráfico de y -4/х da figura ao lado, exceto 


que está deslocado de duas unidades para a 
direita. Como sabemos, esse tipo de 
deslocamento é obtido quando trocamos x 
por x - 2 na fórmula da função. 


Sendo assim, o gráfico do enunciado é 


узчх-2 


Resposta: (D) 


Função par e função їтраг 


a função é classificada como par, quando o troca 
. Por exemplo, f(x) = x? é uma função par. 


Um do valor de x por -x não altera o seu 
valor, ou seja, f(x) = f(-x) 
quando o troca do sinal de x provoca a 


uma função é classificada como ímpar, 
f(x) = x? é uma função ímpar. 


Analogamente, 
f(x), ou seja, Ц-х) = -f(x). Por exemplo, 


troca do sinal de 


ímpar. A função par tem uma 


A figura abaixo mostra exemplos de função par € função 
Valores simétricos de х resultam em valores 


gráfico. 


já que f(x) = f(-x). 


simetria em relação ao eixo y, 
(x, y) e (-% y) pertencem ao 


iguais de y, portanto os pontos 


f(-a) =- f(a) 


e sempre teremos O gráfico da 
troca do sinal de 


origem, 
do sinal de X 
) também pertence ao 


or exemplo, f(x) = - + 


tria em relacáo à 


0). Como 2 troca provoca à 


gráfico. 


E função impar, existe uma sime 
р passando pela origem (10) 
› temos que se (x, y) pertenc 


ificada como par ou ímpar. P 


quer função pode ser dec 
= x2 +3х + 5, tempos 


N 
й i que nem toda função pode ser class omposta como a soma 
: 5 não é par nem impar. Entretanto, 91 P(x) 7 оо (pa 
e rin função para com uma ímpar. e 
)* 3x (impar). 
funcáo par Р(х) € 
Teorema. Qualquer função f(x) po de ser decomposta como 4 soma de uma tunç p 
cá 


Um : 
à função impar I(x). 


124) 
1! 
ү 


Bi 
h 


| 
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Dem : и 

Seja f(x) = Р(х) + I(x), onde Р(х) é par e Цх) é impar. Calculemos então f(x): 


f(x) = Р(х) + I(x) 
Ц-х) = P(-x) + I(-x). 


Como Р(х) é par, P(-x) = Р(х), e como I(x) é impar, Ц-х) = -I(x). Ficamos com: 


f(x) = Р(х) + I(x) 
f(-x) = Р(х) -Цх) 


Somando as duas equações e dividindo por 2, ficamos com Р(х) = (f(x) + f(-x))/2 
Subtraindo as equações e dividindo por 2, ficamos com I(x) = (f(x) -f(-x))/2 


Exemplo: Decompor a função f(x) = x! + 3x? - 2x? + 4x + 5 na soma de uma função par e 
uma função ímpar. 


Nesse caso nem é preciso usar a fórmula que acabamos de demonstrar. Trata-se de um 
polinômio, e a componente par é formada pelas potências pares, e a componente impar é 
formada pelas potências impares: 


Р(х) = x* - 2x? + 5; 
I(x) = 3x? + 4x 


Exemplo: Decompor a função f(x) = 2* na soma de uma função par e uma função impar. 
De acordo com a fórmula demonstrada: 


2 +2 E -2 


Р(х)- 


Еипсао identidade 


Esta é uma das fungóes mais simples existentes na matemática. A funcáo identidade associa a 
cada valor x do domínio, o próprio x, ou seja, f(x) = x. Por exemplo, f(0) “0, f(2) = 2, f(5) = 5. 
f(-3) = -3, etc. 


X 
+ 


f(x) = x 


A função identidade tem pouca aplicação prática, sua finalidade é servir como base Pa? 
conceitos mais avançados sobre funções, como por exemplo, a função inversa. А função 
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па operação de composição de 


unção inversa 


), é aquela que, quando existe, realiza uma l 
eita uma composicáo de funções. Por 


(0-2 6) = x2 (Rem R) 


(calcular a metade ё о inverso de calcular o dobro) 


(y =x, f'(x) = Vx (R, em R.) ( 


calcular a raiz quadrada é o inverso de calcular o quadrado) 


inverso multiplicativo", que é 


, 


Exemplo: Dada f(x) = 5x + 3, de R em R, encontre f-1(x). 
А forma mais fácil de encontrar al 


gebricamente a fórmula da fungáo inversa de uma funcáo 
dada, é trocar os valores de x e y, 


e calcular y em função de x. No nosso Caso: 


fx) =у= 5х +3 


Trocando x com y х= бу + 3 
Agora calculando y: 
у= (x - 3)/5 


Fx)» (x - Зу5 


Exemplo: Dada f(x) = x? — 4x + 3, calcule f-!(x) 
Tocando x com y: 


X=Y? Ay +3 
-"Áyt3-x20 


y At 16-43- y 


TL зэхэх | 


Aqui temos um 


problema A “função inversa” não é na verdade uma função, pois valores 
38 de x estão 


associados a valores diferentes de y, como mostra a figura abaixo. 


1 ()=2+Vl+x 


f(x) = x2 - 4x +3 


X | 
Isto ! 


We сө Porque a função f(x) não é bijetiva. Para que uma função admita inversa, é preciso 
8 


X 


X esteja associado a um йшсо y (para ser função) e cada y corresponda a um ünico 


| ! 
b di 
ай! 
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bd x= RT ME CRM C EE 
х. A funcáo original pode ter inversa, desde que seja ajustado o seu domínio e seu 
contradomínio. Nesse caso, a funcáo deve ser restrita a um intervalo, como: 


Domínio: [1, со) 

Contradomínio: [-1, oo) 

Estaríamos assim tomando apenas a metade direita da parábola, que nesse trecho é uma 
funcáo bijetiva. A inversa seria no caso, a parte superior da parábola na parte direita da figura. 


Uma outra funcáo, e a respectiva inversa, é obtida quando consideramos o domínio (—oo, 1], 
estaremos assim tomado uma função cujo gráfico é a outra metade da parábola original. 


Portanto, a funcáo original deste problema nào admite inversa, pois náo é bijetiva, mas as duas 
metades da parábola, tomadas individualmente, sáo duas funções que admitem inversas: 


2+Jl+x e 2-J14x 


Exercícios de revisáo 


ЕЗ) (*) Encontre g(f(1)), dados у(х) = ——— e g(x) = 12x 


(4)6 B3 (С) L (25 (Е) МКА 
15 2 


ЕА) (*) Qual equação abaixo representa uma reta que passa pelos pontos (-m, n) e (0, q) ? 


(A) y= = x+q (B) y= 2 х+9 (С) а) MP 


(па) т 
) 


E5) (*) Е(х) é uma função real de variável real que tem a propriedade f(a + b) = f(a).f(b), para 
quaisquer nümeros reais a e b. Se f(5) = 8, determine f(-10). 


(A) -16 (В) –64 (C) 18 (D)-1/16 (E) 1/64 


E6) Dado que 1 = = J - = ‚ calcule f(2). 


(А) 58 (В) 47 (CO (0)23 (E) 1/2 


E7) A função f(n) definida sobre os números naturais positivos, por f(n + 1) = (f(n) - 3)/2, e é 
dado que f(1) = 7. Calcule f(4). 


(A) -1/2 (В)-7/4 (С)-2 (D)-5 (Е)-772 
E8) A fórmula f(x) = 9x/5 + 32 converte temperaturas de graus Celsius para Fahrenheit, € 5 


fórmula g(x) = 5(x - 32)9 converte graus de Fahrenheit para graus Celsius. Em du 
temperatura as duas escalas coincidem? 


(А) 0° (B)329 (C)-40 (D)-32º (E)-1º 


—— 
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(+) Supo ção de К em R, tal 
P eros reais x e y. Qual das seguintes afirmativas & y UM s F(x).F(y), para quaisquer 


ram 


erdadeira? 
a) Fo) = Flo) + Fi) шон 
()К0)-1 VAL EQ 50 | 
+) Seja f(n) = n(n + 1), onde n é um número n 
UM ea-b*2. “ТШ Mümero natural, Encontre um par (a, b) al que 24fb 


| 
ЕП) Se F(x) = 3x? + 2x + 1, entáo F(x? - 1) vale: | 
812) Use as tabelas abaixo para encontrar f(g(2)): 


ch. EB B H 


x 1 2 3 4 
f(x) 3 4 2 1 


gx) P 3 4 1 
(41 (82 (С)3 (0)4 (E6 


E13) (*) Dado um número real x, a função maior inteiro | х | (também chamada piso de x ou 


característica de x), associa a x o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, | 3,2 |- 3e 
|-4,5 |= —5. Qual das seguintes afirmacóes ё verdadeira para todo real x? 

P.|4x |- 4 x | Q:|x+2]=|x]+2 R: xy |»|x ]+| y ] 
рур) T 1-4) 

(A) São todas verdadeiras (В) Р, О, К,5 (C)SeQ (0) Кео (ЕР,О,К 
E14) (*) Se a > b > 0, então аа é maior que: 

(A) ab (B)abb* (С) а (D)bb (Е) МКА 

E15) EPCAR 98 - Considere-se as afirmações sobre as funções definidas de R em R: 
L х) = |2x| – 1 é uma função par 

I. A função g(x) representada pelo gráfico g(x) 

abaixo é impar. 

UL h(x) = sen(x) é impar Vx eR 


23 função v(x) = x3 3x + 1 é uma função 


Associando V ou F a cada afirmação, conforme seja verdadeira ou falsa, tem-se, 
"espectivamente: 


AJVEVE (B)FFVV (C) УУУЕ (D)VVVV 


3 
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E16) (*) EPCAR 2007 - Uma função f é definida como f(n+1)= fep. Sendo f(1) 55, o 


valor de f(101) ё 
(А) 45 (В) 50 (С) 55 (D)65 


E17) CMB 2008 - Seja a função f: КӘ R definida por 
{ -2х +], se х50 

f(x) = L x +1, se x>0 

A soma f(0) + f(1) + f(-1/2) é igual a: 

(1 (B2 (O3 (0)4 (E5 


E18) CMM 2010 - Se f(x) = 7x + 1, então (12) — /(2) é igual a: 
3 


(4)-1 (B3 (O5 (D? (EO 
E19) EPCAR 2002 - Considere o gráfico ao lado, sabendo-se que: 
I é dado por f(x) = ах? 

II 6 dado por р(х) = bx? 

III é dado por h(x) = cx? 

Com base nisso, tem-se necessariamente que: 


(AJa<b<c (Bja>bc (Cja>b>c (р) ар <с 


E20) EFOMM 2003 


Determine o domínio da função: /(х)= 


4х-1 х-2 
Ух-3|1М5-х 
(A) [3,©) (B)]3,00) (С)18,5| (0) (=00,3[ (E) ]5,00) 


CONTINUA NO VOLUME 2: 70 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) (C) E2)(-o,1] ЕЗ) (A) E4) (C) E5) (E) 

E6) (E) E7) (B) E8) (C) E9) (C) El0)a=6eb=4 
E11) 3x - 4x2 + 2 E12) (B) E13) (D) E14) (B) 

E15) (C) 


OBS: Da trigonometria, sabemos que SENO tem simetria em relacáo à origem, entáo é um? 
função ímpar, e COSSENO tem simetria em relação ao eixo y, então é uma função par. 


E16) (A) Е17) (E) E18) (D) Е19) (A) Е20) (С) 
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resoluções selecionadas 
1 


223 
1 25 
(А) 6 (B) 3 eT. S (E) NRA 


e g(x) 7 12x 


83) Encontre g(f(1)), dados 7(5)- 


Solução: 


1 
gt) Е 13 
Resposta: (A) 


-6 


F4) (*) Qual equação abaixo representa uma reta que passa pelos pontos (-m, n) e (0, q) ? 


(А) ry (B) у= 7:94 (С) ya 9 
(D) у= 8-1 (Е) y. 79), .4 


Solucáo: 

Ë preciso encontrar entre as opções, aquela satisfeita pelos pontos (x, y) iguais a (-m, n) e (0, 
q). Todas as cinco opcóes acima passam por (0, q), pois fazendo x = 0, encontramos y = q. 
Devemos determinar qual delas atende à primeira condicáo, ou seja, fazendo x = -m devemos 
encontrar y = n. É fácil fazer x = -m nas opções (C), (D) e (E): 

():y=n-q+q 39 y=n 

(D):y=q-n+q > y=2q-n 

E y=0-n+q+q Э y=2q-n 

Vemos que a opção (C) é a única que passa por (-m, n), pois é satisfeita рог (-m, n). 


Resposta: (C) 


Es) F(x) é uma funcáo real de variável real que tem a propriedade f(a + b) = f(a).£(b), para 
Quaisquer números reais a e b. Se (5) = 8, determine Ц-10). 


A-6 (8)-64 (сув (D)-1/16 (E) 1/64 
lução; 
ео а propriedade dada para calcular f(10): 
» )=1(5 + 5) = £(5).£(5) = 8.8 = 64 
f(k iis mostraremos que f(0) vale 1: 
C" +0) = £09.10) Э f(k) = 106) 4(0) Э (0) = 1- 
"i (0) = 1 e 0 = 10 — 10, temos: 
| | £(10).£(-10 
(10).£(-10) = 64.10) > £(-10) = 1/64 
“Posta; (E) 
R., tal que F(x + y) = F(x).F(y), para quaisquer 


E9) s 
Uponh 6 ão de К em 
п FUE решш шо сс ativas ё verdadeira? 


(A) - reais x e y. Qual das seguintes afirm 
С noe) +F(y) (В) F(1) = ЕС) 
® NRA 


(D) Fü) =0 
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Solucáo: 


Usemos a propriedade F(x + y) = F(x).F(y) para calcular o valor de F(0). 

F(0) = F(0 + 0) = F(0).F(0), já que a propriedade vale para quaisquer x € y reais. 

Chamando F(0) de К, ficamos com: 

k=k2Dk-k=0 +<k=00uk=1 

Ocorre que a função é de К em R,, portanto F(0) nào pode ser zero, entáo concluímos que 
F(0) = 1 


Resposta: (C) 


E10) Seja f(n) = п(п + 1), onde n é um número natural. Encontre um par (a, b) tal que 2.f(b) + 
2= Қа) еа=Ъ + 2. 

Solução: 

A função f, de acordo com o enunciado, tem como domínio o conjunto dos números naturais, 
então como o problema envolve f(b) e f(a), os números a e b são necessariamente números 
naturais. O problema apresentou ainda uma fórmula para calcular o valor da função para 
qualquer natural п, que é n(n + 1). Então Қа) = a(a + 1) e f(b) = b(b + 1). 

As condições dadas pelo problema para encontrar a e b são: 

2b(b+1) + 2 = a(a + 1) (I) 

a=b+2 (II 

Nada mais é que um sistema de 2 equações com 2 incógnitas. Usamos o valor de a em funcáo 
de b dado na equação (II) e substituímos na equação (Т): 

2b(b + 1) +2= (b + 2)(b +3) 

2b? + 2b + 2 = b? + 5b +6 

b?-3b-4=0 

b=-loub=4 

Como a função tem como domínio o conjunto dos números naturais, b não pode ser -1. A 
única solução é b = 4, o que resulta em a = 6. 

De fato, os valores a = 6 e b = 4 atendem às duas condições 

a=b+2e 

9.(4) + 2 = f(6), ou seja, 2.4.5 + 2 = 6.7 


Resposta: a = 6eb=4 


E13) Dado um número real x, a função maior inteiro |х| (também chamada piso de x ou 
característica de x), associa a x o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, 13215 3e 
|- 45|- —5 . Qual das seguintes afirmacóes é verdadeira para todo real x? 

P:[4x |- 4| x | Qi x«2]-lx 2 Rx y ]2|x +] 
ујан) T l-e] 

(A) São todas verdadeiras (В) Р, Q,R,S (C)SeQ (0)КеО (E)P,Q,R 


Solução: 
A função característica é um assunto mais explorado no ensino superior, mas pode aparecer 
em concursos baseados no ensino fundamental dessa forma: uma definição seguida de 


perguntas. 
De acordo com a definição, ficam claros alguns resultados adicionais como: 


1444, 441-4,|-51--5, [-51]=—6, |1=1, [6,5 |-0. [0]=0, |-03]- -1 
Passemos a analisar as afirmativas do problema: 

P: [4x |= 4| х |, ë FALSA, basta checar o contraexemplo: [4x1,9 |= [7,6] =7% 419 | 
Q: Lx +2|= Ix |+2 , verdadeira, a característica segue a lógica da “parte inteira”. 


Scanned by CamScanner 


, capítulo 19 - Funções i | 
|z E Hbi Verdadeira, a parte inteira de uma soma é no máximo igual з | 
o igual à soma das 


в inteiras os dois valores. о que ocorre por exemplo com x = y = m 
ў não vale para quaisquer reais х e y pelo próprio o wni эн q 
mx=y= 


P FALSA, 
n 'ALSA, basta verificar com 

Т.Е , um contraexemplo, x = 5,5, | - 5 y 
As verdadeiras são: О e R. opção (D) |-5,5x |--6 « 5 | 


Resposta: (D) 
() Sea? b > 0, então a?bP é maior que: 
we Ges (Os D) (NRA 


Solução: 
usará propriedades da função exponencial de base maior que 1. Esta tipo de 


função tem O gráfico indicado abaixo. 


0 
J()=w 0 «a «l 


f(xX)ed ao 


base entre 0 e 1. É de nosso interesse no 


Duas situações são mostradas na figura acima, base>1 
momento, O primeiro caso. Por exemplo, fx) = 2. Qualquer que seja a base, O gráfico da 
muda em função da base é a inclinação da 


função exponencial tem esse mesmo aspecto, о que 
curva, que pode ser mais acen um valor maior para a base. 

Seja qual for a base, maior que 5 ncial tem f(0) = 1, já que qualquer 
número diferente de zero, ao ser elevado à encia zero, dá resultado igual al. Além disso a 
funcáo é sempre crescente, OU seja, f(x) ? ] para qu nfundir com 08 


números a e b do problema, chamemos à base de k, maior que 1. 
k> 1 


Usaremos este resultado da função exponencial 
tivo e a/b é maior que 


а> b, e ambos positi 4 _ b é positi 

2 1Нуоз, entáo а ер | л ша 

resultado da função exponencial para 08 valores particulares dek-3bex^*? 
k>lex> 0. Então podemos usar que: 


Condições do problema, teremos 
a 
кх > 1 vale рага qualquer k>1 e para qualqu 


a-b 
Н > |; já que a expressão 


ay? 
`~ a a арб bpa 


Resposta: (B) 
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+2 
E16) EPCAR 2007 - Uma funcáo f 6 definida como f(n+1)= ды Sendo f(1) = 5, o 
valor de f(101) é 
(A) 45 (В) 50 (C)55 (D)65 
Solução: 
Simplificando o denominador temos: 
f(n + 1) = f(n) + 2/5 
Ou seja, o valor de f para um inteiro é igual ao valor anterior somado com 2/5. Se partimos de 
f(1) e vamos até (101), aplicamos a fórmula 100 vezes, ou sejam vamos somar 2/5 100 vezes: 
f(101) = f(1) + 100.2/5 
f(101) = 5 + 40 = 45 
Resposta: (A) 
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Capítulo 20 


Trinómio do segundo grau 


о шито tópico 

Podemos considerar o trinómio do 2° grau como o último tópico da álgebra do ensino 
fundamental (o capítulo 21, polinómios, é abordado tanto no ensino fundamental como no 
ensino médio). O estudo do trinómio do 2? grau envolve vários conceitos, como fatoração, 
equações do 2º grau, gráficos e funções. São muito comuns as questões de trinômio do 2º grau 
em concursos, por isso optamos em apresentar о assunto em capítulos diversos, e agora temos 
este capítulo para consolidar esses conhecimentos. 


Na verdade você já aprendeu tudo o que precisa saber para resolver os problemas deste 
capítulo. Vamos apenas realizar uma revisão e partir para os exercícios e questões de 


concursos. 


Trinômio do 2º grau 

Um trinômio é uma expressão algébrica racional 
2 grau quando seu maior expoente é 2. Estamo 
variável (usualmente, x), nesse caso a forma geral é: 


inteira com trés termos. O trinómio é dito do 
s interessados em trinómios com uma única 


ах? + bx + c 


Funcáo quadrática ou polinomial do 2? grau 
Uma funcáo quadrática f(x) é aquela cuja formula é um trinómio do 2° grau, como: 


fx) = ax? + bx + c 


Muitas vezes é chamada de função do 2º grau, mas a nomenclatura correta é função 


Polinomia] do 2? grau. 


Equacáo do 20 grau 


Equação do 9° grau é aquela cuja express 


БЭРЭЭЖ: o А 
ão по 1? membro é um trinômio do 2? grau, como: 


Ne 
8 А TM 
iu âmbito, estamos interessados apenas em identificar quais valores de x anulam o 


ô 
mio, о que já estudamos no capítulo 13. 
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Gráfico da funcáo quadrática 


Toda funcáo de R em R pode ser representada por um gráfico no plano cartesiano. O gráfico 
de uma funcáo quadrática tem forma de uma parábola. Nesse capítulo abordaremos detalhes 4 
respeito desse gráfico. 


O gráfico 


É importante conhecer os detalhes do gráfico da função quadrática, f(x) = ax? + bx + c, О 
formato será sempre o de uma parábola. 


A concavidade poderá ser voltada para cima 
ou voltada para baixo, dependendo do sinal 
do coeficiente de x? (a>0, para cima; a«0, 
para baixo). А curva cortará o eixo x em 
dois pontos diferentes, quando о 
discriminante for positivo (A>0). Quando 
A=0, a parábola tangencia o eixo х, (corta em 
um único ponto), e quando A«0, a curva não 
cortará o eixo x. Já o eixo y é sempre 
interceptado no ponto y = c, o termo 
independente (sem x) do trinómio. 


O valor do trinómio, para x compreendido entre as raízes, terá o sinal contrário ao do 
coeficiente a. Na parábola acima, o valor da função é negativo para x compreendido entre 2 e 
3, as raízes. 


Um problema muito comum é determinar a equação da parábola, dados três pontos 
conhecidos. Isto pode ser feito de várias formas. 


Exemplo: Determinar a equação de uma parábola que corta o eixo у para y=6, e corta o eixo 
x em x=2 e x-3. 


Uma solução é substituir os três pontos conhecidos па equação da parábola, ficando com um 
sistema de 3 equações e 3 incógnitas (a, b e c): 


y = ax2 + bx + c 

(0,6) Y a.0? +b.0+c=6 > c=6 

(2, 0) Y 2.22+b.2+c=0 

(3, 0) Y a.32 + b.3+ c = 0 

Subtraindo a terceira menos a segunda, ficamos com: 
5a +b =0 

b = -5a 

Substituindo na segunda equação: 


4a + 2(-5a) + 6 = 0 
a=1;b=-5,c=6 


Scanned by CamScanner 


i capitulo 20 - Trinómio do Segundo ista 


to a equacáo da parábol 2 
portan q P Оа баба ву 639 


outra solução ё usar а fórmula fatorada da parábol 
а: 


= a(x - x1)(x - xo) 


y 


ао as raízes. Para 4 А 
onde x1 € X2 880 escobrir o valor де 
à, basta fazer x — 0 
y 


= (0) | 
Мо nosso caso temos: | 


6 =a(-2)(-3) 
a=1 


Logo y = 1(x-2)(x-3) = x? - 5x + 6 


0 vértice da parábola 


O vértice da parábola é o seu ponto de valor mínimo 
aX). As coordenadas x e y no vértice assume 
conhecidos. Supondo que a parábola é da forma 


(no caso de a>0) ou máximo (no caso de 
m valores importantes que devem ser 
y = ax? + bx + c, o vértice tem como 


coordenadas: 
-b =A 
LE c Y m = 
2a 4a 


Inúmeras questóes aparecem em provas e concursos envolvendo o vértice da parábola. Vamos 
inicialmente deduzir a fórmula das coordenadas acima. 


Considere o gráfico da parábola y 7 ax? * bx * c. Esta fórmula pode ser escrita como: 
y = ах? + bx + c = a(x? + bx/a + са) 


A expressão x? + (b/a)x lembra um quadrado perfeito, o quadrado se [x + b/(2a)]. Falta apenas 
adicionar (e subtrair, para nào alterar a expressáo), o termo [Ь/(2а)]*. Ficamos então com: 


у=а(х2 + bx/a + [b/(2a)]? - (Бар + c/a } 
mos foi colocar a em evidéncia e dentro das chaves, 


Note : б ue fize 
ue até mento 86 о 1 | 
l ir [D/ i demos escrever a expressáo como: 


somar e subtrair [b/(2a)]?. Desta forma po 


2 
у=ах+ D p e 


2a 4a 
2 
уа 2р _ b° —4ac 
Š is ído de um 
depende de x, subtraí 
Notamos então que a expressão para y é igual a um pra de y quando x valer 


е - é o valor 

e j 4a). Este € О 

1 ) š ? У (b? 4ac)/(4a), ou seja, Mi 

2a e, que val 

| o + do x valer 
2 assume, é Zero, que ocorre quando 

r absoluto mínimo que o termo (x b/2a) 
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-b/(2a). Quanto a é positivo, valores diferentes de x resultaráo em um valor maior para y, ou 
seja, a parábola assumirá um valor mínimo. Quando а<0, valores diferentes para x resultarão 
em um valor menor para y, portanto neste ponto a parábola terá um ponto de máximo. Neste 
valor do vértice, que será um máximo ou um mínimo (máximo se а<0 e mínimo se a^0), o 
valor de y correspondente, será —A/(4a). Isto prova que as coordenadas do vértice da parábola 
sáo: 


х,” =D e yy = -А 
2а 4а 
Ехегсісіоѕ 
Е1) Encontre o vértice de cada parábola 
a) x? - 5x + 12 fx -x*1 к) x2-5 
b) x2 + 8x + 15 9) x? -3x +4 i) x? + 3x 
с) х2 + 14x + 45 h)x? - x - 10 m) x? * 18 
d) X? * 5x - 24 ix? - 2x * 3 n)x?-2x-5 
e) x? + 10x – 20 )x-x-3 о)х?+х +1 


E2) Indique em que intervalo as parábolas abaixo representam funções crescentes. 


а) x2— 8x + 15 f) 3x2 + 7x + 8 К) x? + 6x + 3 
b)x? + 4x-2 g) x? - 10x * 100 i) X2 + 5x +6 
с) —x2 — 6x + 10 h) x? + 14x +2 m) x? * 8x * 13 
d) x? - 13x * 18 1) 2x2 + 4x 41 nx?-x*5 
e) 212 * x - 1 )(Хх-3у 5 0)5-х2 


A concavidade 


A concavidade de uma parábola está voltada para cima quando a>0, e voltada para baixo 
quando а<0, ou seja, isto dependerá apenas do sinal do coeficiente do termo em х2. Isto é fácil 
de entender quando tomamos a equacáo na forma apresentada no item anterior: 


b b? – 4ас 
ysa[x* —] -— — 

2a 4a 
O termo (x*b/2a)? tem valor zero no vértice. Conforme x se afasta do vértice, seu valor cresce. 
Mas este termo aparece multiplicado por a, entáo para a positivo este termo cresce para 
valores de x conforme se afastam do vértice, o que resulta em uma concavidade voltada para 
cima. 


(a0) 


Inversamente, quando a é negativo, este termo apresentará um valor total negativo, que sé 
tornará mais negativo conforme x se afasta do vértice, entáo resultará numa concavidade para 
baixo. 
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(a<0) 


bramos do capítulo 13 que quando A*0, o trinómio tem duas raízes reais e diferentes, 
gi to seu gráfico corta o eixo x em dois pontos distintos. Já quando Д<0, o trinómio (e a 
ши р correspondente) náo possui raízes reais, portanto náo cortará o eixo x. Ainda assim, 


ан dos esses casos, as coordenadas do vértice teráo sempre a mesma forma: 
em 

-b x cA 
NC ub p 

2a а 


para cima ou para baixo 


Á da 
dade está volta 2-3х+2 
ЕЗ) Indique em cada caso se 2 bcp 2p - (2х+ 3 ij ot - 3x* 9) - (3x2 - 5x + 2) 
Um diea q) 10-(к-2к-® т)1-х—% чин 
"Eu aee h) Бх + З)(х + 4) e А 
d) P ñ 4 i A7 1)(х - o) (4 =x 
x+ 
. ыг Х — 
)1-x-x2 j1-( 
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Cortando os eixos 


Esbocar o gráfico do trinómio do segundo grau é um tópico importante. Uma das providéncias 
é identificar os pontos nos quais o gráfico corta os eixos x еу. 


Intersecáo com o eixo x: 

Basta identificar as raízes do trinómio. Para qualquer função y = f(x), nào só para trinómios do 
2? grau, as intersegóes com o eixo x sáo determinadas fazendo y = 0, ou seja, f(x) = 0. 

No caso de um trinómio do 2º grau, resolvemos a equação do 2º grau correspondente, o que 
resulta nas suas raízes, que sáo os valores de x nos quais o eixo x é cortado pelo gráfico. 


Sendo assim, dado o trinómio do 2º grau y = ax? + bx + c, resolvemos a equação do 2? grau 
ax? + bx + c. Se а equação tiver duas raízes reais (A>0), x e xo, estes serão os valores de x 
para os quais o eixo x é cortado pelo gráfico. 


Lembramos ainda que podemos ter A-0 (duas raízes iguais, ou seja, o gráfico tangencia o eixo 
x), e ainda Д<0 (raízes imaginárias, ou seja, o gráfico não corta o eixo x). 


Intersecáo com o eixo y: 

Para identificar o valor de y para o qual o eixo y é cortado pelo gráfico, basta fazer x = 0. 
Levando em conta que y = ax? + bx + c, fazendo x=0 encontramos y 7 c, ou seja, o gráfico do 
trinómio do 2? grau corta o eixo y no ponto y = c. 


E4) Indique os pontos onde as parábolas abaixo cortam o eixo y e o eixo х 


а)у=х?+5х+6 ђу= (1-х) К)у=2-х+ҳ2 
b) y = х2 - 10x + 80 9) y = x?- 5х i y =2x2-9x+7 
с)у= 2+ 5х-6 һ)у=х2-9 m) y = х2 8х + 15 
d)y=x2-x-2 i) y = 5(x - 1)x - 2) n)y = 5(x- 1? 
e) y = 2 +6x+9 jy = ë 0) y = x?-100 


— 
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4 apítulo 20 - Trinômio do segundo grau 
А тае produto das raízes 
o 


gif vista no capítulo 13 a relação entre os coeficientes e as rajes da equagáo do 22 


gras | 


y^ ах? + bx + c 

Soma das raies: —b/a 
Produto das raízes: c/a 
A metade da soma das raízes, ou seja, -Ь/( 
Quando a equação tem raízes reais, o x do vë 


Lembre-se que o y do vërtice ë o valor do 
raizes (-b/(2a), que também pode ser calcula 


2a), é €Xatamente a coordenada x do vértice. 
rtice é equidistante das raizes. 
trinômio quando x é igual à média aritmética as 
do diretamente como -Ду(4а). 


E5) Indique о valor máximo ou minimo e 


para qual valor de x ocorre este máximo/mínimo 
а)у=х?+4х+5 у= 2x2 + 4x +9 K) y =x2 + 2х + 10 
b) y =2-3x +4 9) y = 3х2 5x +7 i) ус(х-3у +4 
c)y=x+2x+3 h) y = 1-2x- 3x2 m) y = -5(x - 2? + 10 
d)y=x2-5x + 12 i) у= 6х2 4x - 9 N) y = 1 +x- 5x2 
e) y = 2 + 3x + 3 ) у= 1-2x- 4x2 0) y = х2 + 4x 


Exercícios de revisáo 
E6) Em qual intervalo a funcáo f(x) = (x — 5)? é crescente? 
E7) Encontre o vértice da parábola y = x? + 4x +9 


E8) Dado o gráfico da parábola abaixo, qual das opcóes descreve a localizacáo do ponto M? 


© M - 2b -2a,0) 8.0) 


(b, c) 
ч Рага д funcáo y = ax? + bx + c, qual das seguintes condições, caso se aplique, sempre 
iis Чче o gráfico da funcáo intercepta o eixo x? 
дыг DO (В) а>0еъ>0 (C)a<0ec>0 (О)афесФ 
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E10) A área A de um terreno retangular no qual um lado vale x metros pode ser encontrada 
pela equação A(x) = -x? + 38.8 x. Considerando o mundo real, quais valores o lado x deste 
retángulo poderá ter? 


(А) х> От (B)0<x<194m (C)x<194m (D)O«x«388m (Е) х < 38,8 m 


E11) Seja f(x) = 2x? – 12x + k. Qual é o valor de & para que o vértice esteja sobre o eixo x? 
(А) 18 (B)-3 (C)-9 (D)3 (Е) Não pode ser determinado 


E12) (*) Encontre a equação da parábola que passa por (-2, 0), (-4, -9) e (0, 5). 

(A) f(x) = -x* + 3x +5 (B) f(x) -x2-3x-10 (С) f(x) = (1/2)x? + (32)x + 5 

(D) f(x) = (-1/2)x? + (3/2)x + 5 (E) f(x) = 2x? -6x -10 

E13) (*) Uma pizzaria vende uma pizza por R$ 30,00 e está estruturada para vender 40 pizzas 
por dia. Para cada redução de R$ 0,50 no ргесо da pizza, exatamente ] venda adicional é 
realizada. Encontre a fórmula que relaciona o nümero de pizzas vendidas com o nümero de 


reducóes de R$ 0,50 no preço e dê o número de reduções de R$ 0,50 que resulta no maior 
valor vendido. 


()8 (B)5 (O1 (10 (Bi 


E14) (*) Uma parábola da forma y = ax? + bx + c intercepta o eixo x nos pontos -4 e -2, ea 
ordenada do seu vértice é 6. Determine o valor da ordenada do ponto onde a parábola 
intercepta o eixo y. 


(A)4 (В) 13/3 (C)148 (D)-48 (E)163 
E15) Para qual valor de x a função f(x) = (x - 1)(x + 1) - 3 tem um mínimo? 


E16) Em quantos pontos o gráfico de y = (x? - 5x + 9)(x? - бх + 9) (x? – 7x + 9) intercepta о 
eixo x? 


E17) Seja р(х) = ax? + bx + с, para coeficientes a, b e c reais. Se p(1) = 1, p(2) = 2 e p(3) = 4, 
qual é o valor de p(5)? 


x*3 , 


E18) Qual é o domínio da funcáo ? 
д. x! +2x+5 


E19) (*) Uma função quadrática tem vértice no ponto (2, 5). Se o ponto (1, 4) pertence ао seu 
gráfico, qual é a equação desta função? 

(A) у= (13)(х – 2)2+5 (В)у = (-13)(х +2)2+5 (С) y = (1/4)(x + 2)? +1 

Ш)у= (19) 2245 (By- Ci 2+5 шин 


E20) Se a parábola y 7 -2x? + 4x + 5 é deslocada 3 unidades para baixo e 4 unidades para à 
direita, quais são as coordenadas do novo vértice? 


(А) 4,6) (В) (5,4) (C) 3,4 0) (5,3) (E) (8,5) 


E21) Qual é a equação da parábola que corta o eixo x em (3, 0) е (-3, 0) e o eixo y em (0, 9)? 


E22) (*) Qual dos números reais abaixo não pode ser o valor da expressão 2x! +3х+1, 
x'-2x-3 


(3 (BIA (O-12 DA (E)-18 


— a 
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Sexty” 1, qual é o maior valor Possível para xy ? 
b i2 (O04 (D)y4 (EO 
( 


gi Calcule k para que o vértice de f(x) = 2x2 _ 19x + k esteja sobre o eixo X. 


A) 18 (B) -3 (C)-9 (D)3 (E)não pode ser determinado 


gos) Encontre todos os valores possíveis de b de tal forma que x2 + bx + 90 possa ser fatorado. 


$96) () Uma bola é atirada a 19,6 metros Por segundo de uma altura de 58,8 metros. A 


equação h(t) = -4,9 t2 + 19,6t + 58,8 representa a altura h da bola, em metros, e o tempo t em 
segundos, depois que é jogada. Quando a bola chegará ao chão? 
E?) Se x e y são números reais e x? + y? = 1, então o máximo valor de (x + y? é: 


s ®1 (O2 (D)32 (E) y5 


E28) Determinar o valor mínimo do radical R = x? 4x5 


E29) CN 76 - O valor mínimo do trinómio y = 2x2 + bx + P ocorre para x - 3. Sabendo que 
um dos valores de x que anulam esse trinómio é o dobro do outro, dar o valor de р. 


(А) 32 (В) 64 (C)16 (D)128 (E)8 

E30) (*) CN 77 

Se abcZ#0 e a + b + c = 0, o trinómio y = ax? + bx + c: 

(А) pode ter raízes nulas (B) nào tem raízes reais (C) tem uma raiz positiva 

(D) 50 tem raízes negativas (E) tem as raízes simétricas 

E31) CN 78 - Para que o trinómio y 7 x? - 4x * k tenha seu valor mínimo igual a -9, o maior 
valor de x que anula este trinómio ё: 

6? (B4 (су1 (Ds (53 


E32) CN 78 - Se Р(х) = ax? + bx + c e P(k) é o seu valor numérico para x = К e sabendo que 
P3) = PC-2)-0e que P(1) -6, podemos afirmar que Р(х) 


(А) tem valor negativo para x = 2 (B) tem valor máximo igual a 27/4 
C) tem valor máximo igual a 11/4 (D) tem valor máximo igual a 25/4 
) tem valor mínimo igual a —25/4 
E ) CN 78 - A soma de todos os valores inteiros e positivos de P que fazem com que 
(A -Р-3-х2 seja negativo para qualquer valor de х é: 
7! Bos (су1о (ррм (Eus 
d m) 79 - O valor de P para que o trinómio do 2? grau px? — 4px + 24р tenha máximo 
4) “É quando x = К, é; 


8)2 (суз (р)-3 (gi 


k š 
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E35) CN 79 - O valor de yno sistema 
2х+у= 3 
Зх + y = m?- 4т + 1 
quando x assume seu valor mínimo ё: 
(А) 11 (B1 (С)7 (D)i5 (E)9 
E36) (*) CN 80 - O trinómio do segundo grau y 7 (K * 1)x2 + (K + 5)х + (К? - 16) apresenta 


máximo e tem uma raiz nula. А outra raiz é: 


(A) uma dízima periódica positiva (B) uma dízima periódica negativa 
(C) decimal exata positiva (D) decimal exata negativa 
(E) inteira 


E37) (*) CN 80 - Para se decompor a fração эв па soma de duas outras fracóes com 
х°—5х+6 
denominadores do 1? grau, a soma das constantes que apareceráo nos denominadores dará: 


(3 (B-5 (06 (D-4 (E5 


E38) CN 80 - Se o trinómio y = mx(x - 1) - 3x2 + 6 admite (-2) como uma de suas raízes, 
podemos afirmar que o trinómio: 

(A) tem mínimo no ponto x = -0,5 (B) pode ter valor numérico 6,1 

(C) pode ter valor numérico 10 (D) tem máximo no ponto x = 0,5 

(E) tem máximo no ponto x - 0,25 


E39) CN 81 - Relativamente ao trinómio y = x? – bx + 5, com b constante inteira, podemos 
afirmar que ele pode: 
(A) se anular para um valor par de x 


(B) se anular para dois valores reais de x cuja soma seja 4 
(C) se anular para dois valores reais de x de sinais contrários 


(D) ter valor mínimo igual a 1 
(E) ter máximo para b-3 


E40) CN 82 - A inequação 2px? +x+p> 0, é satisfeita para qualquer valor real de x, se, e 


somente se: 

42 
(A) лыг (B) 2р0 (С) E 
D) p«—2 ou p> © р>? 


E41) CN 82 - O valor de m que torna mínima a soma dos quadrados das raízes da equação 
2-mx+m-1=0,é: 


(А) 2 (B)-1 (C)0 (D! (E? 


E42) CN 84 - Sendo Р? 3, podemos afirmar que o trinómio y = 2x? - 6x - P : 
(A) se anula para dois valores positivos de x 

(B) se anula para valores de x de sinais contrários 

(C) se anula para dois valores negativos de x 

(D) nào se anula para valores de x real 

(E) tem extremo positivo 
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543 CN 85 - O menor valor inteiro da expressão 5n? — 195n + 15 ocorre para n igual a: 
A) 10 (8)15 (C) 20 (D)25 (E)30 


gu CN 86 - O número máximo de divisores do nümero natural 48.2" *?* , хЄМ, ё: 
(A) 12 (В) 10 (C)24 (D)6 (E)18 


5) (*) CN 88 - Considere as seguintes afirmações sobre o trinômi 
I Cor + 1988x — 1987 хээ 
Seu valor máximo é 1 
Tem duas raízes de mesmo sinal 
(Ш) Os valores numéricos para x = -103 e x = 107 são iguais 
(V) O gráfico intersecta o eixo das ordenadas em -1987 


Pode-se concluir que o número de afirmações verdadeiras é: 
4 (8)3 (O2 (D! (go 


E46) Seja р(х) = ax? + bx + c, para coeficientes a, b e c reais. Se p(1) = 1, p(2) = 2 e p(3) = 4, 
qual é o valor de p(5)? 


E47) CN 90 - Para que o trinómio y = ax? + bx + c admita um valor máximo e tenha raízes de 
sinais contrários, deve-se ter: 


(A) a < 0, c > 0 e b qualquer (B)a<0,c<0eb=0 
(С) а> 0, c < 0 e b qualquer (D)a>0,c<0eb=0 
(E) a <0, c < 0 e b qualquer 


E48) CN 90 - A divisão do polinômio Р(х) = x* + x? + 1 pelo polinômio D(x) = 2x? - 3x + 1 
apresenta quociente Q(x) e resto R(x). Assinale a afirmativa falsa: 

(A) R(1) =3 

(B) R(x) > 0 para x > 1/9 

(C) O menor valor de Q(x) ocorre para x = -3/4 


422 


(D) A média geométrica dos zeros de Q(x) é "AT 


(E) O valor mínimo de Q(x) 6 35/32 


£49) CN 93 | | 
"sidere o gráfico do trinómio y = ax? + bx + с, onde A = b? - 4ac, e as seguintes afirmativas: 
ES _-5+УА 

' 2a иж” 
ын -b 

2 = — 

2a 

ын -A 

Y, = — 
IV. 4a 

Уулс 


o afirmativas são verdadeiras? 
8! (Сз (руз (B4 
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E50) CN 94 - O trinómio y = x? - 14x + k é uma constante real positiva, tem duas raízes 
distintas. A maior dessas raízes pode ser: 


(А) 4 (B)6 (C11 (р)14 (E)17 


E51) CN 97 - Um polinómio de 2? grau em x é divisivel por (5x 343 + ) е (х 243 -1) О 
valor numérico mínimo do polinómio ocorre para x igual a: 
(A) 19/12 (B)23/2 (C)29/12 (р)3112 (Е) 35/12 


E52) CN 98 - Considerando o gráfico abaixo referente ao trinómio do 2º grau у= ax? + bx + c, 
pode-se afirmar que: 


(A) a>0;b>0;c<0 y 
(B)a>0;b<0;c>0 2 
(C)a<0;b<0;c<0 Í 
(Dia <0;b <0; c <0 / 
(Ё)а<0;Ь>0;с>0 | 

/ 
Í 


/ 


E53) Para qual valor de x a função f(x) = (x - 1)(x + 1) – 3 tem um mínimo? 


E54) Encontre o vértice da parábola y = x? + 4x + 9 


E55) Qual é o domínio da função 553 
x!42x45 


E56) Para a fungáo y = ax? + bx + c, qual das seguintes con 
implica que o gráfico da funcáo nào intercepta o eixo x? 


(A)a*0eb^0 (B)Ja20eb*0 (С) a<0 e c>0 (D) а<0 e c«0 (E) NRA 


dicóes, caso se aplique, sempre 


E57) Seja f(x) = 2х2-12х + К. Qual é o valor de Е para que o vértice esteja sobre o eixo x? 
(А) 18 (В) -3 (C)-9 (D)3 (E) Não pode ser determinado 
E58) O gráfico abaixo mostra as funções у = x? + mx + p, = ax e y = bx, com a < b. As duas 


retas interceptam a parábola em pontos, de mod 
: O a se i e 
comprimentos d e d*, como mostra a буух Calado de du determinados dois intervalos, de 
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CONTINUA NO VOLUME 2: 100 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


EI) 


B) 


ЕЗ) 


Es) 


a) (5/2, 23/4) 
b) (4, -1) 
c) (7, 4) 
d) (5/2, -121/4) 
e) (5, 45) 

a) 4, +оо) 
b)[-2, +00) 

с) (— о, -3] 

d) [-13/2, +00) 
e) [-1/4, +оо) 


a) cima 
b) baixo 
c) cima 
d) cima 
e) baixo 


a) y: 6; x: —2 e 3 

b) y: 80; x: náo corta 
c) y: -6; x: 1e -6 
d)y:-2;x: -1e2 

e) y: 9; x: -3 


a) mínimo de y = 1 para x = -2 
b) mínimo de -7/4 para х = 3/2 
c) mínimo de 2 para x = 3/2 

d) mínimo de 23/4 para x = 5/2 
e) mínimo de 3/4 para x = -3/2 


f (1/2, 3/4) 
9) (3/2, 7/4) 
h) (1/2, -41/4) 
i (1,2) 

j (1/2, -13/4) 


f) [-7/6, +00) 
g) [5, +00) 
h) [-7, +оо) 
i) (— 00, 2] 
j) [3, +00) 


f) baixo 
g) baixo 
h) cima 
i) baixo 
j) baixo 


ny: 1; x: 1 
дуу: 0x 0e 
hy; -9. x: 3e7 


j) máximo de 5/4 para X= 


k) (0, -5) 
| (-3/2, -9/4) 
m) (0, 18) 
n) (1, 6) 
o) (-1/2, 3/4) 


k) [3, +00) 
1) P572, +00) 
т) M, +00) 
п) [1/2, +00) 
o) (—oo, 0] 


k) cima 
|) baixo 
m) baixo 
n) baixo 
0) cima 


k)y:2;x:-16 2 
py: 7; x: 1, 7/2 
m) у: 16; x: 3e5 


n) y: 5; x: 1 
o) y: -100; x: 10e -10 


41 
ra x = =з. 
m) máximo de 10 рагах = 


к) mínimo de 9 para кл 
1) mínimo de 4 pa 
para х = 1/10 


п) máximo de 21/20 
—4 para X = =-2 


0) mínimo de x= 
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Еб) [5, +00) Е?) (22,5) E8) (E) E9) (C) E10) (D) 
E11) (A) E12) (D) E13) (D) E14) (D) E15) x - 0 
E16) (3) E17) 11 E18) R E19) (E) E20) (B) 
E21) y -9-x? E22) (В) E23) (D) E24) (A) 

E25) р> 4/80 ou b < —/80 E26) t= 6 E27) (C) E28) 1 
E29) (A) E30) (C) E31) (D) E32) (D) E33) (D) 
E34) (B) E35) (D) E36) (A) E37) (A) E38) (B) 
E39) (D) E40) (D) E41) (D) F42) (B) F43) (C) 


E44) (C) - considerando divisores positivos e negativos 


EA5) (А) ЕА6) 11 E47) (A) E48) (D) EA9) (E) 
E50) (C) E51) (A) E52) (E) E53) x -0 E54) (-2, 5) 
E55) R E56) (E) E57) (A) E58) (C) 


Resoluções selecionadas 
E12) Encontre a equação da parábola que passa por (-2, 0), (-4, -9) e (0, 5). 


(A) x) = 2% + 3x + 5 (B) х) =x2-3x 10 (C) f(x) = (12)? + (3/2)x + 5 
(D) f(x) = (-1/2)x? + (32)x + 5 (E) f(x) = 2x2 -6x -10 
Solução: 


Dados três pontos quaisquer, desde que não estejam em linha reta, seupre podemos encontrar 
uma parábola da forma y = ax? + bx + c que passe por esses três pontos, bastando para isso 
resolver o sistema de três incógnitas (a, b e c) e três equações, dadas por yl = f(x1), y2 = f(x2) e 
y3 a f(x3). O ideal em uma prova é procurar ganhar tempo nessa resolução. 

Se a parábola passa por (0, 5) então f(0) = 5, ou seja, c = 5. Portanto só servem as opções A, C 
e D. 

O problema deu também que a parábola passa por (-2, 0), então f(-2) = 0: 

(А): 4-2) = —4 6 + 5 = 5: não serve 

(С): f(-2) = 4/2 - 3 + 5 = 4: não serve 

(D): f(-2) = -2 — 3 +5 = 0: serve 

A opcáo (D) ë a única que atende a duas condicóes do problema, ë a única resposta que pode 
estar certa. 

Para conferir, verifiquemos se esta funçáo passa pelo ponto (-4, -9): 

f(-4) = (-1/2).16 + (3/2).(-4) + 5 =-8-б+5=9: ОК! 


Resposta: (D) 


E13) Uma pizzaria vende uma pizza por R$ 30,00 e está estruturada para vender 40 pizzas por 
dia. Para cada redução de R$ 0,50 по preço da pizza, exatamente 1 venda adicional é 
realizada. Encontre a fórmula que relaciona o número de pizzas vendidas com o número de 
reduções de R$ 0,50 no preço e dé o número de reduções de R$ 0,50 que resulta no maior 
valor vendido. 
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в ms 01 D (вм || 
(А € 


solução: nte eram vendidas 40 pizzas por R$ 30,00 cada eo 
п s é aumentar o valor recebido com as ven гээр ando vendas de R$ 1200,00. 


АН om a reduçã : 
o objeti hada do aumento do número de unidades vendidas redução no preço da pizza 


an twm ET 
comp . А o | 
OBS: Na vida real, o objetivo não é maximizar o valor recebido, mas sim, o valor lucrado 


total. blema diz que com cada redução de 0,50 по 
01 ide na quantidade de pizzas vendidas. 

ыг ге assim, com п reduções de 0,50, ocorrerá um 
E n reduções de R$ 0,50 o preço de venda de 
de unidades vendidas será 40 + n. 

Entáo O valor recebido com as vendas será: 

40 + n)(30 - 0,5n). 

ше parábola que tem máximo quando n é a média aritmética das raízes: 

(40 + 60)/2 = 10 

Portanto, n = 10 (10 reduções de 0,50) resultará no máximo do valor recebido com as vendas 
(faturamento) será dado por: 

Preço de cada unidade: 30 — 0,5.10 = 25 

Quantidade vendida: 40 + 10 = 50 

Valor total recebido: 25 x 50 = R$ 1250,00 


Resposta: (D) 10 reduções 


Preço da pizza, ocorre o aumento de uma 


aumento de n unidades vendidas. 
cada pizza será R$ (30 — n.0,5), e o número 


El4) Uma parábola da forma ул ax? + bx + c intercepta o eixo x nos pontos -4 e -2, e a 
ordenada do seu vértice ё 6. Determine o valor da ordenada do ponto onde a parábola 
intercepta o eixo y. 

&)4 (В) 133 (С) 143 (D)-48 (E) 16/3 

Solucào: 

Quando sáo dadas as duas raízes, é melhor usar a forma fatorada da parábola, pois ficará 
faltando determinar apenas o coeficiente a: 

ус a(x ДУ ху)(х - хэ) 
ул a(x + 2)(x + 4) 


А Ordenada do vértice (valor de y) é obtida quando fazemos x igual á média aritmética das 
raizes (x -.3) 


b 


Ent; 
y 2 *quacào da parábola é: 
Fazen 22 2t 4) = y = -6(x? + бх + 8) = -6x? – 36x - 48 


? X 7 0, resulta em y = -48, logo o ponto onde a parábola corta o eixo y é (0, -48) 

2777 (D) 

Ely 

Bráfico t quadrática tem vértice no ponto 
| * а equação desta função? : 

: y (e -29*5 (В)у= (-13)(х + 2)2 +5 (С) y = (1/4)(x + 2? +1 

Ч € “ A 2 

Mus, AAS (E) y= CD 22 +5 


(2 5). Se o ponto (1, 4) pertence ao seu 


a 


= ax? 
uma parábola da forma y = ax”, 


ando é 
rar z : 
Que sofreu dado O vértice, a forma mais rápida é conside értice é (ХУ, y") a equação fica: 


ын translacáo da origem para este vértice. Se O v 
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(y - Уу) = а(х - Xy)? 

y - 5=a(x +2)? Esta é a forma geral de todas as parábolas que têm vértice no ponto (-2, 5) e 
tém fórmula de segundo grau em х. Para cada valor de a, temos uma parábola diferente, que 
pode ser “mais aberta” ou “mais fechada”, e com concavidade para cima ou para baixo, de 
acordo com o valor de 1. Dado um ponto qualquer, existe um único valor de a cuja parábola 
correspondente passa por este ponto dado. No nosso exemplo, devemos determinar a para 
que a parábola passe por (1, 4): 

y -5=a(x+2)? ¡comx=ley=4: 

4-5=a(1 +2)? Ə -1 = 9а, a = -1/9. 

Então a parábola pedida é y = (-1/9)(x + 2)? + 5 

Resposta: (E) 


2x' +3x+1, 


E22) Qual dos números reais abaixo náo pode ser o valor da expressáo er 
X -2x-: 


(A)3 (В) 1/4 (Су-12 (0)-1 (Е)-18 
Solução: 
А expressão pode ser escrita como: 


2 
2: +3х+1 - (xx +1). Qx«1) parta (x + 1) #0, ou seja x £-1. 

x -2x-3 (х+10х-3) (x-3) 

Então a expressão dada é equivalente a (2x + 1)/(x - 3), excluindo o ponto correspondente 
para x 5-1, e obviamente para x = 3, que também anula o denominador. Então o ponto 
correspondente a x = -l, que deve ser excluido da função é obtido fazendo x = -l, à 
expressão teria o valor (2.(-1) + 1)/(-1 -3) = (-1)/((-4) = 1/4. Sendo assim, 1/4 é o valor que a 
expressão não pode assumir, pois isto obrigaria x a ser -1, o que faria a expressão original 
assumir o valor 0/0, que náo é permitido. Portanto o valor que a expressáo náo pode assumir é 
1/4. 


Resposta: (B) 


E26) Uma bola é atirada a 19,6 metros por segundo de uma altura de 58,8 metros. A equação 
h(t) = 4,9 {2 + 19,6t + 58,8 representa a altura h da bola, em metros, e o tempo t em segundos, 
depois que é jogada. Quando a bola chegará ao chão? 

Solução: 

Este tipo de problema faz parte da cinemática, que por sua vez é uma parte da fisica. Trata-se 
de um movimento uniformemente variável (MUV), sujeito à aceleração da gravidade. 
Podemos identificar o instante em que a bola chega ao chão fazendo h = 0. Ficamos com: 

-4,9 t? + 19,6t + 58,8. Note que 19,6 = 4 x 4,9, e que 58,8 = 3 x 19,6. Simplificando: 

—4,9 2 + 19,6t + 58,8 = 0 

-2 + 4t + 12 = 0, cujas raizes são t = -2 e t = 6. Estamos considerando apenas valores de t 
positivos, entào a solução é t = 6. 


Resposta: t = 6 


E30) Se abc#0 e a + b + c = 0, o trinómio y = ax? + bx + c: 


(A) pode ter raízes nulas (В) nào tem raízes reais (C) tem uma raiz positiva 
(D) só tem raízes negativas (E) tem as raízes simétricas 


Solução: 

abc%0 significa que nem a, nem b, nem c podem ser nulos. 

1º solução: Da expressão a + b + c = 0, temos que o valor x = 1 sempre atenderá à equação, já 
que P(1) = a.12 + b.l + c = a + b + c = 0, portanto х = 1 sempre anulará o trinómio. Isto 108 
leva à resposta, que é (C), a equaçáo sempre terá uma raiz positiva, que ë x = 1. 


соо. 
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Шы 
y capitulo 20 - Trinómio do segundo grau 
a 


ао: 
q юэ + b + c = 0, podemos escrever -b = a + c, e b? = 
0 € 
| к= p! - dac = (a + c) - dac = a? + c2 — 2c = (a gg 


raizes de А (a positiva e a negativa) podem ser a _ ce 
A tivo com O sinal + estamos considerando os dois casos. Po 


653 


(a + c)? = a2 + (24 900 


“(2 - c), seja a - c positivo ou 


nega rtanto a solução da equação é: 
-bi(a-c).. а-с+(а-с) 
"C. 8 


raiz positiva. 

ando se diz "tem uma raiz positiva”. sion; “ 
Note que qu ! 5 positiva”, significa que “tem pelo menos uma raiz 
positiva”, e náo necessariamente “apenas uma raiz positiva". A única opcáo correta é a (C) 
mas podemos constatar que as demais estáo erradas: 
(A): Náo pode ter raízes nulas (x = 0), senáo teríamos с = 0, contrariando o enunciado 
(B): Tem sim raízes reais, pois vimos que A é sempre (a — c)? que é positivo. 
(D): Raizes negativas indicariam que c/a >0e b/a > 0, ou sejam a, b e c teriam que ter o 
mesmo sinal, portanto sua soma não poderia ser zero. 
(E): Para ter raízes simétricas é preciso que b = 0, o que contraria o enunciado. 
Questão clássica que dá o que pensar... 


Resposta: (C) 


$ 


E36) O trinómio do segundo grau y = (K + 1)x2 + (K + 5)x + (K? — 16) apresenta máximo e 
tem uma raiz nula. A outra raiz é: 


(A) uma dízima periódica positiva (B) uma dízima periódica negativa 
(C) decimal exata positiva (D) decimal exata negativa 

(E) inteira 

Solucào: 


Raiz nula implica em c = 0, ou seja, o termo independente de x é nulo. 

E-16-023 k=40uk=-4 

Para que o trinómio tenha máximo, o coeficiente de x? tem que ser negativo (parábola com 
Ке Ара voltada para baixo). Portanto К tem que ser 4, o que resulta em: 

у=-3х° + х 

А outra raiz além de zero é 1/3. A única opção que se aplica é (A), uma dízima periódica 
Positiva, que ё 0,333. 


Resposta: (A) 


3x-4 па soma de duas outras frações com 


2 
deno, х°—-5х+6 | | 
а nominadores dará: 

"Чпадоге do 1º grau, a soma das constantes que aparecerão nos de 


ЛВ аа se decompor a fração 


(A) 3 

_ ®-5 (O6 Da (B)5 
ы 0)-4 (E 

Pos inador da 
2 : fatores do denominador 
sic" à 5 , para todo х. (x - 2) e (x - 3) são os latore 
ração « Х-2 x—3 


| СҮР Original, Fliminado os denominadores ficamos com: 
| =... x - 3) + B(x - 2) para todo x. 
Valendo ЧА * B) + (-ЗА -2B) 


lodo x, ficamos com: 


Scanned by CamScanner 


654 O ALGEBRISTA 
Duc D ———————————— —— A n азна а а AE 
Solução do sistema: A = -2 e B=5 > А +В = 3 

Resposta: (A) 


F45) Considere as seguintes afirmações sobre o trinômio 
y = —497х? + 1988x — 1987 


(I) Seu valor máximo é 1 

(II) Tem duas raízes de mesmo sinal 

(Ш) Os valores numéricos para x = -103 e x = 107 são iguais 
(IV) O gráfico intersecta o eixo das ordenadas em -1987 


Pode-se concluir que o número de afirmacóes verdadeiras 6: 

(А) 4 (B3 (С)2 (D! (BO 

Solução: 

É preciso checar cada uma das afirmativas. Notemos inicialmente que 1988 = 4 x 497. 
Calculemos o delta do trinômio 


A = 1988? — 4.(-497)(-1987) = (4.497)? — 4.497.1987 = 16.4972 — 4.497.(4.497 – 1) = 

= 16.497? — 16.497? + 4.497 = 4.497 = 1988 

Como Д>0, o trinómio tem duas raízes reais. O produto das raízes é positivo, logo as duas têm 
o mesmo sinal. O trinômio tem máximo, pois o coeficiente de x? é positivo. Fazendo x = 0, 
encontramos y = -1987, então o gráfico intersecta o eixo das ordenadas em -1987. O máximo 
do trinômio é -A/(4a) = -1988/(4.( -497)) = 1. Logo o trinómio tem máximo igual a 1. 

Portanto as opções (1), (П) e (ТУ) são verdadeiras. Resta analisar a opção (Ш). 

Os valores de x para um trinômio que resultam em valores de y iguais são simétricos em 
relação ao eixo de simetria da parábola, ou seja, equidistantes da abscissa x = (-b/2a). Dados 
dois valores de x, р e q, serão simétricos quando р - (-b/2a) = (-b/2a) - q, para isto é 
necessário que p + q = —b/a, ou seja a sua soma é igual à soma das raízes do trinómio. No caso, 
os números dados são -103 e 107, sua soma é 4, e a soma das raízes também é 4 (-b/a = - 
1988/(-497) = 4). Logo os valores da função para x = -103 e x = 107 são iguais, apesar de 
serem difíceis de calcular numericamente, devido à complexidade dos coeficientes da 
equação. Portanto (III) também é verdadeira. 


Resposta: (A) 
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Polinómios 


polinómios identicamente iguais 


A igualdade em álgebra possui dois significados diferentes. Considerando duas expressóes 
algébricas, podemos ter: 

4) Iguais, somente para determinados valores 
Exemplo: x2+5x+4=0 

Esta expressáo nem sempre é verdadeira. É correta apenas quando x=1 ou x=4. Esta expressáo 


é uma equacáo, e é válida apenas quando x assume um desses valores, que sáo chamados 
raízes da equacáo. 


b) Iguais, quaisquer que sejam os valores 

Exemplo: (x + 1)? = х2 + 2x + 1 

Esta expressáo é sempre verdadeira, ou seja, é correta para qualquer valor de x. Este tipo de 
expressáo é chamada de identidade. Apesar de ser usado o mesmo símbolo de igualdade, seu 
significado é diferente. Diz-se no caso (b) que as duas expressões nos membros da igualdade 
sáo nào apenas iguais, mas sim, idénticas, ou identicamente iguais. Pode ser usado o símbolo = 
para indicar quantidades identicamente iguais, ou seja, iguais para qualquer valor de x ou 
demais incógnitas. 


Resumindo, as igualdades podem ter dois significados: 


fx) = g(x) : Igualdade ou equação: São expressões algebricamente diferentes, mas que para 
guns valores de х podem assumir valores iguais, apesar de suas fórmulas serem diferentes. 


Дх) = g(x) ou f(x) = g(x) : Identidades ou expressões identicamente iguais: São expressões que 
“sumem valores idênticos, não importa o valor de suas variáveis. Tipicamente, as duas 
Expressões identicamente iguais apresentam fórmulas algébricas idênticas, mas isto nem 
аре Ocorre. Por exemplo, as fórmulas podem ser algebricamente diferentes mas tornarem- 
iguais i 
depois de simplificação. 


É prec; TC is ti 
Preciso tomar cuidado pois em geral os enunciados náo fazem distincáo entre os dois tipos 
“Igualdade, 


Poli ^ 
і Р Š 
: "ômios idênticos 
чао шд idênti têm o mesmo grau e os 
Mes ч Polinómios, só podem ser idénticos quando 2. d dd des 
Š Precis “eficientes. Por exemplo, para que x? + 2х? + Зх + 5 seja idêntico a X Жк збек 
9 чие nhamos obrigatoriamente a = 3. Enquanto isso 08 polinómios x 


ч u 


Scanned by CamScanner 


656 О ALGEBRISTA 
Tobit ы == === — == s ———- 


5х + 6 nunca seráo idénticos, já que possuem termos em primeiro grau diferentes. O que 
podem ser é apenas iguais, para certos valores de x. Esses valores são exatamente as soluções 
(ou raízes) da equação formada quando obrigamos os dois a serem iguais. 


Polinômios iguais para alguns valores 

Quando dois polinômios não são identicamente iguais (iguais para qualquer valor de x), 
podem ser iguais para alguns valores de x. A figura abaixo mostra os gráficos de alguns 
polinômios que não são identicamente iguais. Esses polinômios podem ser iguais em certos 
valores de x, mas não para todos os valores de x. Os valores particulares que tornam a 
igualdade possível (quando existem) são as raízes da equação obtida quando obrigamos os 
polinômios a serem iguais. Esses valores iguais que dois polinômios podem assumir são os 
pontos onde seus gráficos se cortam. 


lo: 
x3 — x2 — 5x + 3 = 2х2 + 5x + 3 


Os dois polinômios existentes nos dois membros da expressão não são identicamente iguais, 
pois suas fórmulas são algebricamente diferentes. O polinômio do primeiro membro é do 3º 
grau, enquanto o do 2° membro é do 2° grau. Isto já garante que os dois não podem ser 
idênticos (e sendo de graus diferentes, apresentam coeficientes diferentes). Sendo assim, 4 
igualdade não pode ser uma identidade, mas sim, uma equação. 


OBS.: A equação resultante será do 3º grau, portanto pode ter no máximo 3 raizes. 
Resolvendo a equação: 

x3 — x? — 5x + 3 = 2x2 + 5x + 3 

х3-3х2-10х-0 


x(x? - 3x - 10). Fatorando o trinómio, temos: 
x(x - 5)(x + 2) = 0 


—" 
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As soluções (valores de x que anulam a expressão) são: 
¿=0,x=5ex=-2 


assim, os valores de х que tornam as expressóes iguais sáo apenas trés: 0, 5 e -2 
Sendo gu Р , . 


gxercicios 
El) Para que valores das constantes e a e b as expressões são identidades? 
а) 3х2 + 5x + 5 е ax? + bx + 5 f) abx? + (a + bx + 5 = 6x2 + 5x + 5 
bé — X2 + 3x + 6 е ax? + bx? + 3x + 6 g) 5x2 + bx + 1 e ax3 + 5x2 
c) ах5 + 3x! + 6x2 e 3x5 — bx! + 6x2 h) 28 – 5x? — 7х + 12 = ax? — 5x? + bx + 12 
d) (a - b)x? *3x*2ex?*ax*b i) (1 + ax)? = 1 + 9x + 9x2 + x3 
e) (a + bà + Зх + 5 e (a - b)x? + ax? + 3x j) (x — 6) = (x - a}*.(x — b) 


Separação em frações 


Nem só polinômios podem ser identicamente iguais. Quaisquer expressões o podem ser, desde 
que suas fórmulas algébricas sejam iguais, fazendo com que ambas as expressões fiquem iguais 
para qualquer valor de x. Um caso típico é a separação em frações, como no exemplo abaixo: 


Exemplo: Se „с. 2-4. + 


x!-x-6 x-3 x+2 
(А) 15 (B)3 (C)34 (р)-3/5 (E) -1/5 


Solução: 

O objetivo é descompor uma fração algébrica que tem como denominador um trinômio do 2º 
grau, como a soma de duas frações algébricas com numeradores constantes (A e B) a serem 
determinadas, e nos denominadores binômios do 1º grau. Neste tipo de problema, não fica 
claro, a princípio, se está se falando sobre uma equação ou uma identidade. Como não ficou 
claro, devemos tentar resolver como identidade, ou seja, determinar À e B tal que a igualdade 
seja verdadeira para qualquer valor de x. Se isto não for possível (por exemplo, se chegarmos 
он resultado impossível), tentamos resolver como equacáo, válida somente para certos 
valores de x. 


, encontre A – В. 


Reduzindo os dois membros ao mesmo denominador (MMC) e eliminando-o, ficamos com: 
аай _ Ax 2) £ В(х-3) 
*-x-6 (х-3Хх-2) (х+2)(х-3) 


Х-1= Ax +2A + Bx - ЗВ 


А aluno nesse momento deve observar que a expressão não pode ser uma equação, pois 

шоо apenas uma equação para três incógnitas (A, B e x), o que deixaria a solução 

" a minada (infinitas soluções). Portanto, tudo indica que trata-se de uma identidade, que 

a verdadeira para qualquer valor de x, desde que sejam usadas as constantes A e B 
9Priadas, Vamos agrupar os termos em x e os termos que não tem x: 


x 
A+B- 1)+(1+2A-3B)=0 
Te 
TE no Primeiro membro um polinômio do 1° grau, cujo coeficiente do termo de 1° grau é 


-le cujo coeficiente do termo de grau zero (termo independente) é (1 + 2A - 3B). 


Ses dois x - " 1 3 Q 
membro o, tentes devem ser iguais a zero, pois é nulo o polinômio existente no 2 


` Entáo o polinômio do 1? membro só vai zero para todo valor de x se: 
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A+B-1=0,e 
1 + 2A - 3B = 0, sistema que resolvido resulta em A=2/5 e В-3/5. 


Entáo o valor A - B que o problema pede é 2/5 - 3/5 = -1/5. 
Resposta: (E) -1/5. 


Exemplo: Separe em frações com denominadores do 1º grau 


3x) 2x) +3х+7 
x!-5x46 


maior ou igual ao do denominador, devemos 
tará em um polinómio inteiro, mais a soma de 
da uma com numeradores de grau zero. Isto é 


Solugáo: Quando o numerador tiver grau 
inicialmente realizar a divisáo, о que resul 
frações com denominadores de 1? grau, ca 
garantido porque teremos um resto para operar. 


х! -5x + 6 
3x 4 13 


3x? - 2x? + 3x +7 
-3x? + 15x) - 18x 
13x - 15x + 7 
- 13x? + 65x - 78 
+ 50x - 71 


O quociente foi 3x + 13 e o resto foi 50x — 71, sendo assim a expressão pode ser desmembrada 


como: 


Зх? -2x! +3x +7 50х —71 
Ho emas, 
х? —5х+6 х? —5x+6 


Finalmente, a fração pode ser desmembrada como a soma de duas frações na forma 


А В 
— + 


A(x - 3) + Bx - 2) = 5х - 71 


A+B=5 
3A * 2B - 71 
A = 61 e B = —56. 


Logo, 

3x -2x 43x47 | Р 61 56 

Lembre-se, a separação em parcelas da form Pon riginal seja 
reduzida com o desmembramento de a ея a) requer que а fração 

ções 


Em geral nesse tipo de exercício, o enunciado já dá a forma (0 grau) das fra 


desmembradas. 
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Equações envolvendo polinômios 


NT aldade p(x) “ q(x) pode ser uma identidade se os polinómios р(х) e q(x) forem 
, denticamente iguais, ou seja, polinômios de mesmo grau e com os respectivos coeficientes 
: ais. Caso contrário, os polinómios náo seráo identicamente iguais (ou seja, iguais para 
malquer valor de x), mas sim, iguais para certos valores de x. Nesse caso, a expressão p(x) = 
q(x) é uma equação, cujas soluções são aqueles valores de x que tornam as expressões iguais. 
Algebricamente, nem шар ana existe forma para encontrar analiticamente as soluções, ou seja, 
resolver а equação. Existem entretanto alguns casos em que é possível encontrar 
analiticamente essas soluções, e várias técnicas a serem utilizadas. Neste capítulo veremos 
algumas ferramentas que nos permitem resolver tais equações polinomiais. Por exemplo, a 
fórmula quadrática nos permite encontrar as soluções de equações do 2º grau. Aliando as 
técnicas de fatoração com a fórmula quadrática, é possível encontrar a solução de equações do 
3º grau, apesar de existir uma fórmula (bastante trabalhosa) para encontrar a solução de uma 
equação do 3º grau. O teorema das raízes racionais permite encontrar facilmente raízes 
possíveis para uma equação de grau superior, desde que os coeficientes da equação sejam 
racionais. O teorema de Bolzano permite determinar intervalos nos quais existem raízes. As 


fórmulas de Girard determinam relações entre coeficientes e raízes, ajudando bastante na 
localização dessas raízes. 
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Divisibilidade entre polinômios 


Uma das operações com polinômios mais utilizada é identificar se um determinado polinômio 
é divisível por outro. Isto permite a sua fatoração, o que pode facilitar a solução de equações 
polinomiais, ou seja, encontrar suas raízes. Dizemos que P(x) é divisível por D(x) quando 
existe um polinômio Q(x) tal que 


Р(х) = (х). Q(x) 


Ou seja, a divisão entre P(x) e D(x) dá um resultado exato Q(x), sem resto. Рог exemplo: 


Р(х) 2x3- 8 
D(x) =x - 2 


Fatorando P(x) como uma diferenga de cubos (capítulo 5), vemos claramente que 
xi-g- (x - 2).(x? + 2x +4) 


Dizemos assim que x? – 8 é divisível por x - 2, já que o quociente, sem resto, de sua divisáo, é 
X“ + 2x T 4. 
D : “ИЖ. БР " | "C 

5 Mesma forma, x3 — 8 é também divisível por x2 + 2x + 4, já que o quociente da sua divisáo, 
Sem resto, é x — 2. 


Manto ident 
anto identificamos que um polinómio de maior grau, é divisivel por outro de menor grau 
aro, também 


outro é válido quando os polinômios são de mesmo grau, no caso um seria igual ao 
múlti pultiplicado por uma constante), podemos fatorar o maior deles, como sendo um 
Plo do menor, o que facilita simplificações e resolução de equações. 


Um Caso de in 


Элсэн teresse particular é a identificação da divisibilidade de um polinómio P(x) por 
Polinómio 


do 1? grau. Este resultado é o chamado teorema do resto. 
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Teorema do resto 


O resto da divisão de Ах) por (X - а) é Pla) 

O uso deste teorema tem duas vantagens: 

лаа айраг a divisão 
1) Permite encontrar o resto da divisão sem realizar é · | 
E É uma forma rápida para identificar se um polinômio tem um fator da forma (x - a) 
a divisáo de um quociente do 1? grau (y 


Quando fazemos 
de grau zero. Portanto o resto será uma 


A demonstração é bastante simples. 
- a), o resto será de grau uma unidade menor, ou Seja, 


constante. Podemos entáo евсгеуег: 


Р(х) = Q(x).(x - a) + K 
As expressóes dos dois membros 880 polinómios idénticos, já que existe uma forma Única, e 
sáo de polinómios. Como esta expressáo é uma 


sempre possível, para realizar uma divi Ў 
identidade, ё válida para qualquer valor de x. Em particular, façamos х = а, ficando com: 


P(a) = O(a).(a - a) + К 
O termo (a - a) se anulará, ficando com: 


P(a) = Q(a.0 +K 
K = P(a) 


O que mostra que K, que é o resto da divisão de Р(х) por (x - a), é igual a P(a). 


Exemplo: 
Determine o resto da divisão de x100 — 5x2 + Зх por (x - 1) 


Solução: 

Obviamente seria muito trabalhoso realizar a divisão de um polinômio de 100º grau, mesmo 
pelo simples divisor (x — 1). Como estamos interessados apenas no resto, não precisamos 
realizar a divisão, bastando apenas usar o teorema do resto: 

“O resto da divisão de P(x) por (x - 1) é P(1)." 

Isto resulta em 110 - 5 х 12+ 3x 17-1 

Um caso particular do teorema do resto é o Teorema de D'Alembert. 


“O polinômio P(x) é divisível por (x — a) se e somente se Pla) -0” 


Este teorema nada ё 
тай é que uma consequéncia do teorema do resto. P(a) -0 significa qu 


no Ro de Р(х) por (x – a) vale zero, o que é o mesmo que dizer que Р(х) é divisível 

Exercícios 

dador o do resto para calcular O resto da divisão dos polinômios pelos pinômios 
д-ру) > f) XT - 26 + 3x + 5 por (x + 2) 


9) x100 — 1 por (x — 1) 


“г 
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с) 3-22 + 3x + 1 por (x + 2) h) xŠ + 10x? + 20x — 40 por (x - 2 
d xt - 5x2 + 5x + 3 por (x — 3) i) PLANE uam | 
e) x100 +50 + 4x por (x * 1) j) 5x8 — 15x3 + 5x2 por (x — 1) 


ЕЗ) Encontre k para que -2x + 1 seja um fator de -6x3 + 11x? — 2x + k. 

as 8)9 (0-6 DS (5-2 

EA) Qual dos seguintes binômios é um fator de Р(х) = x? + 2x4 — x3 — 2x2 + 4x + 8? 
(a) x+3 (В)х-1 (С)х-2 (D)x+1 (E)x+2 

E5) Encontre O resto da divisão de х8 + 1 por x - 1. 


(a) 1 (B-1 (C2 (D)-2 (EO (Е) МКА 


Еб) Qual é o valor de k para que o resto da divisão de 3x! + lo + х? — 16x + 4 por x - 2 seja 
8? 
E7) Qual é o resto da divisáo de x2 + 10x12 — 7x5 + 3 por x +1? 


E8) Dé o resto da divisáo de x10 _ 2x49 _ 1 por (x + 1). 

(1 (B2? (O8 (D)4 (E5 

F9) Calcule k para que (-2x + 1) seja um fator de -6x? + 11x? – 2х + k. 
(4-92 (B)92 (С)-3 (D)-32 (E)-l 


E10) Encontre o resto da divisão de x? – 64 por x - 1. 
(A) 42 (B) 256 (C) 49 (D) -63 (E) 2 


E11) (*) Dê uma solução real para a equação 12x? + 16x? — 5x — 3 = 0, dado que -3/2 é uma 
raiz. 
(A) -1⁄3 (B)O (С) Não há outra solução real (D)2 (Е) -1/2 


Е12) Resolver a equagáo x? + x2 — 5x — 6 = 0 sabendo que uma solução é х = -2. 


Е13) Sabendo que x = 2 é uma solução da equação x? — 4x2 — 2x + 12 = 0, encontre a soma de 
todas as suas soluções. 
(A) -0,0003 (B)1 (C)2 (р) 3,445 (E)4 


Teorema das raízes racionais 


Equações de 1º ou 2? graus sáo fáceis de resolver, pode 
d i u e uma simples manipulacáo algébrica para o 1° 
9 3° são de solução trabalhosa ou impossível (inexisténci 


do 30 
ыг grau nem é mais usada, de táo complexa, e a do 4° 
808 de matemática, por ser muito mais complexa. O método menos trabalhoso para sua 


resolução 4 Ianni ; 

20. encontrar pelo menos um raiz ае colocar o termo (x - а) em evidência, recaindo 

ins uma equação de grau menor. Por exemplo se T(x) for um trinómio e encontramos por 
Pecáo (tentativa e erro) a raiz a, podemos escrever a equação T(x) = 0 na forma: 


mos usar a fórmula quadrática para O 
grau. Já as equagóes de grau a partir 
a de fórmula conhecida). A fórmula 
grau é encontrada apenas em textos 


О004х-а)-0 
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Na qual D(x) é um trinómio do 29 grau, resultante da divisáo de T(x) por 


x- 
recaímos em uma equação do 2° grau, de solução bem mais simples. ( а). Assim 
Exemplo: Resolver x? – 2x? - 5x + 6 = 0 


Solução: 
Por inspeção verificamos que x = 1 é raiz da equação (1 - 2 – 5 + 6 = 0). Sendo авч 
podemos colocar em evidência (x - 1). O outro será o quociente da divisão de x3 _ 9,2 5 


6 por (x - 1): ES 


x? - 2х? - 5x +6 х-1 
-х? + х? x -x-6 
-х — 5x + 6 
+x — x 
- 6x + 6 
+ 6x – 6 
0 


Temos então (x? - 2x? - 5x + 6) = (x - 1)(x2 — x - 6) 

As soluções da equação do terceiro grau são x = 1 e ainda a solução do trinômio do 2? grau 
x2-x-6=0Dx=-2ex=3 

Resposta: S = (1, -2,3) 


Vemos então que encontrar uma raiz k é um bom caminho, pois permite colocarmos o termo 
(x — К) em evidência, multiplicando uma outra expressão de menor grau. 


O teorema da raízes racionais é de grande ajuda no encontro dessas raízes por inspeção. Ele 
permite encontrar um pequeno conjunto de “suspeitos” para as raízes, que podem ser testadas 
rapidamente com o teorema do resto: 


Teorema das raízes racionais: 
Se uma equação do nº grau com coeficientes inteiros na forma 


: ё 
а„х® + aX! + .. + ag 0 tem raízes racionais da forma p/q, então necessariamente Р 
divisor de ay e q é divisor de ад. 


М 2 : 1 алет à 
Note que o teorema nao garante que as raízes existem, mas sim que, caso existam, satisf 


condição para p e q. 


Se a, = 1, então as raízes são inteiras, e todas são divisoras de aq. 


0 
o com 
Exemplo: Encontre valores possíveis para as raízes de x? — 2x2 - 5x + 6 = 0, de acord 


teorema das raízes racionais. 


Os 2 
Solução: Temos ao = 6 e аз = 1. As raízes tem que estar entre os divisores de 6. oluções 580 
possíveis são t1, +2, 33, £6. De fato, já resolvemos esta equacáo e vimos que suas $ 


as do conjunto 5 = (1, -2, 3). 
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quação 
grau com coeficientes 94 e 
rá muito grande, envolverá 
mas combinações de numeradores 
; e 1, 5, 7 e 35 no denominador. Muitas 
-1, que quase sempre 580 usadas n б 
simplicidade. Felizmente as questóes que envolvem o Ше do teorema зо. Цанын 
usam equações com raízes simples, como +1 ou +2, по caso de uma banca de bom senso, pois 
& mais importante testar se o candidato sabe usar o teorema que tortura-lo com an 
exagero. Infelizmente o bom senso nem sempre pode ser esperado. O grande matemático 
René Descartes dizia que “O bom senso é a coisa do mundo mais bem distribuída: todos 


pensamos télo em tal medida que até os mais difíceis de contentar nas outras coisas não 
costumam desejar mais bom senso do que aquele que tém". 


О teorema das raízes racionais nem sempre tem o poder de tornar um 
extremamente fácil. Se tivermos por exemplo uma equacáo do 3? a e 
35 nos termos em x? e em x, a lista de "suspeitos" para as raízes se 
цар someni U, positivos e negativos (como é de praxe), 
com os fatores 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 e 24 no denominador, 
vezes ё mais fácil “chutar” raízes 1 e 


Teorema de Bolzano 


Este é um poderoso teorema do cálculo diferencial e integral que pode ser aplicado como uma 

útil ferramenta para resolução de equações. Vejamos a versão simplificada, para uso na 

resolução de equações polinomiais. A ideia é bastante simples: Se P(a) é positivo e P(b) é 

negativo (ou vice-versa), entáo existe uma raiz de Р(х) no intervalo [a, b]. Nem toda funcáo 

possui esta propriedade, válida pelo fato das funcóes polinomiais serem contínuas. 

E 
| 


БН ЭР» — — No exemplo ao lado, temos f(a) < 0 e f(b) > 
Г | | 0, ou seja, a função f apresenta uma troca de 
үе - sinal рага algum valor entre a e b. Como a 
função f é contínua (isto inclui todos os 
polinómios), isto garante que f pelo menos 


tem uma raiz entre a e b. 


Podemos aplicar o teorema de Bolzano juntamente com o teorema das raízes racionais para 
encontrar raízes em potencial. Sabendo os valores possíveis de acordo com o teorema das 
raízes racionais e intervalos nos quais existem raízes, usando o teorema de Bolzano, podemos 
achar mais rapidamente as raízes, reduzindo o nümero de escolhas. 


. -— ñ - a) para 
Lembre de, sempre que for encontrada uma raiz, fazer a divisão da expressão por (X a) Р 
Continuar investigando uma equação mais simples. 


Relações de Girard 


Finalmente temos a última fórmula deste livro, amplamente utiliz 
envolvendo polinômios e equações: as relações de Girard. 


ada na solução de problemas 


; без de 2° 
Тав relações são uma generalização das relações entre coeficientes e a ан Ө asta - 
grau. No capítulo 13, vimos que em uma equação do 2º grau ax + bx + c = 0, 


Хэ estão relacionadas com os coeficientes da equação da seguinte forma: 
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b с 
X, +X, =—— х.х =— 
a P a 


semelhantes, envolvendo 0s coeficientes e as raizes de 


As relações de Girard são fórmulas 
inomial de grau п, 


equacóes de grau maior. Dada a equação pol 


- - 2 = 
ax a, x" +a, x" 2 L. +a, +ax+a = 0 


Temos as seguintes relações: 


An 


x, +X, +X; +... + X, = 


n 


XX + X¡-X3 + Х.Х +... EXA, + х.х; + Х.Х +... + Xpan = 


0 = (- 1) 
a dos produtos das raízes tomadas dois 
3, até que no último termo aparece 0 
(-1). Cada parcela tem 
dividido pelo termo de 


a soma das raízes, a Som 


As relações listam, na ordem, 
raízes, tomadas 3 a 


a dois, a soma dos produtos das 
produto das raízes. Parcelas ímpares aparecem multiplicadas por 
simplesmente o coeficiente correspondente ao termo do polinómio 


maior grau, afetado do sinal negativo quando for o caso. 


Exemplo: Encontrar as relações de Girard para as raízes da equação 
х3 + 6x2 + 3x — 10 = 0 


Solução: 
1) xi + хо + X377 (6/1) =-6 
2) x1.X9 + хха T X2.X3 7 + 3/1 = 3 


3) x1-X9-X3 = -(-10)/1 = 10 


Exercícios 
E14) Qual a soma das raízes de хќ — 2x3 - x? + 2x ? 


E15) Encontre a soma das raízes de f(x) = 2x? - 14x + 12 

(Ao (B1! (O4 (0)-4 (ENRA 

E16) Encontre a soma das raízes de 4x? – 4x? — 7x = 0 

Exercícios de revisáo 

E17) Encontre os zeros do polinómio f(x) = x? — 9x? + 26х — 24 

E18) Calcule a para que o resto da divisão de x? – 2x? _ 5x + 9 por x — a seja 9. 


E19 inômi | 
) Quando o polinômio Р(х) = xí – 8x? — 7x2 + 3 é dividido por х? + X, юэ" 


Qual ё o valor de a? 
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E20) Sendo n um número natural, expandir o produto (x^ + yn)(x2n – xnyn + y2n) 


665 


£21) Encontre a soma das raízes de 3x? – 7x2 – 5x + 10 = 0. 


E22) Calcule x em Br EPA EN 


x+p+q x р q 
£23) Sejam a, b e с números reais e seja Р(х) = ax? + bx” + cx + 3. Se Р(-5) = 17, calcule Р(5). 
(A) -17 (В)-11 (С) 14 (D)17 (E) Não pode ser resolvido com as informações dadas 
E24) (*) Se x2 — 5x — 6 = 0, calcule x! — 10x? + 26x? — 5x — 6. 
д)% (8) 42 (C)90 (0)6 (EO 


E25) Encontre a diferença entre a maior e a menor raiz do polinómio 


Р(х) = x - 428 — 2x? + Ax +1 
(3-45 (B 2445 (C4 (D)2 (Е)245 
E26) (*) Encontre todas as raízes reais da função f(x) = 3x3 - 2x? + 12x - 8. 


E27) Considere o polinómio 9x4 — bx? + x2 + 4x — 22, e suponha que o coeficiente b é um 
inteiro. De acordo com o teorema das raízes racionais, qual dos seguintes valores não pode ser 
uma raiz deste polinômio? 


(3 (Bu (O3 (р)-112 B2 


E28) Qual dos seguintes números nào é uma raiz em potencial da função р(х) = x“ – 9x? – 4х 
+ 12? 


(91 (2 (03 ()4 (E)5 

E29) Ao dividirmos 2x2 + 3x + 1 por x - 1, o resto será: 
(Аз (B6 (C1 (D5 (B4 

E30) Qual é o resto da divisão de x100 + x — 21% por (x - 2)? 
(4)0 &i (92 s (2! 


E31) De acordo com o teorema das raizes racionais, qual dos seguintes valores náo pode ser 


raiz de 10x4 + 2x3 + 4x2 + ax — 6? 

A ip (0)-65 (0)-3 (818 

E32) Dê o resto da divisão de f(x) = -2x0 + 520 + 4x? - 7x + 1 por x +1. 
15 (B)-17 (pi (D)5 (5-5 

E33) Encontre a soma de todas as raízes do polinômio р(х) = x + 2x? - ax + b. 
9)-5 (8-2 (суо (2 (56 

a) (* Qual é o resto da divisão de xê + x9 + х9 + x? por x? - 1? 
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E35) Qual é o resto da divisão de x135 + x125 — x115 + х5 + 1 por x? - x? 


E36) De todos os polinómios com coeficientes inteiros, qual é aquele de menor grau que tem 


„2 е Цар como raízes, e que tenha os menores coeficientes possíveis? 
2 
E37) Um polinómio deixa resto 2 quando dividido por x - 1, e deixa resto 1 quando dividido 
por x - 2. Qual é o resto obtido quando este polinómio é dividido por (x - 1)(x - 2) ? 
E38) Encontre todas as soluções de x? + x? - 2x - 2 = 0. 


E39) Seja f(x) = (х5 — 1)(х® + 1) e g(x) = (x? - 1)(x? - x + 1). Se h(x) é um polinómio tal que f(x) 
7 g(x).h(x), qual é o valor de h(1)? 


E40) Encontre um polinómio de 4? grau com coeficientes inteiros que tenha como raiz, 


42-45. 

F41) (*) Sejam a, b e c as três raizes de р(х) = xŠ - 17x — 19. Qual é o valor de ad + bŠ + c3? 

E42) Dé a solução real de x? + 8x? + 12x - 385 = 0. 

F43) Se a, b e с são as soluções da equação x? - 2x? - 5x + 8 = 0, qual é o valor da expressáo 
1 1 1 


ab ac bc 


E44) Dado que f(2/3) = 0, dé as outras duas raízes de f(x) = 3x3 - 11x? - 6x +8 
E45) Quais são os valores de x para os quais x30 = х502 ? 

E46) Resolver (x + 8)! = (2x + 16). 

E47) Encontre o resto da divisão de Р(х) = 4x15 – 6x2 – 5x + 6 por (x - 1). 

(A) -1 (B) 2012 (C) -141 (D)-891 (E)1 

E48) Resolva a equação x? - 6x? + 11x – 6 = 0 sabendo que x = 2 é uma das soluções. 
(4) (1-43, -1443,3) (8) (12,3. (CO (2,23) (0) (1,2) (E (2) 
F49) Encontre o resto da divisão de р(х) = х8 + 5x — 2 por (x + 1). 

(A)-3 (B)-4 (С)-5 (D)-6 (Е) МКА 

E50) Encontre o resto da divisáo de f(x) = 2x2010 _ 3x67 + 7x — 5 por (x + 1). 

(A-7 (B5 (O3 (D-2 (Е)0 


E51) Fatorar x? - 3x? - 16x * 48 

(А) (х *2(x-2)x-3) (B)(x*4(x-4(x-3) (С) (x + 2)(x - 2)(x + 3) 
(Р) (x + 4(х-4)(х+3) (E) (x? + 16)(x + 3) 

E52) Determine o resto da divisáo de x9 — 2x39 +1 por x * 1. 

(2 84 (0-2 (DJ3 (B5 


BER. | 
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Бер MEC CE A DIR ER 
853) Se x = 2 é uma raiz de f(x) = x? — 14x? + 59x — 70, encontre as demais raízes de f(x). 


д)х^-7ех^-—5 (B)x=7ex=-5 (C)x=-7ex=5 (D)x=7ex=5 (Е) МКА 
gs4) De acordo com о Teorema das Raízes Racionais, qual dos seguintes valores 
definitivamente náo pode ser raiz do polinómio 3x4 + 3x3 + ax? + bx — 12, onde a e b sáo 
inteiros? 


л) -1 0028 (0)-43 (0)12 (E32 


E55) Determine o resto da divisáo de f(x) = 3x99 — 2x2 + 5x + 1 por (x + 1). 
(j-5 8)-9 (O1! (D)5 (E7 


E56) FATEC 2007 


Se x = 2 é uma das raízes da equacáo x? — 4x2 + mx - 4 = 0, meR, entáo as outras raízes sáo 
nümeros: 


(A) negativos (B) inteiros (C) racionais não inteiros (D) irracionais (E) nào reais 


E57) Determine o resto da divisão de f(x) = 2x5 — 4х3 + x? — 3x + 2 por x + 1. 
(А) 2 (B8 (С)12 (D)-8 (E) МКА 


E58) Resolver a equação x? — 6x2 + 7x + 2 = 0 sabendo que uma solução é x = 2. 


(А) (2, 4+45, 4-45] (В) (2, 2-45, 2-45) (С) (2, -1, -2) 
(D) (2, 4-42,4-421 (E) (1,2, -1) 


E59) Quais dos seguintes binómios é fator de Р(х) = x? + 2x* – x? – 2x? + 4x +8? 
(A) x+3 (В) х-1 (Ox-2  ()x*1 (Ex*2 


E60) Encontre o resto da divisão de (Зх — 5)%7 + 5x — 9 por x - 2. 


E61) Dividindo x? — 2 por x - 1, o resto será: 


()-3 (B1 (C)-1 (0)0 (E5 


E62) A equação x3 + x2 + 2x + 1 = 0 tem uma raiz real entre: 


(A)0e12 (B)2e3 (C)-1e0 (D)i2el (E)3e4 


E63) O gráfico de f(x) = 4x3 + Ax? — 7x + 2 intercepta o eixo x em quantos pontos? 


^)! (82 (C)3 (Dj4 (Е) МКА 

764) Resolver a equação (x + 193 - 7(x + 1? + 12(x + 1) = 0. 

E65) O resto da divisão de x* — 3x? + 2x +7 porx-3é: 

Е) Determine о próximo termo da sequéncia 8, 11, 18, 29, 44... 
ai Fncontre o próximo termo da sequência 625, 125, 25, 5, 1, ... 


E68 * 
х! 10) 20 um número positivo, quantas soluções reais distintas tem a equação 


k. 
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E69) (*) Determine a e b tal que x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = (x? * ax * Ь)?. 


В 
. E70) Calcule a e рага que a expressão L3x*5 204 |, 2 seja correta para qualquer 
x +5x+6 х+2 x+3 


valor de x, desde que não anule os denominadores. 


E71) Uma das soluções da equação 2x? + 13x? + 17x — 12 = 0 e -3. Encontre a soma das duas 
outras raízes. 


E72) Se um polinômio Р(х) é dividido por (x - 2), o resto é 1, e quando dividido por (x - 1), o 
resto é 2. Qual é o resto da divisão de P(x) por (x — 1)(x — 2)? 


(A2 (B3 (C)x+3 (р)-2 (E)-2x+10 

E73) Resolver x? + 6x? + 11x + 6 = 0. 

E74) Se 4* - 25, calcule x. 

(A2 (BIO (Q5? (D)35 (E24 

E75) Resolver a equação x? + x? + 17x + 17 = 0. 

E76) Encontre a soma de todas as raízes de x! - 2x3 + 3x? — 4х + 5 = 0. 


E77) Resolver x? — 5x? + 9x — 5 = 0. 


E78) О polinómio р(х) tem valores p(1) = 4 e p(-1) = 2. Qual é o resto da divisáo de p(x) por 
x? - 1? 


E79) A equação x4 + 4x? + x? — бх + 2 tem quantas raízes racionais? 
(А)0 (B1 (O2 (0)3 (E4 


E80) Quando o polinômio р(х) é dividido por x? - 1, o resto ë x + 1. Qual é o resto quando 
р(х) é dividido por x - 1? 


E81) Resolver a equação x? - 6x? + 11x - 6 = 0. 
E82) Resolver a equação x? + 2x* - x3 - 2x2 + 4x +8 = 0 


E83) Sejam a, b e c números reais, e seja Р(х) = ax? + bx5 + cx +3. Se P(-5) - 17, encontre 
P(5). 


ЕВА) Resolver х^ - 4x? - 2x? + 4x + 1 = 0 

e Dados que a, b e c são raízes da equação x? — 2x2 _ 11x + 12 = 0, encontre 1/a + 1/b + 
с. 

(А) 5/6 (В) 11/12 (С) 13/12 (0)7,6 (Е) 8/9 

E86) Encontre o resto da divisão де Р(х) = 4х!5 _ 6x2 _ 


5х + 6 por (x - 1) 
(A) -1 (B) 202 (©) -141 


(D) -891 (Еу 1 
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Encontre o resto da divisáo de x8 - 1 por x - 1. 


88) () CNS) : | | 
se Р(х) = ax? + bx + c e P(-1).P(1) < 0 e P(1).P(2) < 0. Р(х) pode assumir, para raízes, os 


números: 
(A) 0,3 e 3,2 (B)-24e15 (С)-03е0,5 (D)07e19 (Е) 1,3е1,6 


кво) (*) CN 82 
| Gyps uy sq: 


O valor da expressáo independe de x. À soma dos valores 


X — x+5 
de a, b e c é: 
As B2 (O-3 DO (BI 
E90) (*) CN 85 


A soma de todas as raízes da equação (3x - 12)(x + 2)(x - 2) = (3x — 12)(-x + 6) é: 

(-3 B)-1 (Q0 0)! (B3 

E91) (*) Colégio Naval 2015 

Seja x um número real tal que x? + x? + x + x7! + x ? + x? + 2 = 0. Para cada valor possível de 


x, obtém-se o resultado da soma de x? com seu inverso. Sendo assim, o valor da soma desses 
resultados é: 


A5 (B4 (O3 (р)? (B! 


CONTINUA NO VOLUME 2: 170 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) aja=3eb=5 e) Impossível 1) Impossível 
b)a=1eb=-1 f) а= 3 e b = 2 ou vice-versa |) a =b, quaisquer 
c)a=3eb=-3 0) Impossivel 
d)a=3eb=2 h)a=2eb=-7 

E) ар e)-2 i) -16 
b)3 f) -43 j-5 
C) -21 9) 0 
d) 54 h) 18 

ЕЗ) (А) E4) (E) E5) (С) Еб) k = -2 E7) 19 

59 (B) E9) (E E10 E11) (A) вло) 14413 

) (E) ) (D) 5 
El) (E) 
El4 
E15) (A) E16) 1 E17) 2, 3, 4 E18) 0, 1+ /6 
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E23) (B) E24) (A) E25) (E) E20 x-28 E27) (C) 

E28) (E) E29) (B) E30) (C) E31) (E) E32) (A) 

E33) (B) E34) 3x + 1 E35) 2x +1 E36) 8(2x? — 1) (4x? - 3) 

ЕЗ7) -х+3  E38)1, 42 e 42 E39) 5 E40) (x? - 7 2 _ 90 
E41) 57 E42) х= 5 E43) -1/4 E44) 0-1, 4, 23 

E45)0,1,-1 E46)-6,-8,-10 E47) (A) E48) (B) E49) (D) 

E50) (A) E51) (B) E52) (C) E53) (D) E54) (D) 

E55) (A) E56) (D) E57) (B) E58) (B) E59) (E) 

E60) 2 E61) (C) E62) (C) E63) (B) E64) -1, 2, 3 

E65) 13 E66) 63 OBS: Veja como se comporta a diferenca entre os termos 

E67) 1/5 E68) 2 E69) Impossível E70) a = -1, b = 4 

E71) -7/2 E72) (C) E73) -1, -2 e -3 

E74) (C) E/)x--1 E76)2 E77 x-1 E78) x +3 

E79) (A) E80) 2 ЕВІ) 1,263. E82) -2 E83) -11 

ЕВА) 1, -1, 2+ 4/5 E85) (B) E86) (A) E87) (E) 

E88) (D) E89) (A) E90) (E) E91) (D) 


Resolucóes selecionadas 

E19) Dé uma solução real para a equação 12x? + 16x2 — 5x _ 3 = 0, dado que -3/2 é uma raiz. 
(A)-1/3 (В)0 (C) Não há outra solução real (D)2 (E -1/2 

Solucáo: 

Como x - -3/2 é raiz, facamos a divisáo por (x + 3/2) 
12x3 + 16x? - 5x -3=0/ (к + 3/2) = 12x? -2x 2 = 9(6x2 _ x _ 1) 
Portanto as duas outras raízes 880 as raízes de (6x2 _ x _ 1), que valem -1/3 e 1/2 
Resposta: (A): -1/3 

E35) Se x? - 5x — 6 = 0, calcule x4 — 10x? + 26x? — 5x — 6, 

(А) 36 (B)42 (C)30 (De (o 
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Jução: 
So. o E-x*- 10x? + 26x? — 5x — 6, temos que 


671 


Lini 3 2 + (x2 

_ 4 _ 10x3 + 25x^ + (x^ — 5x — 6) = x! - 10x3 + 25x2 ча T 

= x^ , já que o trinó 
A então E = x! - 10x? + 25x2, = x2(x2 — 10x + 25) = xix - 52 mio entre parênteses vale 
Como x? - 5x — 6 = 0, então x = -1 ou x = 6. 


Ja opção: x = —1: х (x — 5)* = 1.36 = 36 
9$ opção: X = 6: x*(x - 5)? = 36.12 = 36 
Seja qual for o caso, x? - 5x — 6 = 0 implica necessariamente em xXx - 5)? = 36. 


Resposta: (А) 

ЕЗ7) Encontre todas as raízes reais da função f(x) = 3x3 — 2x2 + 12x — 8. 
Solugáo: 

313 - 2x? + 12x-8=0 

3х3 + 12x — 2x2 — 8 = 0 

3x(x? + 4) - 2(x? + 4) = 0 (fatoracáo por agrupamento) 

(x - 2б? +4) - 0 

a) 3х-2=0 > x = 2/3 


b) x? + 4 = 0 9^ impossível no conjunto dos reais 


Resposta: x = 2/3 


E45) (*) Qual é o resto da divisão de xŠ + x + x9 + x? por x? — 1? 


Solução 

Sendo feita uma divisão por x2 - 1, o resto será uma expressão polinomial de primeiro grau, 
no máximo, da forma Ax + B. Então podemos escrever: 

x3 x8 + x9 + x27 = (х2 – 1).О(х) + Ах + B 

Fazendo x = 1: 

1+1+1+1=00Q(1)+A+B3%A+B=4 

Fazendo x = -1:-1+1-1-1=0.0(-1) -A * B 9 -A +B = -2 

Resolvido o sistema, encontramos А = 3 e B = 1, logo o resto é Зх +1 


Resposta: 3x + 1 


E52) Sejam a, b e c as trés raízes de р(х) = x3 — 17x — 19. Qual é o valor de a? + b? + сЗ? 


Solução: 
Da relações de Girard, temos que a + b + c = 0 e abc = 19 
Lembremos ainda que Se tivermos x + y +2 = 0, х + уЗ + z3 = 3xyz (cap. 5, pág. 244). (esta 
expressáo deve ser memorizada por aparece muitas vezes em questóes maliciosas de provas). 
Esta situacáo se aplica a este problema, já que a + b + c = 0. Portanto, o valor que é pedido 
Pelo problema, аЗ + ЪЗ + c? é igual a 3abc. 
Resposta: 57 
vt (*) Se a é um número positivo, quantas soluções reais distintas tem a equação 
+ х3 = 
=a? 
Solução: 
у damos inicialmente o que ocorre para x positivo. As expressó 
têm valores crescentes, quanto maior é o valor de x, maior ё : 
Seja, é uma expressão pera crescente, sempre aumenta de ү. еш ms и 
Positivo, Para algum valor de x, a soma x! + x? terá o valor a. Uma vez E с. A 
*Xpressáo x4 + x3 continuará aumentando, nunca diminuirá e nunca terá co umir 


es x! e x? são ambas positivas 
o valor dessas expressóes, ou 
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З = а, portanto 


novamente o valor a, então existirá apenas um valor de x para o qual х“ + x 
haverá uma única raiz positiva. 

Resta analisar o que ocorre para x negativo. Considerado x negativo, e sendo a positivo, 
teremos os seguintes sinais: 

x* * x37 a х 2-х)-а 

Quando x é negativo, temos os seguintes sinais para esses fatores: 

х: sempre positivo 

х? + x : negativo entre –1 e 0, positivo para x < -1 

Portanto, a única forma de ter a expressão x! + x? positiva (x! + x? = a > 0). Em outras 
palavras, nào existe valor de x em (-1, 0) tal que x* + x? = a, para a positivo. Sendo assim, a 
equação dada não tem raiz entre -1 e 0, Entretanto podemos afirmar com certeza que a 
equacáo tem exatamente uma raiz menor que -1, para qualquer a positivo, já que: 

a) Para x = -1, xt + x? = 0. 

b) Para valores de x negativos e menores que -1, o valor de x*, que é positivo e está elevado à 
quarta potência, é maior que o valor de x, que é negativo mas está elevado apenas à terceira 
potência. Quanto mais х é inferior a -1, maior será o valor da expressão positiva x* + x3, (que 
somente será negativa entre -l e 0), e para algum valor de x, esta expressão será igual ao 
valor a, qualquer que seja o valor de a > 0. Sendo assim a expressáo terá uma outra raiz, para 
x negativo, a nào terá nenhuma outra raiz negativa, já que a expressáo nào mais oscilará. 
Portanto a expressáo dada terá apenas duas raízes, qualquer que seja o valor de а>0 dado. 


Resposta: 2 


E80) Determine a e b tal que x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = (x? + ax + b)2. 


Solucào: 

Impossível. A expressão é obviamente uma identidade, e não uma equação, já que existirão 
valores diferentes de x para cada a e b dados. O que a expressão indica é que as expressões 
dos dois membros são identicamente iguais, e quer saber quais valores de a e b tornam ambas 
as expressões idênticas. Como no segundo membro temos um quadrado perfeito, e no 
primeiro membro não, as expressões nunca serão idênticas. 


Resposta: Impossível 


E99) Se Р(х) = ax? + bx + c e P(-1).P(1) < 0 e P(1).P(2) < 0. Р(х) pode assumir, para raízes, os 
nümeros: 

(А) 0,3е 3,2 (B)-24e1,5 (C)-03e05 (D)07e19 (Е)1,3е1,6 

Solução: 

P(-1) e Р(1) têm sinais contrários, então Р(х) tem uma raiz entre -1 e 1 (Teorema de Bolzano). 
Da mesma forma, P(-1) e P(2) têm sinais contrários, portanto P(x) tem também uma raiz entre 
-] e 2. Das cinco opções do problema a única que têm raízes nesses intervalos indicados é a 


(D). 


Resposta: (D) 
8. (a-2)8 «(b-1)? +(c— 
E100) O valor da expressão 6-28 Л Чен independe de x. А soma dos 
valores de a, b e c é: 
(А) 4 (B2 (O-3 (DO (E! 
Solução: 


A expressão do numerador é do 3º grau, caso o coeficiente (3-2) não seja nulo. Se realmente 
for do terceiro grau, a divisão resultará em uma expressão do 1º grau, com ou sem resto, seja 
como for, será uma expressão dependente de x. Logo, o coeficiente de 3? grau tem que ser 


—Àt 
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gero. Sendo assim, ternos uma expressão do 29 grau no numerador e outra по denominador. A 
апіса forma dessa divisão ser independente de x é se o resto for zero, ou seja, o polinômio do 
numerador é múltiplo do polinômio do denominador. Como ambos são de 99 grau, a única 
forma disso ocorrer (se o numerador for de 1° grau, o resultado será dependente de x) é se a 
razão entre eles for uma constante. Como no denominador o termo independente é 5, e no 
numerador este termo independente é 10, esta constante de proporcionalidade é 2, ou seja, 
todos os coeficientes do numerador são o dobro do coeficiente de mesmo grau no 
denominador. Sendo assim; 

b-1= 229 b-73 

с-1--2Эс--1 

а = 2 (para anular o temo em х3). 

a+ b+c=4 


Resposta: (A) 


E101) A soma de todas as raízes da equação (Зх – 12)(x + 2)(x — 2) = (3x - 12)(=x + 6) é: 

(А) -3 (B-1 (OO (D)! (E3 

Solução: 

Se 3x — 12 = 0, ambos os termos da equação serão zero, portanto x = 4 é uma solução. Para 
outros valores de x, o termo (3x — 12) é diferente de zero, e pode ser simplificado: 

к + D(x- 2) = (x + 6) 

х2-4--х-6 

x? + x - 10 = 0 , cuja soma das raízes reais 6-1. 

Somando com 4, a raiz anteriormente encontrada, ficamos com 4 - 1 - 3. 


Resposta: (E) 


E91) Colégio Naval 2015 

Seja x um número real tal que x? + x? + x + x! + x ? + x? + 2 = 0. Para cada valor possível de 
X, obtém-se o resultado da soma de x? com seu inverso. Sendo assim, o valor da soma desses 
resultados é: 


(5 B4 (Оз (2 (B! 
Solução: 


Lembrar do item (x + 1/x)^, do capítulo 4. Fórmulas de quadrados, cubos e potências em geral 
simplificam quando operamos com um número e seu inverso, já que seu produto será igual a 
1. А expressão do problema tem potências de x e os inversos desses valores. O método geral 
para resolver esse tipo de problema é usar uma mudança de variável y = x + 1/x, e exprimir as 
expressões (x + 1/x)" em função de y. 
y=x+ l/x 
Y = (x + 142 = х2 + 102 + 2.х.1/х D х? + 1? = y? - 2 
Y = (хэлд = x + 1/48 + 3(x + 1/х)(х.1/х) Э xŠ + Ик = y? - Зу 
Substituindo па expressáo original, as trés relacóes acima, ficamos com: 
"XP exPbex cle 24x32 
Е= x3 + l/x3 + x2 + lA? + x + 1/x + 2 
E-y-3y«y2 9 + y+2 = y + y2 - 9y 
Fazendo É = 0 Sas sn. 
, as solucóes sáo: 
У= 0, y =1 ey--2 
: Pia os valores de x correspondentes: 
22 (227 Э x2 + 1 = 0 Ə Impossível em R 
14 /x = 1 Ə x2 _ x + 1 = 0 > Impossível em R 
lx--2 3 x2«9x «120 3 x --1 
co valor de x que satisfaz a expressão é -1. 
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Verificando: 
x=-1DE=-1+1-1-1+1-1+2=0 
Portanto x é o único valor real que anula a expressão. 
Calculando a soma de х? com seu inverso: 
х2 + 1x2=]+1=2 
Resposta: (D) 
L| 
b 
Ens 
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